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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА. 

Имя Пейтена известно русскому читателю по недавно вы- 
шедшей в русском издании книге его „История математики 
в древности и в срелние века“, продолжением которой является 
работа, предлагаемая сейчас вниманию читателя. В русской ли- 
тературе эта книга является первой серьезной работой по исто- 
рии математики нового времени, и потому появление ее, не- 
сомненно, является большим событием в культурной жизни 
нашей страны. 

Историческое изложение доведено здесь до начала ХУП! в. и, 
к сожалению, не продолжено ни в этой, ни в другой какой- 
нибудь работе Цейтена. Однако это не лищает книгу ‘ее инте- 
реса и актуальности, ибо важнейшие основные идеи новой 
математики зарождаются и оформляются как раз в ту эпоху, 
которая здесь рассматривается, Эти идеи и их развитие и с0- 
ставляют, собственно, предмет внимания автора, Его книга вы- 
годно отличается от ряда других работ этого рода тем, что 
обильно представленный фактический материал не служит здесь 
самодовлеющей целью: он призван служить иллюстрацией той 
картины раззития, которая должна по замыслу автора пред- 
ставиться взору читателя в первую очередь. Именно поэтому 
и факты, приводимые Цейтеном, обладают яркостью, и подбор 
их лишен элемента случайности. Насыщенность книги содержа- 
нием достигает крайнего предела: Цейтен скуп на слова до 
крайности, подчас даже чрезмерно, и книгу его нужно читать 
вдумчиво, для легкого чтения она не предназначена и не может 

быть использована. 
Я сказал, что в книге Цейтена мы находим не только бога- 

тый фактический материал, но и целостную картину развития. 
К этому нужно добавить, что картина эта, не в пример тем, 
которые мы встречаем в других аналогичных работах ученых 
капиталистических стран, построена в очень материалистических 
тонах. Прежде всего, история математики рассматривается авто- 
ром в связи с историей естествознания и техники. Правда, он 

не останавливается на подробностях, говоря о тех ‘стимулах, 
которые обусловливали развитие математических методов, ко 
он достаточно определенно ссылается на конкретные факты 
развития смежных областей, а иногда, в 0с0бо важных случаях, 
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даже делает более обстоятельные экскурсы в эти смежные 
области. Так, например, третьему разделу книги, посвящен- 
ному исто.ии исчисления бесконечно малых, автор предпо- 
сылает обстоятельный очерк развития механики в новое время. 

Порой автор приближается вплотную к марксистской поста- 
новке вопросов, и только одного шага нехватает сделать для 
того, чтобы стать на последовательно материалистическую точку 
зрения. В качестве яркого примера я могу привести начало 
$ 13 второй главы: „Анализ конечной величины после Декарта“. 
Здесь Цейтен, противопоставляя общие методы новой матема- 
тики частным приемам, характерным для математики пред- 
шествующих эпох, проводит очень яркое и удачное сравнение 
с переходом от ремесленного производства к фабричному- 
Но это у Цейтена остается только аналогией. Он не делает 
последнего шага, он не указывает, что сходство, им отмеченное, 
не случайно, что сно обусловлено тем, чтс математика разви- 
вается в общей связи с развитием производительных сил, 
и потому в „новое время“, в эпоху зарождения машинной тех- 
ники и крупного производства, с исторической необходимостью 
должна стремиться к созданию таких методов, которые отве- 
чают потребностям новых формы производства. Этого, как ска- 
зано, Цейтен не говорит, повидимому, сам он этого и не со- 
знает, но читатель, знакомый с основами марксизма, нё замедии! 
усмотреть здесь ту закономерность, к которой автор его подвел 
почти вплотную. 

Я сказал, что книга Цейтена до крайности насыщена мате- 
риалом. При том огромном богатстве фактов и методов, с кото- 
рыми она знакомит читателя, ее объем следует признать очень 
небольшим. Однако эта экономия места покупается дорогой 
ценой; автор достигает краткости изложення в значительной 
степени тем, что он пользуется современной символикой и по- 
нятиями там, где он описывает приемы и методы, построенные 
на базе иного математического аппарата. Правда, автор всегда 
отмечает это, так что читатель не вводится в заблуждение 
и знает, что имеет дело с модернизацией изложения; правда, 
Цейтен дает некоторое представление и об особенностях стиля 
старых математических мРтолоя Но когля почти яегь фактиче- 
ский материал преподносится читателю в модернизованном из- 

ложении, то читатель лишен возможности по-настоящему понять 
внутреннюю обусловленность развития методов математики 
и специфические черты излагаемого метода, ибо стиль и метод 
изложения органически между собою связаны и не могут быть 
поняты в отрыве друг от друга. Автор прибегает к этой мо- 
дернизации совершенно сознательно; он прямо указывает на 
то, что таким образом достигается компактность изложения, 
и это, несомненно, верно. Но это, как сказано, слишком дорогая 
ценл, и наиболее существенным недостатком книги Цейтена 
является именно неумеренная модернизация изложения, допу- 

щенная автором, 
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Устранить этот недостаток при обработке книги не пред- 
ставлялось возможным: это значило бы написать книгу заново. 

Поэтому я вынужден ограничиться тем, что отсылаю читателя. 
к „Хрестоматии по истории математики“ Вилейтнера, вышедшей 
недавно в русском переводе. В ней читатель найдет ряд от» 
рывков из тех работ, о которых повестгует Цейтен. Отрывки 
эти очень удачно подобраны и точно воспроизводят текст ори- 
гиналов. Кроме того, в ближайшее время появятся полные рус- 
ские переводы классических работ математиков ХУП в. (Кеп- 
лера, Галилея, Кавальери, Декарта, Ньютона и Лопиталя), 
которые дадут возможность познакомиться документально. 
с важнейшими из тех фактов, о которых повествует в’ этой 
книге Цейтен. 

Если в указанном выше отношении переработка Цейтена 
была невозможна, то в ряде других сторон русское издание 
значительно отличается от оригинала. 

Прежде всего это касается вопросов стиля. Язык Цейтена 
благодаря своей сжатости чрезвычайно тяжел для понимания. 
Русский читатель может судить об этом хотя бы по книге того 
же автора о математике древней и средневековой, переводчик 
которой, повидимому, стремился к возможно более точной пере- 

даче оригинала. Стремясь к тому, чтобы облегчить чтение 
книги. переводчик и редактор и Истории математики в ХУ! 
и ХУП вв.“, напротив, поставили себе задачей придать изложе. 
нию большую внешнюю простоту и в меру умения обеспечить 
литературность изложения. Принимая во внимание требования 
и особенности русского языка, мы должны были в ряде мест 
прибегнуть к очень вольной передаче оригинала, и нам кажется, 

что мы скорее виновны в недостаточно тщательном проведении 
этого приема, чем в злоупотреблении им. 

Но этого мало. В качестве редактора я считал необходимым 
подвергнуть книгу обработке не только стилистической, но и по. 
существу. В целом ряде мест Цейтен трудно понимаем не только 
потому, что труден его стиль, но и потому, что он набрасывает 
картину слишком быстрыми движениями кисти, Для читателя, 
впервые знакомящегося с историей математики, Такая беглая 

характеристика часто совершенно недостаточна. В таких слу- 
чаях я распространял изложение, а иногда и вовсе ‘отказывался 
от цейтеновского текста, заменяя его другим. Разумеется, при 
этом всегда представлялось опасным разбить единство произведе- 
ния. Я стремился к тому, чтобы избежать этой опасности и до- 
биться того, чтобы читатель не мог отличить интерполирован- 
‚ный текст от текста оригинала, 

Я счел себя также в праве сгладить те места, где, излагая 
по существу правильные взгляды, автор в несущественных де- 
талях проявлиет некоторую наивность, являющуюся следствием 
стихийности его материалистических воззрений. Разумеется, при 
этом момент субъективности всегда остается; однако, я стре- 
мился к тому, чтобы всемерно избежать таких изменений 
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в тексте, которые вносили бы в точку зрения автора суще- 
ственные поправки. Это, конечно, отнюдь не означает, что 
я согласен со всеми высказываниями Цейтена. Напротив, в ряде 
пунктов, и притом весьма существенных, взгляды автора яв- 
ляются, с моей точки зрения, з корне неправильными. В таких 
случаях, однако, я не считал зозможным делать Цейтена ответ- 
ственным за чужлые ему взгляды. Я предпочел сохранить в та- 
ких местах текст автора, сопровождая его редакционными при: 
менаниями, иногда довольно пространными. 

Очень возможно, что таких примечаний следовало бы дать 
гораздо больше, чем я это сделал, но я считал себя в праве пи- 
сать лишь о тех вопросах, с историей которых я знаком доку 
ментально. А так как эрудиция Цейтена огромна, то далеко не 
всегда я был в состоянии судить о взглядах, им высказываемых, 
с достаточной степенью критичности. 

Несмотря на указанные выше недочеты этой работы, она, 
несомненно, принесет большую пользу очень широкому кругу 
читателей. В особенности полезной явится она для преподава- 

теля. Я убежден, что многих преподавателей она заставит под- 
вергнуть пересмотру свои педагогические установки, в особен- 
ности в вопросе о преподавании исчисления бесконечно малых. 
История метода бесконечно малых покажет им, что те основные 
понятия, с которых начинают обычно знакомить учащегося, 
вовсе не являются столь простыми и доступными, как это 
прелставляется многим, и что привычка часто заменяет пони- 
мание там, где она не должна была бы его заменять. История 
покажет, какие трудности представляло овлаление этими основ- 
ными понятиями даже для гениальных творцов новой матема- 
тики, которые подходили вплотную, как, например, Ныютон, 
к. понятию предела, но не могли сделать этого понятия рабочим 
инструментом математического творчества. Вдумчивое чтение 
книги должно показать читателю, что творческое овладение 
понятием предела на первых ступенях ‚знакомства с предметом 
чрезвычайно затруднительно; это-то и Является причиной того, 
что большинство учащихся воспринимает анализ формально, что 
лишь очень немногие инженеры научаются пользоваться высшей 
математикой в своей инженерной практике. 

Я говорю: влумчивое чтение, потому что эту книгу нельзя 
читать иначе; ее нельзя „проглотить“; ее нельзя только прочитать 
и не продумать. Такое чтение не принесет пользы и будет почти 
напрасной потерей времени. Но читатель, продумавший эту 
книгу, к каким бы выводам он нк пришел, каково бы ни ока- 
залось его отношение к высказываемым здесь взглядам, на- 
верное ке пожалеет о затраченном им труде, 

М. Выгодский. 



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА К НЕМЕЦКОМУ ИЗДАНИЮ. 

Эта книга, выходящая одновременно на немецком и на дат- 
ском языках, представляет собой продолжение моей „Истории 
математики в древности и в средние века“, вышедшей в 1898 г. 
в датском, а в 1896 г. в немецком изданиях. Формально, однако, 
она независима от этого первого произведения, и ее можно 

читать и без предварительного знакомства с ним. Но развитие 
математики в ХУ! и в ХУИ вв. так тесно связано с изысканиями 
древних, что на последние часто приходится указывать, чтобы 
обеспечить правильное понимание связанных с ними новых ис- 
следований. Те из моих читателей, которые хотели бы полу- 
чить более полное представление об обстоятельствах, на кото- 
Рыс я здось уназываю, могут в только что названной мосй 
работе найти более подробные сведения. Поэтому я. ссылаясь 
на предшествующие события, всегда указываю тё места немец- 
кого издакия, где читатель сможет найти соответствующие по- 
ясчения *. 

Так же, как и названная выше работа, и эта книга пред- 
назначена не столько для историка, сколько для математика 
и преподавателя математики. Поэтому я не вхожу здесь в под- 
робности, когда речь идет о деталях чисто исторического ха- 
рактера или о ссылках на различные дошедшие до нас произ- 
ведения. Для этого пришлось бы только сделать извлечение из 
уже существующей литературы по истории математики, что 
значительно увеличило бы объем работы. Если всетаки моя 
книга имеет не малый объем, то получилось это потому, что 
читатель, к которому я обращаюсь, нуждается в более подроб- 
ном рассмотрении некоторых деталей характера чисто матема- 
тического. Так, например, можно, конечно, в очень немногих 
словах рассказать, когда и кем впервые был найден тот или 

иной метод, которым современный математик пользуется для 
преодоления тех или иных трудностей или для достижения не- 
которой цели. Однако историческое повествование должно дать 
математику или преподавателю математики еще и другой мате- 
риал, гораздо более для него важный. Ибо гораздо более глу- 

* В русском переводе соответствующие ссылки сделаны па русское издание 
ГТТИ 1932. Прим. ред. 
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бокое понимание тех методов, которыми он пользуется и ко- 
торые он преподает, он приобретет тогда, когда узнает, как, еще 
до того как этот метод получил свою нынешнюю форму, мате- 
матики старались достигнуть той же цели ия в какой мере им 
удазалось в действительности этой цели достигнуть. Это позво- 
лит ему, во-первых, научиться отличать внутренние черты, 
неразрывно связанные с методом, от той внешней формы, 
которую этот метод получил в результате целого ряда 
обстоятельств; во-вторых, это позволит в»у судить о том, 
в какой мере окончательный выбор этой формы обусловлен 
действительными ее преимуществами и В какой-——чисто случай- 
ными обстоятельствами. Часто в истории своей науки математик 
найдет и такие методы, которые хотя и становятся потом излиш- 
ними благодаря позднейшим успехам науки,но которые, однако, 
могут еще оказаться полезными в дальнейшем развитии науки. 

Все эти замечания могут быть в очень большой степени от- 
несены и к тем двум столетиям развития нашей науки, которые 
здесь рассматриваются. В этот период алгебра, в значительной 
степени благодаря работам Виета, получила такое развитие, что 
постепенно она смогла достигнуть ступени, на которой мы 
застаем ее в аналитической геометрии Декарта. В этот период. 
унаслежованные от древних греков и внозь возрожденные 
инфинитезимальные исследования получают новый толчок к раз- 
витию благодаря тем средствам, которые Кеплер, Галилей 
и Гюйгенс ввели для нужд своих астрономических и физиче- 
ских исследований. Эти инфинитезимальные методы достигли, 
наконеи, такого развития, что. в диференциальном и интеграль- 
ном исчислениях, созданных Лейбницем, они получили их ны- 
нешнюю внешнюю форму, с другой же стороны, они легли 
в другой форме, совершенно независимой от лейбницевой, 
в основу ныютоновых „Начал“, В последнем из двух рассматри- 
ваемых здесь столетий, изучая самые различные проблемы 
новой математики, Ферма доказал, что для большого математика 
не было даже нужды в развитой математической технике, чтобы 
разбираться в труднейших вопросах. Дезарг и Паскаль про- 
ложили новые пути в геометрии, которые лишь спустя пол- 
тора столетия были вновь продолжены, в то время как лога- 
рифмы Непера тотчас же получили практическое применение 
и оказали большое влияние на развитие других областей мате- 
матики. 

Сверх того, предназначаемая мной для математиков и для пре- 
подавателей математики работа, если только она мне удалась, 
должна иметь значение также и для установления исторических 
точек зрения. Именно, моей целью было достичь того, чтобы 
на первый план выступало отчетливо развитие математики. 
В этом отношении я должен пожалеть, что ни объем работы, 
ни форма изложения не позволяют мне приводить цитат, число 
которых и объем должны были бы быть достаточно велики, 
чтобы они могли иметь какое-нибудь значение. Если я делаю 
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некоторое исключение для „Геометрии“ Декарта и дйя „Начал“ 
Ньютона, то это потому, что я хотел побудить математиков 
познакомиться в подлиннике хотя бы с этими основными произ- 
ведениями. Что касается отдельных пунктов, в которых моя 
трактовка отклоняется от воззрений других авторов, то я 

подробнее остановился на них в моих „Заметках по истории 
математики", напечатанных в „Обзорах датского королевского 
научного общества“. Конечно, я готов и к дальнейшему обо- 
снованию своих вэглядов, если мои другие взгляды покажутся 
кому-нибудь спорными. 

Так как я отказался от какого бы то ни было цитирования, 
то я не имел также никакой возможности приводить в этой 
книге имена тех современных авторов, в работах которых я 
находил разъяснение исторических фактов, руководящие указания 
для правильного понимания их или сообщения о произведениях, 
доныне не напечатанных. Из числа всех этих авторов я, как и 
всякий, кто хотел бы заняться той или иной главой истории’ 
математики, должек с благодарностью назвать Морица Кантора, 
Без его курса истории математики, отличающегося исключительной 
полнотой, многое из того, что ядолжен был рассмотреть, было бы 
мною упущено, и я не мог бы проконтролировать себя и опре- 
делить, использовал ли я все то, что существенно необходимо 
для моей цели. Из „Курса по истории трагонометрин" Браунмюля 
я при составлении этой книги имел возможность использовать 
только первую его часть. Однако из содержания недавно 
появившейся второй части этой работы я использовал все то, 
что автором и его учениками было прежде опубликовано, Далее, я 
пользовался работой Маха „Механика в ее развитии“, сочинением 
Риттера о Виета, статьями Курце о средневековье и раннем 
Ренессансе, многочисленными статьями о французских мате- 
матиках, принадлежащими блестящему перу Таннери, сооб- 
щеннями Лориа о Торичелли, Гергардта о Лейбнице и многими 
другими работами. Не называя всех их по отдельности, укажу 
на статьи, помещенные в „ВиПе@#то“ Бонкампаньи, на серию 
„АБнап!иееп 2цг СезсысШе 4ег МаетаНк", на исторический 
отдел журнала „СейзсвиН г МафетаНк ип@ Рвузк“ и на 
энестрёмовский журнал „ВТЪШюйеса шабетансая, а кроме того, 
и на работы самого Энестрёма, печатавшиеся в других местах. 
В первой главе моей ккиги, в которой я даю общий истори- 
ческий и биографический обзор, чтобы затем иметь возможность 
придерживаться такого расположения материала, который соот- 
ветствует математическому его содержанию, я пользовался новыми 
биографическими справочниками, а для кратких сообщений о 
философских работах некоторых авторов — историей философии 
Г, Гёфдинга. 

Многие работы появились так поздно или так поздно попали 
мне в руки, что я не имел возможности их использовать. Так, 
только теперь я узнал из статей Боссмана, что де-ла-Файль был 
учеником Григория Сен-Винцента, у которого он, следовательно, 
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научился тщательному проведению доказательства методом 

исчерпывания. Из статьи валльнера, которую я только что 
получил, я вижу, что неясное понятие ‚неделимых“ Кавальери, 
по мнению автора, заимствовал из философии средневековья. 
У меня же в книге работы Кавальери поставлены в связь 
с работами других математиков, давшими возможность Кавальери 
получить надежные правила, которые долго сохраняли свое 
значение и которым Паскаль дал точное выражение, 

Из опубликованных Курце произведений математиков ХУ! в. 
видно, что правило „сетиш“ связывалось с преданием об его 
индусском происхожденни. Содержащиеся там же указания на то, 
что с решением кубического уравнения были знакомы авторы 
более ранние, чем те, которые называются обычно и которые 
названы также и в моей книге, — слишком неопределенны, чтобы 
на них можно было прочно основываться, 

В заключение я должен принести благодарность д-ру И. П. Грам, 
который прочел главы, относящиеся к технике вычислений и 
к теории чисел, и по совету которого я ввел некоторые отдельные 
улучшения, и д-ру Бьёрнбо за тщательное составление указателя, 
за принцияы составления которого, однако. отвечаю лично я. 

Кроме того, Р. Кнешке, который по поручению издательства 
Тейбнера проделал литературную редакцию немецкого перевода 
и корректуру, я приношу благодарность также и от имени моего 
переводчика. Ему я обязан и исправлением некоторых отдельных 
неточностей математического характера. 

‘Автор, 



1. ИСТОРИЧЕСКИЙ И БИОГРАФИЧЕСКИЙ ОБЗОР. 

Начало ХУ! в. было в математике, как и в других областях 
культуры, переломной эпохой, введением в „новое время“. При- 
чины, сперва подготовившие, а затем вызвавшие начикающийся 

с этих пор пышный расцвет математических наук, в известной 

мере совпадают с теми, которые вызывали в это время общее 
брожение и зарождали новую жизнь. Движение это перекиды- 
валось из одной области в другую, что оказывалось весьма 
благотворным для развития математики, стимулировавитегося 
предъявлявшимися к ней извне запросами. 

В последние столетия средних веков математическая работа 
состояла главным образом в постепенном усвоении результатов, 

полученных раньше греками, индусами и арабами. В Западную 
Европу эти результаты проникали постепенно, частью от арабов, 
продолжавших еще тогда заниматься как греческой и индусской 
математикой, так к своей собственной, частью из Константи- 
нополя, где, быть может, не было движения вперед, но где 
имелись сочинения, содержавшие греческую математику в чистом 

виде и в ту пору еще мало понятые. Усвоение всего этого 
наследства могло быть достигнуто .в Западной Европе лишь 
путем все более и более самостоятельной работы. Сперва эта 
работа вызывалась неудовлетворительностью того изложения, 
в котором дошли до европейцев приемы и результаты древних 
греков, а позже, когда начали читать греческих авторов в ориги- 
нале, ее потребовала, напротив, античная строгость изложения, 
рассчитанная на читателя, обладающего уже значительным 
математическим образованием. Такая самостоятельная работа 
позволила не только усвоить то, что знали предшественники, но 

и придать ‘этому новые формы. Формами этими научились посте- 
пенно владеть даже лучше, чем старыми, и довели их до такой 
стелени развития, что они оказались в состоянии вместить новое 
н более обширное содержание. Все большим успехом сопрово- 
ждалось изучение Евклида, бывшего известным, главным образом, 
по переводу Кампана (Сатрапиз, ХШ в.}; Птоломея знали благо- 
даря арабам; была достигнута степень зрелости, делавшая воз- 
можным успешное изучение Архимеда, Аполлония, Диофанта и 
столь богатого сведениями относительно древней греческой 
математики Паппа (Рарриз). В то же время благодаря арабам 
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европейцы ознакомились с индусской: арифметикой и с алгеброй 
арабов, включавшей уже теорию и практику уравнений 2-й сте- 
пени. Наконец, Региомонтан (Кезюшоп{апиз) достиг больших 
успехов в связанной с астрономией тригонометрии 1. 

То обстоятельство, что непосредственное знакомство с упо- 
мянутыми греческими математиками, как и вообще с греческой 
литературой, относится как раз к рассматриваемому периоду, 
стоит, как известно, в связи с завоеванием Константинополя. 

Другие постепенно расширявшиеся внешние сношения способ- 
ствовали более быстрому развитию и большему распространению 
научной работы. В начале средних веков эта работа сосредо- 
точивалась лишь в монастырях; но уже на примере Леонардо 
из Пизы мы видим, что представители вступавших в полосу 

процзетания торговых кругов Мталии также брались за мазема- 
тические исследования, и как раз в силу своей принадлежности 
к этим кругам они могли не только подобно Леонардо собирать 
в различных местах новые материалы, но и знакомить с собствен- 

ными достижениям другие страны — Германию и Францию. 
Далее, реформация содействовала тому, что у римской церкви 
была отнята мояополия на ученость, и притом не только в тех 
странах, где реформация победила, но и в остальных, где, не- 
смотря на поражение, она способствовала пробуждению инте- 
реса к умственной деятельности в более широких кругах. Нако- 
нец, книгопечатание сделало возможной не существовавшую до 
тех ‘пор свяль межлу учеными 

Наукой, оказывавшей наибольшее влияние на развитие мате- 
матики до рассматриваемого нами периода, была астрономия. 
Помимо еще более ранних импульсов, исходивших от нее, 
предъявляемые ею требования рано содействовали зарождению 
тригонометрии, а затем подняли последнюю на такую высоту, 
что она была телерь в состоянии, не ограничиваясь собствен. 
ными успехами, оказывать также существенные услуги алгебре, 
Новые требования были поставлены теперь математике новым 
‘учением Коперника; они содействовали успехам математики как 
среди защитников этого учения, так и среди его противников. 

За Коперником последовали Тихо-Браге, Галилей, Кеплер и 
Ньютон, и мы увидим; в какой значительной степени астроко- 
мические работы этих ученых являлись в продолжение рас- 
смагриваемых нами двух столетий источником величайших 

успехов» математики. 
Астрономия предъявляла к математике свои оплодотво- 

рявшие последнюю требования не только в связи с новыми 
воззрениями на окружавшую землю вселенную. Такие требо- 
вания исходили также от мореплавателей, начавиих теперь 

1 По этому вопросу мы отсылаем читателя к книге Г. Г. Цейтена „История 
матемагики в древние и средние века“ (русский перевод изд, ГТТИ -1982), кото- 
рая неоднократно будет цитироваться и в дальчейшем, Достижения Регномонтана 
будут подробнее ‘рассмотрены ‘также в ‘соответствующем отделе настоящей книги, 
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совершать кругосветные путешествия; вызывались они и по- 
требностью в новом календаре, призванном сменить юли- 
анский, несовершенство которого становилось телерь ясным. 

Сказанное здесь об астрономии относится также и к меха- 
нике. Учение о равновесии, ставшее точной наукой уже у Архи- 
меда, в своем новом мощном развитии продолжало пользоваться 
математикой и тем самым способствовать ее развитию и 060- 
гащать ее ценными методами; когда же Галилей подверг столь же 
точному исследованию движение, то для этого потребовались 

и благодаря этому действительно были найдены новые матема- 
тические ресурсы, развитие которых породило“ исчистеине 
бесконечно-малых. Впоследствии успехи математики также 
вались тесно связанными с разработкой вопросов Динамики 
земной, так и небесной. : 24 

За астрономией и механикой шли другие естественнЬ НУ 
Оптика, включая в нее учение о перспективе, ставила, как и 
древности, вопросы, которые можно было непосредственно 

облечь‘в геометрическую форму; учение о преломлении лучей‘ 
порождало все более обстоятельные математические исследо- 
вания. Если этого пока еще нельзя было сказать о других 
естественных науках, то во всяком случае во всех областях 

естествознания, так же как и в астрономии и механике, полу- 
чали все большую склу ковые воззрения, благотворно сказы- 
вавшиеся и на математике. Суть этих воззрений заключалась 
в том, что наше знание природы основывается на опыте, 
и притом все время на новом и прямом опыте, а не на выводах 
из готовых принципов, некогда установленных Аристотелем или 
приписывавшихся ему. При такой точке зрения всегда имелась 
потребность в математической дедукции, так как из каждой 
новой гипотезы надо было вывести точные следствия, чтобы г 

наблюдения и опыты, которые могли либо согласоваться с вы- 
веденной гипотезой, либо противоречить ей, могли соответственно 
этому подтвердить гипотезу либо вскрыть ее несостоятельность, 
Это движение возглавлялось такими людьми, как Кеплер и Га- 
лилей; они являлись` в этом отношении предшественниками 
своего современника Бэкона Веруламского, установившего по- 
добные же принципы исходя из философских соображений. 
Проблемы, возникавшие в борьбе между старыми и новыми 
воззрениями, тотчас же становились предмегом рассмотреиня 
таких ученых, как Декарт и Лейбниц, огромные заслуги которых 
.В области математики тесно связаны С их философскими по- 

строениями, 
Таким образом оживление математической мысли стояло 

в тесной связи с общим духовным раскрепощением, связанным 
с эпохой Возрождения и Реформации. Мы видим это также 
из того, что великие художники Леонардо да-Винчи и Альбрехт 
Дюрер оставили свой след и в области математики и притом 
не случайно, но в связи с вопросами, имевшими близкое отно- 
шение х их ‘искусству. Кружаиао феля мы видим 

ОС. ПУБЛИЧНАЯ 
НАУЧН-ТЕХНИЧЕСКАЯ 

БИБЛИОТЕКА СССР. 

2 Дейтев Пегорыл матожатьь 
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з числе лиц, наиболее блияких к Лютеру; Виета, сам бывший, 
правда, индиферентным по отношению к религиозным вопросам, 
находился все время в зтмосфере споров между гугенотами 
я католиками; другой французский математик, Рамус (Вапиаз), 
был убит в Варфоломееескую ночь как гугенот; Паскаль и Де- 
харт принадлежали, каждый по-своему, к тем, кто искал внутри 
римской церкви освобождения, подобного тому, которого про- 
тестанты добились, выйдя из нее. 

Назало позой, самостоятельной математики, открывающее 
рассматриваемый в настоящей книге период, было положено на 
родине Возрождения, в северной Италии. Толчок к ее развитию 
был дан тем, что в области чистой математики решена была 
задача, с которой не могли справиться древние и арабы,— 
именно задача о решеним ураонений 3-й степени. К обстоятель- 
ствам, при которых эта задача была р’ шена и в ближайшее же 
время правела к весьма успешным исследованиям, мы сейчас и 

обратимся. 
Сципион дель-Ферро (Эсцуопе 4 Регго), бывший ‘с 1496 

по 1526 г. профессором в Болонье, нашел сперва решение 
уравнения л3-- ах = 6, где аи 8-—положительные числа; он с0об- 
щил это решение только своему зятю и преемнику по должности 
Аннибалу делла-Наве (Апифе Чейа Млуе) и н коему Фиоре 
(Рлоге или Рои4физ}. Такое утанванне метода может быть объ- 
яснено естественным желанием иметь возможность спокойно 
продолжать дальнейшую его разработку; но з то время оно по- 
лучало особое значение благодаря практиковавшимс-н тогда 

научным поединкам. на которых обе стороны предлагали друг 
другу задачи, причем дело шло о том, чтобы решить возможно 
большее козичество задач противника и по возможности затруд- 
нить ему решение своих задач. Победитель получал при этом 
не только назначенный приз, но и славу и сопряженные с нею 
выгоды. Так как условня задач, которые могли быть решены 

алгебраически, задавались обычно числовыми данными, то для 

такого поздинка обладание формулой или рецептом, по кото- 
рому можно было составить много таких задач, имевших 
различный вид, представляло большее преимущество. нежели 
честь опубликования общего правила. Мы. видим это ва Фиоре, 
не обладавшем глубоким пониманием математики, но вызывавшем 
других на подобные поединки. в расчете на вы-грыш, шансы 
на который обеспечивались обладанием формулою Ф»рро. 

В одном из таких поединков он встретился с Николо Тар- 
тальей |\со!о Тапаз1а, 1500—1557) из Бресчии. Гениально 
одаренному Тарталье с юных лет пришлось бороться с крайне 
тяжелыми условилми, явившимися следствием разорения его ро- 

дины французами. Он на всю жизнь сохранил память об этом, 
так как в результате жестокости одтого француза при взятии 
Вресчии он получил расстройство речи. Память об этом хра- 
нится даже в его имени, которое в переводе значиг „заика“. 
После смерти его отца (з 1506 г.) мать его жила в стесненных 
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условиях, и он получил поэтому запоздалое и недостаточное 
образование. Позже он зарабатывал себе ‘хлеб в Венеции и 
Бресчии преподавательской работой. Суровую борьбу за суще- 
ствование и за славу, которой заслуживал его гений, вел он, 
однако, не всегда достойными средствами. Так, он издал якобы 
свой перевод работы Архимеда о плавающих телах, ‘оказавшийся 
впоследствии извлечением из перевода Мёрбеке (Мбтфеске), в то 
время как греческой рукописи, на которую он ссылался, вовсе 
не существовало. Важнейшими сочинениями его являотся: 
„Новая наука” („Миоча бс1епга*), трактующая о вопросах меха- 
ники; полемические работы, работы, в которых ои делает со- 
общения о своих устных поединках, и, наконец, частично 
появившийся только после его смерти „Общий трактат о числе 
и мере" („Сепега! таНафо 4Г пише её пизии“), 

В дальнейшем мы неоднократно встретим его имя, связан- 
ное, однако, прежде всего именно с решением уравнений 3-Й 
степени. Приняв вызов Фиоре, он сперва думал, что легко по- 
бедит столь мало сведущего противника; но узнав, при прибли- 
жении срока схватки, что Фиоре обладал правилом умершего 
Ферро, он приложил все усилия и нашел самостоятельно — как 
раньше Ферро — за восемь дней до назначенного срока правило 

для решения уравнений вида х-+- ах=р. В день поединка, 
12 февраля 1535 г., он смог решить все 30 задач Фиоре, тогда как 
тот, по сообщению Тартальи, не решил ни одной из его задач, 
‘тщательно выбранных из различных областей, не решил даже 
такой задачи, когорую он мог бы решить по правилу Ферро. 
Через день после этого Тарталья нашел, как он сообщает, также 
решение уравнения хз = ах -- 5. 

Успех Тартальи возбудил особое внимание Джироламо Кар- 
дано (Суго!аизо СагЧапо, 1501—1576), автора объемистых трудов 
по философии, в которых он горячо ратует за знание, основан- 
ное на опыте, а не на авторитете Аристотеля, а также работ 
по фармацентике и математике; как но разнообразию интересов 
и занятий, так и по всему своему складу Кардано — настоящий 
сын эпохи Возрождения. С одинаковым увлечением он предается 
своим страстям и благочестивым рассуждениям, переходящим, 
однако, иногда в грубое суеверие. Уже вранних работах он за- 
нимался уравнениями 3-й степени, не пойдя, впрочем, дальше 

внешних преобразований или решения в таких простых случаях, 
тде дело идет о рациональных корнях. Когда стало известно, 
что Тарталья обладает более значительными результатами, он 
жадно стал стремиться к тому, чтобы узнать их. Своей настой- 
чивостьо он добился, наконец, в 1539 г. от Тартальи краткого 
сообщения относительно этих решений, дав ему клятву не раз- 
глашать их. Позже он пытался получить некоторые дальнейшие 
разъяснения, особенно когда он заметил, что правило Тартальи 
для решения уравнения 13 — ах-- Ь при некоторых значениях 
коэфициентов, именно в так называемом неприводимом случае, 
непригодно; однако, когда он затронул этот вопрос, Тарталья 

э+ 
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совершенно прекратил свои сообщения. В 1545 г. Кардано нару- 
шил данную им Тарталье клятву, опубликовав работу: „Великое 
искусство в вопросах алгебры“ (.Азг табна 4е геБиз а|еБга!с!3“ } 
в котором подробно разбирались уравнения 3-й степени. 

Сообщениям Тартальи здесь было, правда, воздано должное, 
сверх того, Кардано считал, что он приобрел некоторое право 
на опубликование тем, что. посетив в Болонье зятя Сцнлио. 
дель- ерро, он узнал решение Ферро, совпадавшее с найденным. 

Тартальей. Так или иначе, Тарталья был глубоко обижен тем, 
что первекство в опубликовании осталось не за ним. По ето 
утверждению, сн все время подготовлял работу об уравнениях 3-й 
степени. Она, однако, никогда не увидела света, и только один 
единственный результат, приведенный им в „Общем трактате“ 

свидетельствуег о том, что он продвинулся в этой области дальше 

по сравнению с тем, что он уже сообщил Кардано и что опуб- 
ликовал в своей полемике. 

В полемике этой принял участие, однако, не сам Кардано, а 
его юный и горячий ученик Луиджи Феррари (Плие Регап, 
1522—1565), велшей борьбу с бользной страстностью. Свою боль- 
шую одаренность Феррари доказал тем, что нашел решение 
уравнений 4-й степени, и притом столь быстро, что оно смогло 
быть помещено в „Агз шазпа“ его учителя. „Агз шабпа“, наряду 
с другими наиболее значительными работами Кардано, находится 

в 4-м томе его сочинений. Из итальянцев, занимавшихся позже 
в том же столетии алгебраическими уравнениями, назовем ещё 

Рафаэля Бомбелли (Ва{ае| ВотБе!!) из Болоньи, „Алгебра“ кото- 
рого появилась в 1572 г. 

Раньше чем перейти к алгебраическим работам в других стра- 
нах, образующим продолжение начатого в Италии, мы упомянем 
о лругих мошных импульсах к развитию математики, данных 
несколько позже тою же страною. В качестве одного из них 

укажем на более близкое знакомство с капитальными исследова- 
ниями древних, ставшее возможным благодаря . Федериго Ком- 
мандино (Редейео Соштапто, 1539—1575} из Урбино, перевод- 
чику Паппа, и Франческо Мавролико (Ргапсезсо МаптоЙсо, 
1494—1575) из Мессины, переводчику Архимеда; мы называем здесь 
только наиболее значительных переводчиков И их наиболее 
известные переводы. Мало того, что переводы эти выполнены, 
в противоположность прежним переводам греческих матема- 

тиков, с ясным пониманием греческих оригиналов, но это по- 
нимание проявлено упомянутыми учеными также в их собствен- 
ных работах, трактующих вопросы, поставленные древними; 
Особенно это относится к Мавролико, который был широко 
образованным человеком, занимавшимся наряду с математикой 
физическими экспериментами, метеорологическими наблюде- 
ниями, а также историей. Совершенно новые идеи в области меха- 
вики, лишь в отдельных частностях подготозленные работами 
предшественников, были развиты Галилео Галилеем, уроженцем 
Пизы {1564— 1642). Отец его был видным музыкантом и историком 
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музыки; от него Галилей унаследовал любовь к этому искусству 
В детстве занимался он также конструированием изобретенных. 
им самим машин. В университете своего родного города, где он 
по желанию отца выбрал специальностью медицину, он скоро, 
однако, перешел к занятиям философией, физикой, математикой 
и астрономией. В занятиях ему помог Гвидо Убальдо, (1545—1607) 
один из учеников Коммандино. Галилей выступил против 
господствовавшего в то время в физике слепого преклонения 
перед учениями Аристотеля, так как он сам производил опыты, 
протизоре этим уч Та © противоре этим уч - Тан с 
скорости паде ния от веса тела. В 19-летнем возрасте, наблюдая 
за движениям и совершавшего постепенно затухавшие колебания 

соборного паникадила, Галилей заметил, что продолжительность 
колебаний не зависит от величины отклонения, В дальнейшем 

он проверил кзк этот факт, так и ряд других, самостоятельно 
поставлекными опытами. Подобным же образом и в области 
астрономии он утратил доверие к искусственной птоломвевой 

системе. Противовес авторитетам Аристотеля и Птоломея он стае 
рался найти в сочинениях Платона и Архимеда, которые он тща- 
тельно изучил. 

Хотя при таких обстоятельствах Галилей скоро убедился в 
правильности коперниковой системы, однако, став в 1589 г. про- 
фессором в Пизе, в своих лекциях он придерживался птоломеева 
учепия и продолжал делать это, по крайней мере первое время, 
и тогда, когда в 1592 г. он получил лучшее место в Падуанском 
университете, Здесь, в мощной венецианской республике суще- 
ствовала значительно быльшая научная свобода, чем на его ро- 
дине, находившейся в большей зависимости от духовенства. Га- 
лилей пользовался этой своболой не только для собственных 
занятий всевозможными вопросами физики и астрономии, но 
также для более широкого распространения своих мыслей как 
через своих учеников, так и с помощью статей и писем. Злесь 
начинается его переписка с Кеплером. Изобретение телескопа 
дало ряд доводов в пользу коперниковой системы — сушество- 
вание спутников Юпитера, вращение Луны вокруг оси, фазы 
Венеры и солнечные пятна. 

В 1610 г. уже прославивший себя Галилей получил должность 
„первого философа и математика великого герцога Тосканского“ 
и переехал во Флоренцию. И здесь первое время отношения Га- 
лилея и представителей церкви не были враждебными. Галилей 
был принят в члены римской „Академии рысьеглазых“ (Асадепиа 
Чет псе!). Ему удалось быстро оправдаться перед инквизицией, 
защитив себя от обвинений иезуитов, хотевших, быть может, вы- 
местить на нем изгнание иезуитского ордена из Падуи; этому 
изгнанию Галилей в свое время действительно содействовал. 
Однако сочинение Коперкика „Об обращениях небесных кругов“ 
{„ОетеуошНош из от соеезНит“, 1616) попало в список за- 
прещенных книг, и одновременно Галилею было сделано неглас- 

ное предупреждение. Это не помешало ему все же работать 

он усмотрел неза он усмотрел неза 
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дальше, ив 1632 г. си опубликовал свое сочинение „Диалоги 
о двух великих системах мироздания, птоломеевой и копернико- 
вой“; как указываег само казвание, оно имеет форму диалогов, 
в которых излагались аргументы за и против птоломеевой и ко- 
перкиковой системы. Эти аргументы безусловно убеждают чи- 
тателя в правильности коперниковой теории, но у самого Гали- 
лея такой вывод прямо не формулируется. Напротив, в предис- 
ловии он, желая добиться разрешения на выход книги, указывает, 

что этим сочинением автор хочет содействовать опровержению 
коперниковой леорни и вместе с тем показать, что като- 

лики в согласии с учением церкви отвергают эту теорию во 
вссоружни знания и что они знакомы со всеми доводами, котб- 
рые могут быть приведены в се защиту. 

После путешествия в Рим, где ему был оказан благосклонный 
прием, Галилей думая, что получил от папы согласие на выпуск 

своего труда; согласие это, однако, было взято назад, и Галилей 

после появления своего сочинения был вызван в инквизицию.69-лет- 
ный старик получил предписание явиться в Рим и под угрозою. 
пыток был вынужден клятвенно отречься от того, что именовалось 
лжеучением. Несмотря на это, его присудили ктрем тодам тюрьмы 

и церковному покаянию. От заключения он был, правда, осво- 
божден, но остаток жизни он провел под постоянным надзором. 

В довершение всего его постигли материальные лищення и фи-. 
зические недуги. В последние годы жизни он лишился зрения. 

И однако как раз вэтот перидд своей жизни Галилей написал, осно- 
вываясь на произведенных и: в юности опытах и исследованиях, 

свой наиболее интересующий нас здесь труд труд, в котором ои 
так же кладет основание научной динамики, как Архимед. в свое 

время положил основание статике. Труд этот появился в 1638 г. 
по цензурным условиям он был напечатан в Голландии. Он косит 
заглавие „Беседы и математические локазательства, относяшиеся 
к двум новым наукам“( „О15согя е ето галоп! паетайсне ицото. 
а ие пиоуе зСепте“), и каписан в форые бесед между теми же 
тремя лицами, которые фигурировали в упомянутом выше сочи- 
нении Галилея о двух системах мироздания. В этом труде Гали- 
лей излагает ряд наблюдений и опытов; на них опираются уста- 
навливаемые им законы динамики. Сочинение это является по- 
этому исходным пунктом в развитии новой экспериментальной 
физики. Но не меньшее значение нмеет оно и для математики, 
так как из установленных и подтвержденных экспериментом 
предпосылох Галилей математически выводит их следствия; так, 
например, он определяет путь, пройденный тяжелым телом за 
некоторый промежуток времени, исходя из того, что скорость 
падения возрастает при этом пропорционально времени. Эта впол- 
не сознательно проводимая Гали :еем связь между опытными иссле- 
дованиями и их математической обработкой, наряду с аналогич- 
ными и одновременно протекавшими исследованиями Кеплера, 
нмела огромное значение для философии, получившей теперь 
новую теоретико-познавательную базу. 
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Большое значение для развития математики имело то, что 
затронутая теперь новая область зребовала новых методов мате- 
матического исследования, именно, методов, связанных с рас- 
смотрением бесконечно малых величин. Методы эти развивались 
в дальнейшем с расширением новой области и вызывавшимися 
им новыми требованиями. Слособы рассуждений науки о движе- 

нии проникли и в самое математику и немало содействовали 
уяснению понимания непрерывной изменяемости величин. 

Особенно проявляются эти новые воззрения в работах 
ученика Галилея — или, вернее, ученика галилеева друга и 
ученика Кастелли (СафеШ) — Евангелисты Торичелли (Еуапее а 
Тогисей, 1608—1647}. Торичелли в появившемся в 1641 г. со- 
чинении „О движении“ („Пе то“) выступил как приверженец 
взглядов Галилея, после чего он был принят слепым стариком 
в сотрудники. Это сотрудничество продолжелось лишь три ме- 
сяца, до смерти Галилея, после которой Торичедли занял его 
место математика вгликого герцога. Больше всего известен он 
открытием атмосферного давления и изобретением ртутного ба- 
рометра; но вместе с тем он был и крупным математиком, что 
явствует не только из его сочинений, появившихся в 1644 г. под 
общим заглавием „Геометрические работы“ („Орега озоте са“), 
но также из работ его и самостоятельно полученных им резуль- 
татов, найденных в разное время в библиотеках и ар\ивах. Вли- 
яние Галилея и Торичелли особенно скгзалось на английских 
математиках, занимавшихся позднее инфинитезимальными иссле- 

дованиями. 
При исследовании атмосферного давления Торичелли пользо- 

вался помошью другого, еще более молодого ученика Галилея, 
именно Винченцо Вивианн (У1пселго Уплащ, 1622—1703), который 
также выделялся как матемагик. Ему принадлежит попытка вос- 
становить содержание считавшейся в то время утерянной пятой 
книги аполлониевых „Конических сечений“, известной тогда только 
по краткому перечню содержания, сделанному Паппом. Об этой 
работе Вивиани мы ниже будем говорить более подробно. 

Еще раньше влиянию Галилея подвергся другой ученый, под- 
робно исследовавший вопросы инфинитезимальной математики 
с иных точек зрения, нежели упомянутая здесь механическая или 

кинематическая; это был Бонавентура Кавальери (Вопауещига 
СауаНен, 1591? —1647). Он родился в Милане и в молодости 
поступил там в монастырь неронимитов. В Пизе, куда он был 
отправлен изучать теологию, его познакомил с математикой тот 
же Кастелли, который позже в Риме. был учителем Торичелли; 
математика так захватила Кавальери, что он нашел в ней лекар- 
ство от непрерывных и сильных подагрических болей, мучивших 
его с ранних лет. В Пизе он стал преемником Кастелли. В 1629 г. 
по энергичной рекомендации Кастелли и особенно Галилея он 
был приглашен профессором в Болоныо 

В одном из своих сочинений Кавальери ужев 1632г. сообщил 
06 открытых Галилеем законах паденйя тел, возбудив этим не- 
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довольство Галилея, имя которого он, правда, назвал, но от ко- 
торого он не получил предварительного согласия на опублико- 
вание этих результатов. Важнейшие из собственных исследова- 
ний Кавальери, касающиеся вопросов, которые теперь разрещаются 
с помощью интегрального исчисления, находятся в появившейся 
в 1635 г. работе его „Геометрия, развитая некоторым новым <по- 
собом при помощи неделимых частей непрерывных величин“ 
{„беоте ната н$ сопбпиогий: поуа диадаг габопе рготола“; 
второе исправленное издание ее вышло. в 1653 г. В промежутке 
между первым и вторым изданием появилась (в 1647 г.) вторая 
работа Кавальери, посвященная тем же вопросам—„Шесть гео- 
метрических этюдов“ („ЕхегсЦциНопез эвошетсае зех“). В этих ра- 
ботах Кавальери также обнаруживает некоторые точки соприкос- 
новения с Галилеем, который сам, вероятно, заннмался подобными 
исследованиями. Это явствует из письма Кавальерн,в котором 
он, закончив к этому временн (1626) свое сочинение „О неде- 
лимых величинах“, торопит Галилея с опубликованнем его обра- 
ботки того же вопроса. Одкако последняя, которой Кавальерн, 
очевидно, не хотел тогда опережать, быть может Потому, что 
он сам чувствовал себя обязанным Галилею некоторыми исход- 
ными пунктами, внкогда не увидела света. Предщественкнка 
в своих нсследованнях, которого он сам упоминает в предисло- 
вин к первому своему труду, имел Кавальери и в лице Кеплера. 
Труды Казальери, содержащие одно из наиболее ранких и нанбо- 
лее полное изложение тех вопросов, которым оны посвящены, 
получили широкое распространение и имели большое значение 

до того времени, пока исчисление флюкснй Ньютона ин диферен- 
цнальное исчисление Лейбница не дали исследованиям подобного 
рода нового основання. 

Из итальянских математиков можно упомянуть еще Катальди 
({СааЧь умер в 1626}; к ним же принадлежит Гетальди в Рагузе 
(1566—1627). 

к северу от Альп уже в последние столетия средних веков 

сильно возрос интерес к вопросам арифметики и теорин чисел 

и знакомство с алгеброй приобрело значительное распростра- 
нение. Несомненно, это явилось следствием оживленных торго- 
вых сношений, существовавших тогда между северной Италией 
и немецкими городамн. Что касается алгебры, то уже одно ее 

гдашнее немецкое вазвание „коссическое искусссво” (50551 
Кип) указывает на ее итальянское происхождение; в Италин 
неизвестное называлось соза, что значит „вещь“, а квадрат не- 

известного назывался латинским термином 561345 — „состояние“ 

(в смысле „имущество“); это странное название объясняется тем, 
что оно представляет двойной перевод с греческого языка, через 
арабский. По-гречески квадрат величины называется 2=у2з — что 
значит „степень“ и вместе с тем „сила“, „могущество“. Арабы пе- 
ревелн его термином пё!—„снла“, „богатство“. Слово сепзиз также 
проложило дорогу в немецкие учебники алгебры. Из авторов 
этнх учебников мы назовем наиболее известных „коссистов“; 
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Иоганна Видмана (ТоНаппез УАтапл, конец ХУ в.), Адама Ризе 
{Адат Еее, 1492—1559} и жившего почти одновременно с ним 
Рудольфа (Киао!.}. Что интерес к алгебре не ограничивался 
тесными кругами, видно из того, что Видман мог читать по этому 
предмету лекции, а на распросграненность арифметики указывают 
частые издания немецких арифметических книг. 

Гораздо самостоятельнее трактуются арифметика и алгебра 
Михаэлем Штифелем (Мускае| ЭНГ, 1486 или 1487 — 1567). Уро- 
женец Эслингена (в Вюртемберге), Штифель в молодых годах по- 
ступил в августниский монастырь этого города. Он рано при- 

мкнул к движению, возглавлявшемуся его собратом по ордену 
Лютером, и так как он высказывал свои убеждения свободно и 
смело, то должен был в 1522 г. скрыться из монастыря и 
перебраться в Виттенберг, откуда Лютер устроил его на место 
сперва капеллана в олном дворянском поместье, а потом сель- 
ского священника. В связи с начатым им в монастыре изучением 
библии Шгифель предался мистическим изысканиям по поволу 
встречающихся в книге Даниила и в „Откровении“ Исанна чисел; 
эти числа он заменял словами, буквы которых должны были соот- 
ветствовать треугольным числам. Изыскакия эти побудили его 
предсказать на 19 октября 1533 г. конец мира, что’ повело к не- 
малому расстройству в делах как его собственных, так и его при- 
хожан и к посрамлению его, так как назначенный день прошел 
без всякой катастрофы. 

После этого крупное математическое дарование Штифеля 
нашло себе лучшее применение. В 1544 г. появился его „Курс 
арифметики“ („АгИБтейса ицеста“) с предисловием Меланхтона 
{Меапс ол). За нею последовала в 1545 г. предназначенная для 
широких кругов „Немецкая арифметика“ („ОешесВе Агте- 
{са“). В 1553 т. Штифель издал дополненную им книгу Рудольфа 
по алгебре (под названием „Со5“), в которую, наряду с сущест- 
венными улучшениями, он внес мистическое „исчисление слов“, 
снова привлекшее интерес его в старости. Свои последние годы 
провел он в Иене. Е 

Мы рассмотрим в дальнейшем те несомненные успехи, кото- 
рыми математика обязана Штифелю. Здесь заметим только, что 
когда он передает традиционный материал, то делает это с глу- 
боким пониманизм общей связи. Благодаря этому он оказывается 
в состоянии заменить правила прежних арифметиков и коссистов, 
особые для каждого отдельного случая, общими` правилами и 
создать себе ясное для того времени представление об иррацио- 
нальных величинах и об операциях, связанных с бесконечно-ма- 
лыми, — все это несмотря на то, что будучи в сущности само- 
учкой и не зная греческого языка, он врядли знал из греческой 
литературы что-нибудь другое, кроме „Начал“ Евклида. За успе- 
хами современной ему математики он следил внимательно; это 
видно из того, что он смог включить в свой курс арифметики 
найдекное итальянцами решение уравнений 3-й и 4-й степени (по 
Кардано}. 
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Несомненно, еще в большей степени саноучкой был более 
поздний немецкий арифметик Иоганн Фаульгабер (фопапа Раш- 
ПаЪег, 1580—1635) в Ульме. Сперва он был ткачом, потом зара 
батывал средства к существованию как арифметик. Подобно 
Штифелю, он предавался мистическим толкованиям чисел, при- 
чем он отводил пирамидальным числам ту же роль, какую Шти- 
фель — треугольным. Занимался он также и алхимией, 

Обстоятельства, содействовавшие распространению в Герма- 
нии возродившихся в северной Италии наук и искусств, с особой 

силой сказались в Нюренберге. Нюренберг находился в оживлен- 
ных торговых сношениях с Италией, и в стенах его зарождалась 
торговая знать, которая получила благодаря путешествиям в Ита- 
яию необходимое образование, могла оценить значение науки 

искусств и была достаточно состоятельна, чтобы уделить время 
занятиям наукой и искусством. И тем и другим занимались здесь 
в эту пору многие. Изматематиков, обосновавшихся там, мы уже 
упомянули (стр. 16, примечание) наиболее значительного — Регио- 
монтана (Веа1отоп{ализ, 1436— 1476); оставщаяся после него руко- 
пись работы о треугольниках хранилась после его смерти в Ню- 
ренберге, и притом хранилась настолько хорошо, что появилась 
в печати только в 1533 г., благодаря стараниям мецената и биб- 
лиофила Пиркгеймера (РисКНениег). В доме Пиркгеймера соби- 
рался кружок ученых и художников; среди послелних был и 
великий Альбрехт Дюрер (А!БтесНй Ойгег, 1471—1528). изданное 
в 1525 г. сочинение которого „Наставление к измерению пирку- 
лем и линейкой“ („Отмегуеузиие Чег Меззипе шй Чет Дтске! ип@ 
Вс эспеу!") лает ему право быть упомянутым и в исторни ма- 
тематики. Особенно делает ему честь в этом труде проводимое 
им строгое разграничение между ггометрически точными и при- 
ближенными построениями. К кружку Пиркгеймера принадлежал 
также священник Иоганн Вернер (оваппез \Уегпет, 1468 — 1528}, 
бывший в тригонометрии последователем Региомонтана. Его труд. 
„О треуголькнках, образованных дугами больших кругов“ („Ое 
Мапонй$ рег тахипогит сисшогит зеотег!а сопзгисй 3“) остался 
ненапечатанным и был утерян, но он был известен другим писа- 
телям, пользовавшимся им, благодаря чему кое-что об его со- 
держании нам известно. Его чисто геометрические работы ие- 
сколько родственны работам Дюрера; в „Книге о двадцати двух 
конических элементах“ („ГБе|из зирег уе ФиоБиз еетепиз со- 
0115“) он применяет к геометрическим исследованиям перспективу. 

Более поздний математик Даниил Швентер {Оаше! спуещег, 
1585- 1636) также является уроженцем Нюренберга, поблизо- 
сти от которого в Альтдорфе он был профессором восточных 
языков и математики. Ему принадлежат „Практическая геометрия“ 
(„беотеша ргасёса“) и „Физико-математические развлечения“ 
(„Рен 1ае рнуясо-тмаетайсае о4ег МаетачзеНе ила рН!0з0- 

ривспе Еташекешицел“). 
Развитию тригонометрии и вычислительной математики в ХУТ 

и ХУП вв. содействовала не только книга Региомонтана, но и но- 
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вые могучие импульсы, заключавшиеся в требованиях, которые 
предъявлялись крупными успехами астрономии, Успехи эти свя- 
заны с именами поляка Коперника, датчанина Тихо-Браге и немца 

Кеплера; мощное влияние их идей, как мы видели, когда речь. 
шла о Галилее, скоро распространилось на весь цивилизованный 
мир. Хотя наиболее крупные достижения перзых двух принад- 
лежат астрономии, мы напомним здесь все же их биографию. а 
затем перейдем к Кеплеру, работы которого нграют большую 
роль не только в истории астрономии, но также и непосред- 
ственно в истории математики. 

Ньколай Коперник А о]аиз Корреникиз, 1478—1543, ро- 
дился в Торне, учился в Кракове и Болонье, а затем стал кано- 
ником в Фрауенбурге: после этого он еще ездил в Италию про- 
должать свои занятия юриспруденцией; в 1505 или в 1506 г. он 
вернулся во Фрауенбург и жил там до самой смерти. Злесь он 
среди многочисленных и разнообразных других работ нашел 
время написать большое сочинение „Об обращениях небесных 
кругов“, содержащее построенную им систему мира с вращающейся 
Землею и покоящимся Солнцем, вокруг которого движутся Земля 
и планеты, После предварительного сообщения, которое Копер- 
ник сделал в 1533 г. различным ученым, его посетил во Фрауен- 
бурте Ретик {КваеНсиз, 1514—1575), бывший тогда профессором 
в Виттенберге, а позже в Лейпциге и Кракове. В 1539 г.. Ретик 
опубликовал более подробное изложение труда Коперника, а з 
1531 г. привез полную рукопись его в Нюренберг, где печатание 
его закончилось в 1543 г., в том самом году, в котором умер его 
автор, 

Мы говорили уже, упоминая о Галилее, о том косвенном влия- 
нии, которое великая мысль Коперника, освобождавшая науку от 
уз церковно-схоластических традиций, оказала и на область мате- 
матических исследозаний. Развитие этой мысли потребовало но- 
вых математических изысканий, и уже это одно дало математике 
но ый импульс к развитию, Более непосредственно это влияние 
сказалось в том, что от астрономов, как примыкавших к Копер- 
нику, так и пытавшихся отстоять старые взгляды, потребовалось 
более точное наблюдение астрономических фактов и более тща- 
тельная тригонометрическая их’ обработка, что в значительной 
мере содействовало развитию тригонометрии, а также составле- 
нию и употреблению таблиц. Это, как мы увидим, в свою оче- 
редь оказало влияние на другие области математики и на вычи- 
слительную технику. Составлением тригонометрических таблиц 
занимался (быть может, с помощью Ретика) и сам Коперник; посвя- 
щенные этому вопросу главы его большого труда, Ретик в 1542 г. 
издал отдельно, несколько расширив таблицу синусов, данную 
самим Коперником. После этого в 1551 г. Ретик издал более под: 
робные „Таблицы науки о треуголькиках“ („Сапол Чослае и1- 
апещогши“), которыми пользоваися позднее Тихо-Браге и которые 
были известны Виета. Этим Ретик, однако, не ограничился, он 
начал составление еще значительно более подробных таблиц. за 
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конченных и изланных через 20 лет после его смерти его ученн- 
ком Ото (Оо). Неяапечатанные вычисления Ретика, еше более 
расширяющие таблицы в некоторых важных пунктах, попали 
впослелствни в руки пфальцского прилворного проповелника 
Бартолемея Интнска (Вагфо!оштаиз Р!зсиз, 1561—1613), бывшего 
не только богословом, но и одаренным математиком. Он выпу- 
стил хороший и получивший широкое распространение учебник 
тригонометрии. Кроме того, он выпустил таблицы под заглавием 
„Математическая сокровищница“ {„’ГНезангиз шашешайсиз“), в 
которых исправил, расширил и расположил по-новому большой 
табличный труд Ретика. 

Трнгонометрическимни работами обязаны мы также родив- 
шемуся в Бамберге Кристофу Клавию (Свизорн СЛаутиз, 1537— 
1612). Клавий был незунтом, занимал преподавательскую долж- 
ность в коллегии своего ордена в Риме и принимал деятельное 
участие в реформе календаря. Тригонометрические работы Питиска 
и Клавия относятся, однако, к более позднему времени, чем упо- 
мннаемая ниже работа датского математика Томаса Финке. По- 
слелняя работа оказала влиянне на обоих вышеупомявкутых ав- 

торов. Е 
Обращаемся теперь к следующему великому астроному--Тихо- 

Браге ({Туспо или 'Тузе Вга[е, 1546—1601). Тихо-Браге родился в 
- поместье Кнудструп в Шопене и происходил из старого дворян- 
ского рода. После занятий в Копенгагенском университете он в 
ранние годы был отправлен своею семьею в сопровождении бу- 
лущего исторнка Анлерса сорексена Веделя ({Апаегз Эбгепзет 
Уее за границу, чтобы подготовиться там к государственной 
службе; однако он употребил это время главным образом на 
изучение астрономни и на производство самостоятельных иссле- 
дованнй. Занятия эти встречали в дворянских кругах, к которым 
он принадлежал, мало сочувствня. Он оставался поэтому боль- 
шей частью за границей и продолжал в различных местах свои 
занятия ни наблюдения, пока болезнь и смерть отца н вступление 
во владение отцовским имением (совместно с братом) не заста- 
вили его вернуться домой. Здесь Браге занимался главным обра- 
зом химией, пока появленне новой звезды в созвездии Кассио- 
пем в 1572 г. не привлекло его снова к астрономии. Свое при- 
звание к этой науке он ощутил теперь так ясно, что пренебрег 
удерживавшими ео до сих пор сословными предрассудками и из- 
дал сочинение „О новой звезде“ („Ое поуа зёеПа“), касавшееся 
связанных с этой звездой ваблюдений и исследований. Признание, 
которое это сочинение получило у иностранных специалистов, 
возбудило вниманне к нему н на родине, и, по предложению ко- 
роля, он прочел несколько лекций по астрономни. Затем он все же 
снова отправился за границу, главным образом для того, чтобы 
найти условия, при которых он мог бы вести работу по своему 
предмету в таких масштабах, которые соответствовали бы его 
намерениям. Но вскоре он возвратился на роднну, где ему были 
‚предоставлены все материальные средства для продолжения ра- 
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боты: король Фридрих Ц назначил ему в 1576 г. годовой оклад, 
подарил ему остров Гвен как освобожденный от налогов лен и 
в дальнейшим предоставлением других ленов и прямыми по- 
собиями содействовал постройке его Ураниенбурга и покрытию: 
больших издержек, которых требовали изготовление изобретен- 
ных им инструментов и оборулование обсерватории. В исклочи- 
тельно благоприятных условиях провел здесь Тихо-Браге 20 лет, 
окруженный многочисленными учениками и сотрудниками, при- 
надлежавшими к различным слоям населения Дании и других 

стран. Благодарл этому здесь оказалось возможным достижение 
небывалой дотоле точности наблюдений, подготовивших путь к 
крупнейшим теоретическим успехам и послуживших образцом 
для позднейших наблюдателей. Однако этому счастливому для 

науки времени пришел конец. Частично повод к этому дал сам 
Браге, плохо управлявший ленами, которые должны были по- 
крывать` крупные расходы по ведшейся им работе; частью же 
это было делом собравшегося вокруг молодого короля Христиана [У 
кружка советников, не могших оценить деятельности Тихо- 
Браге и чувствовавших себя оскорбленными его независимостью. 
„Лены были от него бесцеремонно и незаконно отняты, пособия 
прекратились, и Тихо-Браге, привлекаемый одковременно видами 
на место у германского императора Рудольфа, счел себя вынуж- 
денным покинуть Ураниенбург и через некоторое время отпра- 
виться со соонмн кингами, ниструментами ин рукописями за гра- 
ницу. Сделанное им предложение вернуться не привело ни к каким 
результатам, так как столь же самолюбивый король был оскорб- 
лен тем, что Тихо-Браге ставил ему условня. Только теперь при- 
нял последний почетное приглашение императора перенести свою 
деятельность в Прагу, где ему предоставлены были благсприят- 
ные условия и где он вступил в довольно близкие сношения с 
Кеплером. Несмотря на оказанный ему хороший прием, он. од- 
нако, не смог свыкнуться с новой обстановкой. В 1601 г. он скон- 
чался. 

Тихо-Браге был одним из тех пионеров, которые стремились. 
положить в основу наших знаний о природе опыт и яаблюдение, 
а не вековой авторитет Аристотеля и Птоломея. В этом отно- 
шении он был предшественником Кеплера и Галилея; что у него 
надо, однако, особенно отметить — это качество наблюдений и опы- 
тоз, на которых он хотел базироваться, Характерны для них 
чрезвычайная точность, которой он достиг с помощью своих но- 
вых инструментов и методов, и невиданная до тех пор полнота 
и систематичность наблюдений, выполненных под его руковод- 
ством на Гвене. 

Но Браге не был склонен к тому, чтобы решительно порвать 
со старыми взглядами. Правда, он считал необходимым прове- 
рить их точными наблюдениями. Но и новые взгляды он мог 
принять лишь в той мере, в которой они могли быть подкреп- 
лены опытными данными. Он, например, не считал невозмож- 

ным найти на звездном небе не только предсказания погоды. ко 
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и предсказания судьбы; он хотел, однако, опытным путем найти 
здесь твердую базу. Что касается предсказання погоды, то 
его метеорологические наблюдения, правда, не привели его к же- 
ланной цели, но зато приобрели значение в новейшее время, ибо 
результаты их свидетельствуют, что за протекшие 300 лет метео- 
рологические условия не претерпели значительных изменений, 

При таких обстоятельствах не столь удивительно, как это 
легко может показаться теперь, что коперникову систему Браге 

не считал подтвержденной наблюдениями. Действительно, даже 

при его нзблюдениях, значительно более тонких, чем наблюде- 
ния прежних времен, неподвижные звезды не обнар\ живали ни- 

какого следа годичного параллакса. Слеловательно, они должны 

были бы, в случае, если бы Земля двигалась, находиться на рас- 
стояннях, которые не без основания казались неизмеримыми, и 

должны были бы, так, как до употребления телескопа они каза- 
лись имеющими заметное протяжение, иметь прямо-таки абсурд- 
ные размеры. Чтобы избежать этой трудности. Тихо-Браге по- 
строил свсю систему мироздания, в которой Земля является не- 
подвижной. Пренмушества копернияковой системы сохраняются у 
Браге тем, что Солнцу приписывается движение вокруг Земли, 
планеты же врашаются вокруг Солнца. Таким образом относи- 
тельное движение для всех тел солнечной системы остается та- 
ким же, как у Коперника. С другой стороны, так как его соб- 
ственные наблюдения над кометою показали, как сильно меня- 
лось ее расстояние от Земли, то он нисколько не задумался от- 
бросить представление о твердых сводах, к которым должны 
были быть прикреплены небесные тела. 

Но наибольш-е значение для дальнейшего развития науки 
имели не теоретические обобщения Браге, а самые его наблю- 
дения, полнота и точность которых позволили Кеплеру открыть 
основные законы теоретической астрономни. 

Для истории математики эта произведенная Кепл?пом по пре- 
имуществу математическая обработка наблюдений Браге имеет 
немалое значение. Ноеще большее значение имеетто развитие три- 
гонометрии, которое эта наука получила вруках Браге и его учени- 
ков. Это развитие было вызвано необходимостью гарантировать 
результатам вычислений ту же степень точности, которой обладали 
исходные данные наблюдений. О тригоном‘трических работах 
Браге ны можем судить но рукописи, оставшейся после его смерти 
и опубликованной Студничкой (Затска} в 1886 г. В ней мы нахо- 
дим правила для решения плоских и сферических треугольников 
по трем данным элеме ‘там. Эта рукопись свидетельствует о том, 
что Браге искусно зладел зсеми известными тогда методами 
тригонометрии, за исключением тех, которые только что были 
найдены Виетой. Так, например, здесь мы находим применение 
так называемого простаферетического метода (о нем мы будем 
‚говорить в дальнейшем). Эгот метод был рекомендован Браге 
немцем Виттихом (Рац \У/ИНСВ), математическую помощь кото- 
рого Браге очень высоко ценил. Тот же Виттих передал этот 
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метод покровителю и другу Тихо-Браге, ландграфу Вильгельму 
Гессенскому, и через него второй большой обсерватории того 
времени, где Бюрги развил его дальше. 

Среди датских учеников Тихо-Браге надо упомянуть Христи- 
ана Лонгомонтана (Спизбап или Св {еп Гопзотошапиз, 1562— 
1647), с 1605 г. профессора в Копенгагенском университете. 
Он был верным последователем Тихо-Браге, продолжая и после 
смерти Браге придерживаться его методов наблюдений и вычис- 
лений и его воззрений. Изобретение телескопа и применение ло- 
тарифмов прошли мимо него. Пе оказали на него почти никако» 
го влияния и теоретические исследования Кеплера и Галилея, 
По отношению к математическим выводам он был не слишком 
строг; это видно из того, ч!о он был убежден в правильности 

якобы найденной им квадратуры круга. 
Современником Тихо-Браге был другой датский математик, 

Томас Финке из Фленсбурга (ТВошаз Ешшске, или, как он сам 
писал в молодые годы, РК, 1561—1656), состоявший в тече- 
ние долгого времени, с 1591 г. и до смерти, профессором. Копен- 
гагенского университета сперва по математике, потом по фарма- 
цевтике, хотя в последние годы жизни он не’читал более лекций. 
Его собственио математическая деятельность относится к годам 
его обучения за границей, и наиболее значительным результатом 
ее является труд „Геометрия круга“ („Сеошеша гофапа!“, 1583). 

Мы упомлнсм здесь мс сш одного датчанина, имя которого 
мы встретим лишь в конце рассматриваемого в этой книге пе- 
риода, именно Олафа Рёмера (О!аЁ или О!е Коешег, 1644—1710). 
Произведя ряд астрономических работ на родине и, в частности 
снова определив, в сотрудничестве с французом Пикаром (Рсага.) 
географическое положение Ураниенбурга, РЁмер отправился в 
1672 г. с Пикаром в Париж, чтобы взять там на себя заботы по 
печатанию рукописей Тихо-Браге. В Париже он получил место 
ассистента в обсерватории, и его наблюдения над спутниками 
Юпитера привели его к определению скорости света. Это от- 
крытие он представил Парижской академии наук, в которой он 
состоял деятельным членом. Вместе с тем, работал он и как ин- 
женер. В 1681 г. он вернулся на родину и получил профессуру по 
астрономии; здесь также нашли себе должную оценку его блес- 
тящие технические дарования, и ему поручалось руководство 
целым рядом инженерных работ. Однако он находил время и 
для создания новых астрономических инструментов и в этом от- 

нощении был достойным продолжателем работ Тихо-Зраге. Со- 
здание этих инструментов облегчалось теперь наличием вновь 
изобретенных телескопа и маятниковых часов. Инструменты эти 
и поныне сохранили свое значение. Собственные инструменты 
Рёмера и большая часть его наблюдений погибли во время боль- 
шого копенгагенского пожара (1728). 

После этого отступления, посвященного датским математикам, 
мы возвращаемся в Германию и переходим к тому из трех ве- 
ликих астрономов, который был одновременно н первоклассным 
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математиком — Иоганну Кеплеру (Зоваппез Керег, 1571—1680). 
Кеплер, как и Штифель, был вюртембержцем, уроженцем Вейля. 
Уже в протестантской монастырской школе он обучился ариф 

метике и сферической астрономии. Позже в Тюбингене, где он 
занимался также богословием, его учителем математики и астро- 

номии был Местлин (Маез и). Послелний, бывши привержен- 
цем коперниковой системы, хотя сам он и читал лекции по пто- 
ломеевой, стал впоследствии его верным другом. Кеплер, будучи 
убежденным протестантом, не мог, однако, полчиняться деспо- 
тичной протестантской ортодоксии, поэтому он, не имея у себя 

на родине никакой надежды на место, взял в 1594 г. профес- 
суру „математики и морали“ в Граце. Отсюлл он был вытеснен 
католиками и отправился в 1600 г. по приглашенню Тихо-Браге 
в Прагу, чтобы стать там его помощником. В следующем году, 
после смерти Тихо-Браге, Кеплер стал его преемнихом по дол- 
жности императорского придворного астронома. В Праге, где в 
его распоряжении находился богатый материал наблюлений Тихо- 
Браге, он провел наиболее спокойное время своей жизни. В 1612 г. 
он был переведен в Линц. Здесь он, правда, оставался импера- 
торским придворным астрономом, но, не получая полагавшегося 
ему жалования, он вынужден был добывать средства различными 
мелкими астрономическими и астрологическими работами, отни- 
мавшими у него все время; притом ему приходилось терпеть 
преследования со стороны католиков. Так как император не мог 
удовлетворить справедливых требований Кеплера, то он должен 
был разрешить ему поступить на службу к Валленштейну, инте- 
рес которого к астрономии вызывался исключительно астроло- 
гическими суевериями. Умер Кеплер в Регенсбурге, куда он от- 
правился, чтобы добиться через рейхстаг уплаты причитавшихся 
ему денег, Согласно исследованиям последнего зремеки, лично он 
не терлел нужды; но он должен был упорно бороться, чтобы добы- 
вать средства, необходимые ему для издания своих произведени! 

Кеплер, подобно Копернику, исходил из мысли, что вселен- 
ная должна быть построена-по простым законам, которые прежде 
всего должны были иметь простые количественные выраже- 
ния; в 1596 г. он издал в Граце сочинение под заглавием „Кос- 
мографическая тайна“ („Муфейит созтозтгарысит“), в котором 
он характеризовал расстояния различных планет ст Солица сле- 
дующим образом: орбиты Меркурия, Венеры, Земли, Марса, 
Юпитера и Сатурна лежат на ряде шарозых поверхностей с 
Солнцем в центре, около которых и в которые можно плоследо- 
вательно описать и соответственно вписать пять правильных 

многогранников — октаздр, икосаэдр, додекаэдр, тетраэдр и гек- 

саздр— так, чтобы многогранник, описанный около одной из сфер, 
являлся одновременно вписанным дия следующей. Вскоре, од- 
нако, Кеплер увидел, что простые количественные связи нельзя 

и при помощи спекуляций такого рода, но что ани должны 
быть построены на строгих и тщательных наблюдениях, таких, 
как наблюдения Тихо-Браге, о котором Кеплер выразился в 
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исьме к Местлину так: „Он (Браге) обладал богатствами, но, 
пэдобно многим богачам, не умел найти им надлежащее упо- 

требление“. В Праге Кеплеру привелось самому использовать эти 
-сокровища. Он сделал это, выведя из них законы, которые и 

хейчас носят его имя. Два первых он изложил в появившейся в 
1609 г. в Праге „Новой астрономии“ („Аз\гополна поза 4е той- 
физ з4еПае МагИз“), третий — в вышедшей в 1619 г. в Линке „Гар- 
ионии мироздания“ („Нагтопсе типа!“). Путь, который избирает 
Кеплер, чтобы вывести из опытов законы, почти тот же, что 
путь Галилея, с тем различием, что Кеплер в основном пользо- 
вался готовым материалом наблюдений, в то время как Галилей 
должен был постепенно продвигаться вперед с помощью новых- 
опытов, Сам Кеплер в своем учении о научной гипотезе дал 
‘указания относительно этого пути. 

Наука начинает с наблюдений, строит на них свои гипотезы 
и затем старается найти причины, обусловливающие предполо- 
женную зависимость, Что касается движения планет, то здесь 
последний шаг удался только Ньютону, но Кеплеру удалось дать 
необходимое для этого описание того, что происходит при дви- 
жении планет. Ок исходил из гипотезы Коперника и постепенно 
совершенствовал ее, пользуясь все время наблюдениями Тихо- 
„Браге, пока не пришел к описанию движений одновременно про- 
стому и согласному с наблюдениями, 

Громадная работа, которую пришлось при этом выполнить 
Кеплеру, всецело относится к области математических расчетов. 
Чтобы проверить, согласуются ли наблюдения с гипотезой, кадо 
исследовать, что вытекает из этих гипотез. С гипотезами надо, 
следовательно, поступать так, как математика поступает с свои- 
ми предположениями. Кеплер видит и в последних гипотезы 

-того же рода, как астрономические, и, как и Евклид, трактует 
их только таким образом, не спрашивая об их происхождении. 
Математическая проверка гипотез Кеплера требовала больших 
вавыков в стереометрии, знакомства с коническими сечениями 
и умения пользоваться бесконечно малыми величинами. Матема- 
тика смогла дать все нужное Кеплеру лишь потому, что она 
`слелала в руках самого Кеплера весьма значительные успехи, 
Помимо указанных выше математических средств, Кеплер дол- 
жен был владеть и, как мы увидим, действительно прекрасно 
влачел вычислительной техникой. Он не только был в курсе всех 
существовавших тогда методов, облегчавших выполкение вычисле- 
ний, но и сам содействовал прогрессу этих методов своей вы- 
шедшей в 1624 г. работой „Тысяча логарифмов" („СЬШаз 10- 
загИбтогит“). Логарифмами пользуется он также при обработке 
изданных в 1627 г. „Рудольфовых таблиц“, основанных на на- 
`блюдениях Тихо-Браге. Кроме астрокомии поводом к имеющим 
капитальное значение инфинитезимальным исследованиям служил 
для него вопро` о наиболее экономичной форме винных бо- 
чек. Этот вопрос трактуется Кеплером в его книге „Стерео- 
метрия винных бочек" (,З{егеотента ЧоНогитл“), вышедшей в 1615 г. 

3  Цайтеш. Исторпя мвтематаки, 
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В Праге Кеплер вошел в соприкосковение с другим крупным: 
математиком, швейцарцем Мобстом Б:орги (105 Вйга!, 1559— 
1632). Последиий не принадлежал к ученым профессноналам н 
не знал поэтому никакой латыни; он был механиком и часовым 
мастером. В 1579 г. он получил в обсерваторни ландграфа Внль- 
гельма 1\ в Касселе место придворного часового мастера и ма- 
стера астрономических инструментов. Здесь ему скоро, однако, 
представился случай принять участие также в наблюдениях и 
вычислениях; с последними и связаны его важнейшие математи- 
ческне заслуги. В 1603 г. он был приглашен императором Ру- 
дольфом П на место императорского придворного часового мас- 
тера в Прагу, где его деятельность получила высокую оценку 
со стороны Кеплера, недовольного, однако, тем, что он не опу- 
бликовывал своих изобретений, Так, его таблицы логарифмов 
(или, вернее, антилогарифмов) появились только в 1620 через 
долгое время после того, как он пришел к мысли о них и вы- 
дислил нх, и лишь после того как появнлись и стали известны 
логарифмы Непера. Эти таблицы появились подзаглавнем „Ариф- 
метические н геометрические таблицы прогрессий, вместе с осно- 
вательным поучением, как их нужно понимать и с пользой 
применять во всевозможных вычислениях" („АгИйтензсйе ци@ 
еотейизсне Ртгодтез$- Табу, зап агйланслен изцегис, уе 

зоспе ийёНсв ш аПейеу Кесппииаен 24 себгаасВей ип@ уегап- 
Чеп зуег@еп 5091“). Обещанное в этом заглавии „основательное 
поучение“ было найдено и издано лишь в 1856 г. Другими све- 
дениями, имеющимися о работах Бюрги, мы обязаны частью най- 
ленной также линь впоследствии „Арифметике“, частыю со- 

общениям Кеплера. 
Мы можем упомянуть здесь еще одного швейцарского мате- 

матика. Гульлен (Раш! би, 1577—1643), занимавшийся подобно 
Кеплеру исследованиями, теперь относящимися к области исчис- 
ления бесконечно-малых, и стоявщий по этим вопросам в резкой 
оппозиции к Кеплеру н особенно к Кавальерн, несомненно, од- 
нако, находился под сильным влиянием работ Кеплера, а в смысле 
правильности результатов далеко уступал ему. Родился он в Сен- 
Галлене. В 20-летнем возрасте он перешел из реформатского ис- 
поведания в католическое и стал иезуитом. В 1609 г. он стал 
преподавателем математики в иезуитских школах, сперва в Риме, 
потом в Граце, где он н умер. Четыре тома его главного труда 
„О центре тяжести“ („Сепиофагуса“) появились одни за дру- 
гны в 1635 —16-И гг. 

Работы Кеплера показывают, как далеко продвинулась немец- 
кая математика в период, предшествовавший тридцатилетней 
войне. Какие глубокие опустошения произвела эта война, влия- 
ние которой сказывается уже в тех трудностях, с которыми при- 
ходилось бороться Кеплеру. видно из того большого перерыва, 
который предшествовал появлению следующего выдающегося 
немецкого математика — Лейбница; да и тот сложился в ту круп- 
ную величину, котороё он был, в западных странах в атмосфере 
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тамошнего мощного расцвета науки. Поэтому, прежде чем пе- 
рейти к нему, мы должны обратиться к математикам этих 
стран. 

В конце Средвих веков, перед началом новой элохи в разви- 
тии алгебры, Франция имела в лице Шоке (СЬиаие) математика, 
который дальще, чем ктс-либо иной, продвикрл развитие ариф- 
метики и алгебры. В этой же стране жил в ХУЁ в. крупнейший 
математик этого века — Виета, о котором мы сейчас будем рас- 
сказывать; большая часть его работ принадлежит также арифме- 
тике и алгебре. Однако ни исторически, ни в методологическом 
отношении между Шюке и Виета нельзя установить какой-нибудь 
связи. Це является таким связующим элементом и хронологически 
стоящий з промежутке межлу ними фпанцузский математик Пьер 
де-ля-Раме {Р1епе Че !а Катёе, 1515—1572); которого обычно 
именуют его латинизированной фамилией — Рамус, профессор фи- 
лософии в Париже. Его деятельность относится к совершенно 
другим областям математики и значение его основано тлавным 

образом на его общих реформаторских стремлениях, а также на 
том, что он порвал с такими передававшимися от поколевия 

к поколению принципами, которых Виета, как мы увидим, при- 
держивался с большой строгостью. Как философ Рамус был пред- 
шественником Бэкона в борьбе против аристотелевой логикк; 

подобный же разрыв с авторитетами мы видим в его стремле- 
нин дать математике иное и более арифметическое обоснование, 
нежели евклидово. Правда, ни он ни его время не созрели в до- 
статочной степени для того, чтобы дать обоснование, которое 
могло бы выдержать какое-нибудь сравнение с евклидовым: они 
не были даже в состоянии полностью осознать то, что они хо- 
тели отвергнуть; но попытки нх были естественным проявлением 
того стремления к самостоятельности, которое одновременно по- 
рождалось техническим прогрессом того времени и, в свою оче- 
редь, порожлало новые достижения. Новые илеи, выдвинутые 
Рамусом, особенно философские, встретили в Париже как ярых 
противников, так и ревностных приверженцев. Его влияние как 
математика, распространившееся, благодаря его сочинениям и про- 
должительному его пребызанию в Германии, также и вне Франции, 
чувствуется, например, в „Геометрии круга“ Томаса Финке, постро- 
енной на его предпосылках. Рамус, принадлежавший к гугенотам, 
был убит в Варфоломеевскую ночь, 

В тесных сношениях с видными гугенотскими амнлиями на- 

ходился и Франциск Виета (Ргаясо1$ У е или Уше{а, 1540—1603), 
сам, однако, не переменивший религии. Родился он в городе 
Фонтеней (в Ба-Пуату), где с 1559 г. занимался адвокатской 
деятельностью. В качестве влтоката он вел дела одной дво- 
рянки, которая пригласила его также преподавателем астроно- 
мии к сзоей дочери Екатерине Партеней, оказавшейся очень 
способной ученицей; во время этих занятий у Виета возник 
план большого астрономического труда, который должен был, 
в противоположность коперниковой системе, бывтией, по мнению 

3 
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Виета, недостаточно точной, содержать исправление и. дальней- 
шее развитие птоломеевой. Над этим трудом, никогда не увидев- 
шим света, он работал в продолжение всей жизни. Прежде всего 
сму нужна была усовершенствованная тригонометрия, и он ра- 
ботал над ней в Фонтенее с большим усердием и увлечением. 
Благодаря браку своей ученицы Виета завязал сношения с Ген- 
рихом Наваррским (впоследствии королем Франции Генрихом 1) 
и его матерью, 

В 1571 г. Виета переселился в Париж, где продолжал адво- 
катскую деятельность. Переезд его был вызван желанием позна- 
комиться лично С парижскими математиками, в частности с Раму- 

с0\0; он имел в виду также напечатать свою тригонометрическую 
работу. Работа эта, или, вернее, только две из четырех частей, 
из которых она должна была состоять, смогла появиться только 

в 1579 г. под заглавием „Математические таблицы“ („Сапоп та!е- 
тайсиз“|. За это время Виета сперва (в 1573 г.) стал советни- 
ком парламента в Бретани, а потом частным советником Ген- 
риха Ш, у которого он в 1580 г. получил должность докладчика 

по ходатайствам (Маше 4ез гедце(ез). В 1584 г. по настоянию 
Гизов он был отстранен от этой должности; но в 1589 г, он вер- 
ну. к Генриху Ш, когда тот, теперь уже сам беглец, поселился 
в Туре. Здесь Виета отличился между прочим расшифровкой 
важной переписки между противниками короля и испанцами 
После смерти Генриха Ш он в том же году перешел на службу 
к Генриху 1\У. Здесь на его долю выпал в Фонтенебло в 1594 г. 
математический триумф. о котором мы расскажем дальше. Неза- 
долго до смерти он по болезин оставил службу. 

Виета в течение боль:ией части своей жизни так был занят 
своей юридической деятельностью, что трудно представить себе, 
ках он справлялся со своими большими математическими рабо- 

тами, являющимися плодом глубоких математических исследова- 

ний и свдетельствующими об основательном изучении древних 
авторов. Рассказывают, что он мог проводить за своим рабочим 
столом над занимавшими его исследованиями по трое суток 

хряду. Упомянутый выше промежуток времени с 1584 г. по 
1589 г. был, конечно, в особенности использован Виета для вы- 
полнения плана его главного труда „Искусство анализа“ („Ат 
апа!у{са“) и для обработки различных отдельных его частей. 
Эти пасти появлялись, сднако, только постепенио в виде само- 
стоятельных работ, и пратом в иной последовательности, чем 
это должно было быть по плану Виета; большинство их было 
издано лишь после смер-и Виета его учениками, особенно шот- 
ландских математиком Андерсоном (Ап4егзоп, 1589—1619), жившим 
и преподававшим в Париже. В некоторых местах Андерсон очень 
умело восполнил те пробелы, которые имел'сь в работе его 
‘учителя. 

Собраны были эти работы, имеющие основное значение для 
новой алгебры и тригонометрии и в то же время охватывающие 
важные проблемы геометрии и теории чисел, только в 1646 г. Скоу- 
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теном (Ргапз уап Зспоо{ет). В согласии с заглавием „Математи- 
ческие работы Франциска Виета“ („Ртапс вс! \еве Орега ша\не- 
ттанса“) сюда включены также другие работы, не указанные 
в плане „Мскусства анализа“, но, к сожалению, среди них нет 
вышеупомянутых „Математических таблиц“. Дело в том, что 
Скоутен ложно истолковал сожаление Виета о том, что это про- 
изведение появилось в печати, и желание Виста выпустить его 
в новом издании, в том смысле, что таблицы ето являются не- 
надежными. В действительности желания Виета сводились только 
к исправлению изложения и обозначений. 

Другие сочинения, опубликовзиные самим Виета, получили 
благодаря щедрости, с которою он рассылал их европейским ма- 
тематикам, большое распространение. Они составляли, однако, 
как уже упомянуто, лишь часть его большого труда; притом чте- 
ние его работ затрудняется несколько изысканной формой, в ко- 
торой повсюду сквозит его больная эрудиция, и большим коли- 
чеством изобретенных им и совершенно не привившихся гречес- 

ких терминов. Поэтому влияние его, столь значительное по от- 

ношению ко всей последующей математике, распространялось 
лишь сравнительно медленно. 

Так как в самой Франции математики, бывшие достойными 
преемниками Виета, появились не сразу, то мы упомянем раньше 
о нескольких математиках, живших одновременно с Виета и не- 

сколько позже его в соседних странах по обе стороны Ла- 
манша. 

В Нидерландах освободительные войны против испанцев, 
а также позднейшее участие в тридцатилетней войне не оказали 

на науку того разрушительного влияния, как тридцатилетняя 
война в Германии. В качестве весьма выдающегося ученого мы 
должны назвать прежде всего Симона Стевина (Зплоп Зеут, 
1548—1620). Стевин родился в Брюгге и сперва был купцом, но 
позже работал в качестве инженера и в частности занимал дол 
жность главного квартирмейстера гидравлических сооружений. 
Он находился в близких отношениях с принцем Морицем Нассау- 
Оранским, преемником Вильгельма Оранского. Откошения эти 
отразились даже на его математических работах, на которых, как 
сам он признает, сказалось некоторое влияние Морипа Оранского. 
В противоположность Виеге, Стевин в своих математических ра- 
ботах являетсл автором, учитывающим постоянно потребности 
практики. Это сказывается не только в выборе тем (вычислитель- 
ные таблицы, популярное произведение о десятичной системе, 
наряду с работами по практической геометрии и по вопросам 
равновесия твердых и жидких тел), но и в самом способе изло- 
жения вопросов арифметики и алгебры. Математические работы 
Стевина отражают также н национальные тенденции эпохи, осо- 
бенно ярко проявлявшиеся на его родине в эту эпоху, когда 
Голландия боролась за освобождение от иноземного владычества 
и за преобладание голландского оного капитала на мировой 
арене. Это сказывается в том, что Стевин не только пишет ни 
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слоем родном языке, но и употребляет голландские переводы 
математических терминов, а также в том, что он вообще превоз- 
носит свой ролной язык за его ясность и понятность. Идея Сте- 
вина васалить национальную математическую терминологию н 
поныне сказывается в’ Голландии, которая, например, является 
единственной, кажется, страной, где математика именуется нацио- 
нальным термином — УИзкииве. 

Некоторые из работ Стевина были постепенно переведены на 
латинский и французский языки; наиболее значительные были 
собраны после его смерти его учеником Жираром во француз- 
ском издании, появившемся в 1635 г. после ранней смерти редак- 
тора. Альберт Жирар (АЪе Онага, 1595—1633), родившийся 
в Лотарингии, но большую часть времени проведший в Голлан- 
дни, где он искал убежища как протестант, был сам выдающимся 
математиком. Главный его труд „Новое открытие в алгебре“ 
{иувибой понуейе еп Га! ге“, 1629) содержит существенные 
новые результаты н отличается в то же время ясностью изложе- 
ния. Жирар издал также работы по тригонометрни и снабдил 
примечаниями произведения Стевина. 

Из работавшах в Нидерландах математиков назовем еще Лу- 
дольфа Цейлена (ГаЧорн хоп Сешеп, 1539—1610}; он родился 
в Гвльдсгейме и был профессором фортификации в Лейдене. 
Далее заслуживают упоминания Роумек ({Адпаеп Кошаг!з или 
хоп Коотеп, 1561--1615), профессор в Львове и Вюрцбурге, и, 
наконец, Виллеброрд Снеллий (МУ Шертога $пешйиз, 1581---1626). 
Последний родился в Лейдене и был там же профессором, как 
и его отец. Особенно известен он открытием закона преломле- 
ния световых лучей. Сверх того он занимался и практическими 
вопросами мореплавания. Главный математический его труд — 
тригонометрия — выщел посие его смерти в 1627 г. 

В Англии, гдз в средние века геометрией занимался Брадвар- 
дин (Вгафуагиииз, 1290—1349), исследовавший, например, вопрос 
о сумме углов звездчатых многоугольников, в начале нового 

времени математика была представлена королевским лейб-меди- 
ком Робертом Рекордом (Кобе Кесои4е, 1510—1558). Большее 
значение имела деятельность Томаса Гэрриота (Топаз Напю\, 
1560—1621), родившегося в Оксфорде и там же получившего 
университетское образование. По возвращении из путешествия 
в Ссвсрную Амсрику, где им выполнсны были крупныс карто- 
графические работы, Гэррнот с успехом занимался астрономией, 
физнкой и математикой. Наиболес эначительной математической 
его работой является сочинение „Практика искусства анализа“ 
(„Аг8 апа]убсае ргахз“), появившееся, однако, только в 1631 г., 
долго спустя после его смерти, В этом произведении излагается 

тзория уравнений, в связи с работами Виета; заслугам последнего 
автор в предисловии воздает должное, так что он неповинен 
в том, что его соотечественник Валлис изобразил его впослед- 

ствии соперником Виета. Однако, как мы увидим, мы обязаны и 
ему самому многими усовершенствованиями, особенно в отноше- 
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нии обозначений, делающих его книгу значительно более удобо- 
читаемой, чем работы Виета, и частично вошедших в общее упо- 
требление. Из оставленных Гэрриотом рукописей видно, сверх того, 
что он звал многое, впоследствии вновь открытое другими. 

Новые пути были подготовлены и проложены к этому вре- 
мени творцом логарифмов Непером и Бриггом. Джон Непер 
{ов Марег или Мерег, 1550—1617} родился в Мерчистоке в Шот- 
ландии. По смерти отца, бывшего старше его всего на 16 лет, 
эн стал бароном Мерчистонским; до этого времени он обладал 
пебольшим поместьем, Он рано совершил заграничное путешест- 
зие и во врёмя его или по возвращении познакомился с триго- 
иометрическими трудами виднейших авторов от Региомонтана 
до Питиска (работы Виета, однако, кажется, оставались ему не- 
известными). Его интересы устремлялись по различным направ- 
„лениям, Так, он написал толкование Апокалипсиса, в котором 
ожесточенно полемизирует против католиков; это сочинёние 
было переведено на голландский и немецкий языки. В своем 
имении он занимался земледелием, применяя механические ин- 
струменты своего изобретения; кзобретал он также военные при- 
боры. 

Судя по одному письму, Непер уже в 1594 г. знал принцип 
образования и применения логарифмов; однако, его таблицы 
< пояснением относительно их употребления появились линь 
в 1614 г. в сочинении „Описание удивительных таблий логариф- 
мов“ („Мйсг 1обатИйтогит сапоп!$ езсир#о“). Написанное 
аньше „Построение удивительных таблиц логарифмов“ { „МИЧНе! 
обатИптогии сароп!з сопзгисНо“}, в котором Непер разъясняет 
составление таблиц, появилось только после его смертив 1619 г. 
с примечаниями Бригга. Эти работы содержат также важные 
усовершенствования в области тригонометрии, а способ, которым 
Непер определяет логарифмы, не только создал превосходное 

вспомогательное средство для вычислений, но содержит также 
зародыш идей исчисления бесконечно-малых. 

Появление новых таблиц возбудило большой интерес к этому 
вычислительному средству у двух гоотечественников Непера— 
Райта (Мпа), переведшего „Описание“ на английский язык и 
вскоре после этого умершего, и Бригга, продолжившего его 
дело. На континенте „Опигание“ также скоро привлекло к себе 

внимание математиков и астрономов — в частности, как мы уже 

говорили, Кеплера, 
Только что упомянутый Генри Бригг (Непгу Впез5, 1561—1630) 

родился в Иоркшире. учился в Кэмбридже и затем был там 
преподавателем; в 1596—1619 гг. он был профессором геометрии 
в лондонском колледже. Из Лондона Бригг был приглашен Се- 
вилем (ЗауЙе) на кафедру, учрежденную последним в Оксфорд- 
ском университете (так называемая „Севилева профессура“).. где 
ок занимал первое после учредителя место. Как астроком Бригг 
вел борьбу с астрологией. Во время выхода „Описания“ он зани- 
мал упомянутую должность в Локдоне; он был так восхищен 
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произведением Непера, что, как только смог, отправился в Шот- 
ландию, чтобы познакомиться с автором, и впоследствии повторил 
свой визит. При этом Непер и Бригг условились относительно 
нового и практически более удобного основания для новых боль- 
ших таблиц, за которые взялся Бригг. Уже в 1617 г. он смог 
опубликовать логарифмы чисел до 1000 с 8 десятичными знаками. 
В 1624 г. появилась „Логарифмическая арифметнка“ („АнИ- 
тейса |оратИвлиса“) с 14-значными логарифмами чисел до 20060: 
и от 90000 до 100000 — работа, пополненная впоследствии 
голландцем Флакком (АЧиаел \УасК), по профессии книтотор- 
товцем. Бригг. написал затем, кроме астрономических и геогра- 
фических работ, еще небольшие статьи о логарифмах и их при- 
менении, в которых развия сиособы вычисления, указанные 
в его большом труде. Из английских математиков назовем еще 
здесь сельского священника Вильяма Аутреда (У\\Шаш Оизпцед, 
1574—1660). 

Обращаемся теперь снова к Франции, где в промежутке 
между Внета и великими математиками ХУП в. мы встречаем. 
Баше де-Мезириака (ВасшеЁ Че Медиас, 1587—1638), уроженца 

Бург-ан-Бресса (Воигё-еп-Вгеззе). Баше изучал в Париже и Риме 
языки и литературу; потом возвратился на родину. Он сам был 
неплохой поэт, писавший по-французски, итальянски и латыни 
и знавший сверх того греческий язык. В 1635 г. он стал членом. 
только что учрежденной Французской академии. Его эстетиче- 
ские наклонности проявляются и в математических его работах- 

Так, его интересуют старыс задачи, часто идущие из седой древ 
ности и облеченные в форму анекдота или занимательного рас- 
сказа. Эти задачи собраны Баше в его книге „Приятные и зани- 
мательные задачи“, („РгоШетез раза еЁ аесаЫез“ 1612, 
2-е исправленное и дополненное издание 1624). Эта работа по- 
казывает, что Баше был хорошим математиком: он оттеняет 
в задачах математически интересные моменты и старается 060б- 
щать частные вопросы. Такова, например, его трактовка неопре- 
деленных уравкений |-й степени. Бго многостороннее образова- 
ние дало ему возможность выпустить в 1621 г, издание Диофанта 
на греческом и латинском языках, снабдив его дополнениями и 
примечаниями. После него осталась неопубликованная работа 
по арифметике. . 

Баше проложил путь открытию глубоких и зажных полаже- 
ний теории чисел и решению крайне трудных задач, относящихся 
к ней. В этой области значительно выше всех друтих стоял 
Ферма; но именно благодаря хорошо обработанной почве он не 
только встречал понимание значения своих открытий, но и мог 

то в одном, то в другом исследовании найти самостоятельных 

сотрудников. К ним принадлежали не только такие люди, как 
Декарт, но и математики, всецело специализировавшиеся в ис- 
следованиях по теории чисел. Из числа последних нало упомя- 
нуть Сент-Круа (Зап е-Сго!х), получившего это имя по монастырю, 
в котором он был настоятелем; но наиболее значительным из 
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них был Френикль де-Бесси (Её е 4е Веззу, 1602? —1675}, слу- 
живший на монетном дворе. Ферма удивляется тем крупным и 
общим результатам, которых Френикль достиг без алгебры, 
открывая их не путем математических рассуждений, а исключи- 
тельно индуктивными приемами, опираясь на свое замечательное 
чутье к числовым соотношениям. Работы же, которые Френикль 
позднее опубликовал в „Трудах Французской академии наук", не 
представляют особенного интереса. Пьер де.Ферма (Рене 4е 
Регпаь, 1601—1665), сын торговца кожами, родился близ Мон- 
тобана. Он изучал в Тулузе юридические науки и, пробыв иё- 
ко:орое время адвокатом, стал там же советником парламента, 
На этой должности он провел всю свою жизнь, не отмеченную 

крупными внешними событиями, которые заслуживали бы упоми- 
нания. Служба его оставляла ему время для исследований, про- 
ложивших новые пути и приведших к крупнейшим результатам 
почти во всех отраслях математики. Нередко эти исследования 

берут исходный пункт в математике древних, с которою Ферма 
был прекрасно знаком. Алгеброй он обычно пользовался в том 
виде И с теми обозначениями, которые ввел Виета, не придавая 
значения достигнутым после Виета формальным упрощениям: 
острота его мысли позволяла ему обходиться без них. Результаты 
его работ в части, касающейся теории чисел, стали известны 
благодаря его письмам, особенно к Френиклю, ‘и примечаниям 
его на его экземпляре Диофанта в издании Баше. Результаты других 
своих математических исследований Ферма довольно часто по- 
сылал парижским математикам, частью в письмах, частью в ма- 

леньких рукописных статьях, и они становились таким образом 
известны не только в Париже, но и в иностранных математи- 
ческих кругах, находившихся в сношениях с парижскими. Ферма, 
в свою очередь, мог благодаря этому следить за всем происхо- 
дившим вообще в математическом мире. Только некоторые его 
сочинения были сразу опубликованы, и то лишь по настойчивым 

требованиям его друзей. Остальные произведения его, вместе 
с большим количеством научных писем, появились лишь в 1679 г. 
в изданных сыном его „Различных сочинениях” („Уаца орега“). 
Издание всего, что смогли собрать из написанного им, появилось 

сравнительно недавно под заглавием „Сочинения Ферма" („Оецугез 
4е Бегта+“). 

Заглавия отдельных сочинений Ферма мы укажем в дальней- 
шем, разбирая их содержание в тех отделах, к которым каждое 
относится. Мы увидим в соответствующих местах, как велико 
было влияние Ферма во всех областях математики: в теории 
чисел, в геометрии, в алгебре; мы увидим также, какое значение 
имели работы Ферма для создания диференциального исчисления, 
Злесь мы заметим только, что перелиска его носила обычно 
дружеский характер, но в 1637 — 1638 гг. она вылилась в бур- 
ную полемику с ртом: Ферма подверг строгой критике 
„Дноптрику“ Декарта. Одновременно он послал Декарту свое 
сочинение „О максимумах и минимумах" („Пе тахшиз её пилитиз°), 
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в котором ок фактически производит операцию, именуемую 
теперь диференцированием, и применяет ее не только к решению 
задач на минимум и максимум, но и к решению задач на разыс- 
кание касательных к кривым. Декарт ответил бурною и очень 
несправедливою критикою сочинения Ферма. Спор, в котором 
на стороне Ферма выступили Роберваль и старший Паскаль, 
был все же улажен, частью благодаря посредничеству Мерсенна, 
через которого велась перелиска и о котором мы будем говорить 
ниже, частью благодаря примирительному поведению самого 
Ферма. Здесь, как и при нстактичном выступлении Френикля, 
предшествовавшем его более близкому знакомству с Ферма, 
Ферма проявляет себя человеком, у которого чувство собствен- 

‚ва было совср ©: мело: 
славия. 

Более разнообразна была жизнь и более пылок темперамент 
у противника Ферма в упомянутом споре, того из его современ- 
ников, который ближе всех стоит к нему как математик и ко- 
торый имеет столь же крупное имя в философии, как в мате- 
матике. —у Ренэ Декарта (Пепё Пезсафез, по-латыни СаЦезизз, 
1598—1650). Декарт родился в Турене н происходил из дворян- 
ского рода. Воспитание получил он в иезуитской коллегии „Га 
РИбсве," где он занимался как естественными науками, так и схола- 
стической философией, ло особый интерес проявлял к математике. 
Окунувшись на некоторое время в удовольствия веселой париж- 
ской жизни, он вдруг отошел от нее и занялся упорной углуб- 
ленной паучиой работой, Черсо искоторое время ой прервал 
занятия, чтобы соприкоснуться ближе с жизнью. Его привлекла 
военная служба. Сначала он поступил на службу к Морицу Оран- 
скому ин вместе с его армней принимал участие в тридцатилет- 
ней войне. Философские размышления, однако, не покидали его, 
и во время стоянки на зимних квартирах в Нейбурге 10 ноября 
1619 г.--эту дату Декарт сохранил в своей памяти --его осенила 
внезапно творческая мысль, и он положил в этот день, кёк он 
выражается сам, „основание удивительной науки“. Этой возникшей 
в его экзальтированном уме и затем тшательно продуманной 
идея была идеей аналитического метода в общем философском 
смысле, состоящего в том, чтобы каждую трудность разлагать 
на ее составные части и затем от самого простого и легкого 
под и 65 
от общего к частному. Наглядным примером этого метода 
являлась математика, которая ндет в своих исследованиях 

именно таким образом, даже тогда, когда ее форма изложе- 
ния состоит в постепенном синтетическом образовании более 
сложного. Но Декарт создал и в самой математике „аналити- 
ческую“ в особом смысле геометрию. Геометрия эта является 
применением его общего аналитического метода, потому что 
в ней рассмотрение пространственных величин производится 
посредством применения к этому частному случаю общего учения 
о величине. Однако в отношении общности этот подход пре- 

ому. Этот путь об тся путем ому. Этот путь © тся путем 
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восходит подход древних, быть может, не в такой мере, как это 
думал сам Декарт, так как у древних геометрия была как раз 
формой общего учения о величинах. Как в недостаточном пони- 
мании этого, так и вообще в той манере, с которой он противо- 
поставляет свой метод методу древних, Декарт проявляет ту же 
недооценку того, чем он обязан другим, за которую его упре- 
кали и в области философии. Это нередкая ошибка великих умов, 
которые воспринятое от других тотчас же путем новой и само- 
стоятельной переработки включают в свою собственную систему. 
В религиозном экстазе Декарт дал обет совершить паломничество 
в Лорето, если богоматерь, к которой он обращал свои мольбы, 
дарует ему успешное завершекие новой науки. Сам он посвятил 
разработке ее всю жизнь. После того как он еще некоторое 
время принимал участие в войне, он вернулся во Францию, где 
получил в наследство несколько имений, а в 1629 г. переселился 
в Голландию, чтобы там, согласно своему девизу „Вепе \хИ 41 
фепе 1ашИ“ (хорошо прожил тот, кто хорошо укрылся), продол- 
жать занятия в более спокойной обстановке. Искать этой обста- 
новки его заставило неодобрение и даже преследования, которых 

он должен был ожидать со стороны католического духовекства 
за те мысли, которые он высказывал. От этого отрицательного 
отношения, огорчавшего его как правоверного католика и благо- 
дарного ученика иезуитов, сго не смогло, однако, оградить и 
расстояние, и ради примирения он пошел на большее, чем лол- 
жен был бы сделать, стараясь после осуждения Галилея скрыть 
свое согласие Сс ним и оставив неопубликованным сочинение 

с вселенной. В Голландии Декарт, в свою очередь, натолкнулся 
на сопротивление с другой стороны, именно со стороны про- 
тестантских богословов, также придерживавшихся схоластической 
философии. 

Во время своего пребывания в Голландии Декарт опублико- 
вал свои труды, из которых прежде всего появились в 1637 г. 
в Лейдене „Философские опыты“ -(„Еззауз реНозорычиез“). Они 
‹одержат четыре сочинения: „Рассуждение о методе“ („,Пузсоцге 
Че [а методе“), „Метеоры“ („Мёбогез“), „Диоптрику“ {„Оюршюце“) 
и „Геометрию“ („Свотенте“). Последняя, читающаяся теперь совер- 
шенно легко, так как введенное в ней алгебраическое изложение 
геометрических вопросов дается в форме, принятой еще и теперь, в 
то время требовала для своего понимания, с одной стороны, упраж- 
нений в буквенном исчислении, с другой — комментариев. Первые 
были даны в руководстве, написанном по указаниям Декарта, но 
не напечатанном, последние были составлены его друзьями, среди 

которых находился голландский математик Скоутен; они были 
присоединены к выпущенному Скоутеном латинскому изданию 

„Геометрии“, вместе с самостоятельными работами их авторов, 
© которых мы будем говорить ниже, 

Остальные изданные в то же время сочинения Декарта по- 
священы большей частью философским вопросам и не имеют 
непосредственного отношения к математике; математические свои 
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результаты, помимо содержащихся в „Геометрии“, Декарт делал 
достоянием современников путем переписки, нашедшей себе, 
конечно, место в позднейших изданиях его сочинений, К его- 
корреспондентам в области философии принадлежали две госу- 
дарыни — Елизавета Пфальцская и шведская королева Христина. 
По приглашению последней Декарт переехал в 1649 г. в Швецию, 
где в следующем году он умер, 

Мы не видим здесь надобности рассматривать декартово 
понятие о боге или его мнение об отношениях между душой и 
телом. Но мы не можем не коснуться, хотя бы вкратце, того, 
как ставил Декарт вопрос о применекии математики к изучению. 
природы. Декарт, так же как и Кеплер и Галилей, пользуется 
я имей, ъослодя 0: пабающунных явлений и числовых 690." 
ношений к причикам этих явлений; он так же требует эмпириче- 
ской проверки заключений, полученных путем дедукции из при- 
нятых гипотез. Но он не придает этому такого значения, как 
Кеплер и Галилей. 

В области теории познания он быстро преодолевает сомне- 
ние, которым по его утверждению должно начинаться всякое 

ваучное исследование, тем, что выставляет положение. „Я мыслю, 
следовательно я существую“ („]е репзе, Чопс }е з113“]. Таким же 
образом в области естествознания он быстро оставляет индук- 
тивный подход к опытным фактам и Обращается к интуиции, 
служащей исходным пунктом его дальнейшей дедукции, Перво 

текает, по мнению Декарта, из их интуитивной очевидности) 
о протяженности, делимости и подвижности материи. Этя пред- 

посылки его механического миропонимания игршот у Декарта 
примерно такую роль, как аксиомы в математике, и основной 
задачей Декарта является вывод законов и явлений природы из 
этих предпосылок. Конечно, их надо провернть опытом, главным 

образом с тем, чтобы посмотреть, не имели ли место при возник- 
новении действительного явления другие причины, кроме пред- 
положенных; но устраивать эти опыты в большем масштабе эти 
его установки ему не дозволяли. Его делом была дедукция, 
через ряд умозаключений ведущая с наивозможной математиче- 
ской ясностью и достоверностью от причины к действиям. Что- 
бы показать на примере, какие результаты получает такнм путем 
Декарт, мы укажем, что исходя исключительно из предпосылок 
© протяженности, делимости н подвижности, Декарт умозаключает, 

что сумма движения, порожденного при сотворении мира, должна 
оставаться неизменной. Термину „сумма движения“ Декарт при- 
дает здесь тот смысл, в каком мы употребляем термин „количе- 
ство движения“, Поэтому вышеприведенное положение не явля- 
ется правильным. Однако, если заменить понятие „сумма движе- 
ния“ современным понятием энергии, а также освободить фор- 
мулировку Декарта от теологической оболочки, то перед нами 
будет один из важнейших законов современного естествознания. 
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К этому закону гораздо ближе, как мы увидим, подошел Лейбниц. 
Веру Декарта в возможность простого механического объясне- 
ния всех явлений природы, даже относящихся к живой природе, 
подкрепило открытие Гарвеем кровообращения. При проведении 
своих механических объяснений Декарт нередко вынужден был 
прибегать к математике. Так, мы увидим, что некоторые из важ- 
нейших его математических исследований находятся в связи 
с диоптримой. 

Наиболее важсая часть математической переписки Декарта 
была адресована в Париж, представлявший собою в то время 
крупнейший центр математической мысли. Здесь находились вы- 
дающиеся математики, собиравшиеся на еженедельные заселания; 
этот кружок находился в сношениях как с жившими вне Пари- 
жа еше более крупными французскими математиками, именно 
Ферма и Декартом, так и с иностранными математиками, з том 
числе с Гюйгенсом. Благодаря этому между всеми ними, как мы 
уже видели, говоря о Ферма и Декарте, устанавливались взаим- 
ные сношения. Главным посредником во всей этой переписке 
был долгое время священник Мерсенн (Мегзеппе, 1588—1648) из 
ордена миноритов, живший в Париже с 1620 г. Он учился вме- 
сте с Декартом в коллегии „Ра РМёсве“ и все время был его 
верным другом. Декарт, с своей стороны, был первым, избрав- 
шим Мерсенна своим поверенным в Париже. Мерсенн, выступав- 
ший сам как борец за веру и, с другой стороны, всегда готовый 
защищать своего старого друга, лучше всех подходил для того, 
чтобы охранить Декарта от объявления его еретиком со стороны 
богословского* факультета в Париже и прежних его учителей 
иезуитов. Но Мерсенн едва ли особенно много способствовал 
предотвращению споров Декарта с парижскими математиками, 
с которыми, как, например, с Робервалем, Мерсенн стоял на 
столь же дружеской ноге. Во всяком случае, он выступал посред- 
ником, когда обмен мнений принимал бурный характер. „Физико- 
математические размышления“ („СозНа рвузсо-ташетайса“) 
самого Мерсенна не представляют собою самостоятельной рабо- 
ты, во имеют то значение, что в них впервые появляются раз- 
личные открытия его друзей и корреспондентов, как, например, 
Ферма. В них сказынается интерес к математике и понимание ее, 
сделавшие Мерсенна столь пригодным для роли посредника 
между математиками. Со многими из них, жившими вне Парижа, 

Мерсенн познакомился во время своих путешествий; в Париже 
он был постоянным участником упомянутых еженедельных засе- 
даний, 

Преемником Мерсенна в качестве общего математического 

корреспондента явился Пьер де-Каркави (Р!ете Че Сагсауу, умер- 
ший в 1684 г., год рождения не установлен). Прежде он был 
в Тулузе коллегой Ферма, с которым был тесно связан и общими 
математическими интересами. Страстный библиофил, Каркави 
через некоторое время по приезде в Париж, где он сблизился 
с Робервалем и Паскалем, сделался королевским библиотекарем; 
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свое пребывание в этой должности ои ознаменовал крупными 
заслугами. В 1666 г. Каркави оказывал помошь министру Коль- 
беру при основании Академин наук, среди первых членов кото- 
рых находились те математики, которые были прежле участни- 
ками частного кружка Мерсенна, называвшегося иногда тоже 
„Академией“. Первым председателем вновь учрежденной Акаде- 
мии был Гюйгенс, переехавший в связи с этим в Париж. Работы, 
о которых дают сведения первые заседания Академии, заключа- 
лись главным образом в производившихся коллективно физических 
и физиологических опытах и в имевших большое значение астро- 
номических исследованиях. Академия служила, конечно, и делу 
связи между математиками, но только в конце столетия начали 
появляться работы ее членов имевшие значение и для математики. 

За год до основания Академии в Париже стал выходить 
научный печатный орган—„]оигла| 4е$ Зауаг”" („Журнал уче- 
ных“). В этом журнале, организации которого солействовал тот 
же Кольбер, помещались зыдержки из появлявшихся книг, иногда 
сопровождавшнеся критикой. В конце ХУП и в начале ХУШ сто- 
летия, когда этим журналом руководил математик Пьер Варзньон 
(Уапепоп, 1654—1722), этот журнал приобрел особенно большое 
значение, так как в нем братья Бернулли помешали свои ра- 
боты по исчислению бесконечно-малых. 

Проследив за научными органами во Франции до конца ХУП 
столетня, мы снова возвращаемся к французским математикам 
середины этого столетия, современникам Ферма и Декарта. Срели 
живших и работавших в это время в Париже надо назвать прежде 
всего Клода Мидоржа (С1о4е Мудогое, 1585—1647), друга Декарта. 
Мидорж принадлежал к высшему чиновничеству, но, занимая 
должность только номинально. жил на свои средства. Это поз- 
воляло ему оказывать Декарту помошь в шлифовке стекол для 
его диоптрических опытов. Главная собствекная работа Мидор- 
жа, появившаяся в 1631—1639 гг., — „Сочинение о конических сече- 
ниях“. Написанное им продолжение этого сочинения утеряно. 
В рукописном виде дошло до нас большое колнчество относя- 
щихся к теории конических сечений задач на построение; часть 
этих задач решается с помощью линейки и циркуля, а часть при- 
ходится решать приближенными построениями; для многих из 
этих задач Мидорж дает решения. 

В то время как Мндорж в своих нсследованиях конических 
сечений в основном примыкал к древним, Жирар Дезарг (Сгаг 
Пезагоцез, 1593—1662) пролагал совершенно новые пути. Дезарг 
родился з Лионе и был архитектором и инженером. Об этой его 
деятельности известно, что ему на заключение был переслан план 
лионской ратуши и что в окончательном внде этого плана мно- 
гое принадлежит ему; известно также, что он как военный инже- 
нер принимал участие в осаде Ларошели, где в 1628 г. его 
навестил Декарт. Время с 1626 по 1650 г. Дезарг провел в Иа- 
риже, где он часто появлялся на упоминавшихся заседаниях 
математиков и физиков. Об его всестороннем научном образова- 



ФРАНЦИЯ 47 

иии свидетельствует вес, который Декарт придавал его мнению 
относительно своих философских работ. 

Исходным пунктом математической деятельности Дезарга 
служила его практическая работа. В 1630 г. он издал свое уче- 
ние о перспективе, к которому позже добавил сочинения 
о резьбе по камню и о солнечных часах; он дает в них точные 
геометрические обоснования практическим операциям. Что в этих 
своих сочинениях и в своих методах, которые позже в допол- 
ненном виде были опубликованы в работе его ученика, гравера 
по меди Боссе (Воззе), он проводил нечто действительно новое, 
видно, с одной стороны, из горячего признания, полученного им 
у способных учеников, среди которых он кроме Боссе называет 
одного художника и одного резчика по камню, с другой — из 
сильного сопротивления со стороны многих практиков, не пони- 
мавших его и не хотевших отказаться от обычных, менее целесо- 
образных и часто‘ прямо-таки неправильных приемов. Бороться 
© этим сопротивлением было тем труднее, что оно шло от людей, 

которые не могли даже понять приводимых против них аргу- 
ментов. Боссе помимо упомянутого сочинения имел случай пропа- 
гандировать идеи Дезарга на лекциях в Академии художеств. 
Ему удалось получить признание со стороны некоторых худож- 
ников; но сопротивление было столь сильно, что в конце концов 
Боссе было запрещено пользоваться методами Дезарга, что за- 
ставило его просить об увольнении. 

Дезаргу мы обязаны не только практическими правилами по- 
строений и точными геометрическими разъяснениями и доказа- 

тельствами их: его практические установки кашли широкое при- 
менение и для развития самой геометрии. Мы видим это в его 
главном математическом труде, появившемся в 1639 г. Заглавие 
этого труда трудно перевести дословно на русский язык. Его 
можно было бы передать так: „Черновой набросок вторжения 
в область того, что происходит при встрече конуса с плоскостью“ 
(„ВтонШоп рго]есЁЕ Фипе аНение аих 6уепетет{5 Чез гепсопгез 
Чип сопе ауес па ргап“). О судьбе этой работы и заложенных 
в ней богатых мыслей мы будем говорить подробнее в связи 
с разбором ее содержания. Здесь упомянем только, что и это 
сочинение нашло глубокое понимание и получило горячее при 
знание у великих математиков того времени: у Ферма, у Декарта, 
хотя последнему был свойственен в это время совершенно иной 
подход к геометрии, и, наконец, как мы скоро увидим, у совсем 
юного Паскаля; но оно не нашло доступа в более широкие кру- 
ги, не понявшие его основной мысли и отпугнутые большим 
количеством новоизобретенных технических терминов. Сочикение 
это было так скоро забыто, что в ХХ в., после того как содер- 
жавшиеся в нем мысли вновь возникли, развились и упрочились, 
его пришлось печатать по сохранившейся рукописной копии. 

Вслед за этими учеными, стоявшими к Декарту в дружеских 
личных отношениях, но не испытавшими его влияния в своих 
математических работах, я упомяну, хотя и отдаляясь этим на 
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некоторое время от Парижа, Флоримона де-Бон (РотлопЯ 4е 
Везипе, 1601—1652); он был офицером, позже чиновником-юри- 
стом в Блуа и первым французом, вполне примкнувшим к декар- 
тозой трактовке математики. Собственные его математические 
работы нашли поэтому естественное свое место в скоутенов- 
ском издании „Геометрии“ Декарта; одна из этих работ является 
хомментарием к „Геометрии“. Имя его связано, кроме того, 
с несколькими задачами, предложенными им в 1639 г. „знамени- 
тейшим мэтематикам в Нариже и Тулузе“ и давшими Декарту 
толчок к исследованиям нового рода, именно к исбледованиям 
об „обратных задачах на касательные“. 

В этот период, столь блестящий в истории французской мате- 
матики, профессуру по математике в СоЦёзе 4е Егапсе, учреж- 
денную в 1639 г. Рамусом, занимал Жиль Персонн (@\ез Рег- 
зоппе, 1602—1672), получивший по месту своего рождения 
в северо-западной Франции имя Роберваля (Коофегуа!), под которым 
он больше всего и известен. Естественно, что мы встречаем его 

в числе главных участников математических заседаний, а впослед- 
ствии в числе основных членов Академии наук; в трудах Ахаде- 
мия находятся его важнейшие работы (собранные толькр в 1693 г. 
и снова напечатанные в 1730 г. в „Мемуарах Академии“); подобно 
раб там Ферма, они, однако же, сразу получали распространение 
в кружке, к которому оля принадлежал, и срели корреспонден- 
тов его. Ка; мы увидим, особенно плодотворными мыслями 
и значительными достижениями обязаны мы ему в области ин- 
финитезимальных исследований. Однако с талантливостью он 
соединял тщеславие, делавшее его несправедливым и придирчи- 
вым по отношению к тем, кто опережал его с открытиями, 
неосуществленные планы которых имелись у него самого. Это 
тщеслазие порой толкало Роберваля на выступления, компромети- 
ровавшие его, что не упускал случая использовать Декарт, 
в своих спорах с Робервалем. 

Декарт часто с иронией говорит о Робервале, как об офи- 
циальном представителе математики, и это заставляет искать 
тлавную причину его неприязни к Робервалю и насмешек над 
ним в том, что тот при преподавании не уделял должного ме- 
ста новым воззрениям Декарта и даже критиковал некоторые 

места „Геомегрии“. Критика Роберваля далеко не является неос- 
новательной, и мы увидим, что в его совмесгной с Этьеном Пас- 
калем защите метода касательных Ферма истина была на его 
стороне и что в вопросе об определении приведенной длины 
физического маятника он тоже имел превосходство над своим 
противником. Напротив, неправы были Роберваль и младший 
Паскаль в их бурных нападках на Торичелли, который, как те- 
перь выяснено, самостоятельно пришел к тому же методу каса- 
тельных, как и Роберваль. 

Только что упомянутый Этьен ` Паскаль был председателем 
апелляционного суда в Клермон-Ферране; по смерти своей жены 
он отказался в 1631 г. от этого места и переселился в Париж, 
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где он с интерзсом и успехом взялся за математику и физику 
иг первом плане у него стояли, однако, заботы о воспитании 
и образовании своих троих детей. Одним из них был сын, Блэз 
Паскаль (В1а!5е Разса|, 1623—1662), необычайно рано развив- 
шийся. В занятиях математикой отец сперва сдерживал его, так 
как предвидел, что она будет отвлекать его от других прёдме- 
тов; и только тогда, когда он увидел, как далеко мальчик ушел 
самостоятельно, он не только предоставил ему полную свободу, 

но даже стал водить его с собою иа заседания математиков, где 
тот прислушивался ко всем выступлениям с большим вниманием 

и, как это скоро обнаружилось, с большими результатами. 
А именно, он смог здесь настолько усвоить недоступные боль- 
шинству современников взгляды Дезарга, главный труд которого 
появился в 1639 г., что в том же году в возрасте 16 лет он на- 
писал освозанное на этих воззрениях, но в их плане совершенно 
оригинальное сочинение о конических сечениях, в котором их 
свойства выводятся из так называемого теперь паскалева шести- 
угольника. Сочинение это встретило полное признание со сто- 

роны Дезарга и Декарта; последний сначала не хотел верить, 
что оно принадлежит столь юному автору. Напечатана была, 
к сожалению, только часть его „Опыт (теории) конических се- 
чений“ („Езза: зиг [6$ сопиез“, 1640); план остального известен 
по выдержке, сделанной Лейбницем из утерянной впоследствии 
рукописи, которую он взял у семьи Паскаля. Паскаль, провед- 

ший время с 1641 по 1649 г. в Руане, где его отец посту- 
пил ва службу, в 18-летнем возрасте изобрел арифмометр. После 
этого он занимался физическими исследованиями и дал доказа- 
тельство предположению Торичелли, что явления, приписывав- 
шиеся рэньше „боязни пустоты“, обусловливаются давлением 
воздуха. Действительно, произведенный под его руководством 
опыт показал, что барометр на вершине горы Пюи де-Дом стоял 
пиже, чем в глубокой долине. К этому времени относится также 
его сочинение о так называемом арифметическом треугольнике 
и некоторые другие математические сочинения, которые после 
его смерти были напечатаны, но впоследствии были найдены на 

складе не вышедшими в свет. ь 
К числу математических вопросов, привлекавших внимание 

Паскаля по его возврашевии в Париж, принадлежали также за- 
дачи по теории вероятностей; они возникли в связи с некото- 

рыми вопросами, обращенными к нему его знакомым де-Мере, 
ярым игроком, но в то же время человеком, имевшим влияние 
на его гуманитарное образование. Об этом новом роде матема- 
тических исследований Паскаль вел в 1654 г. переписку с Ферма. 
Межлу тем, около этого вр-мени в нем произошел внезапный 

переворот, называемый обычно его „вторым обращением“, — пере- 
ворот, ниравивший его деятельность на другие пути. Строят 
различные предположения относительно внешних причин этого 

перелома; известно, что сильное впечатление произвела на Пас- 

каля внезапная опасность, которой подверглась его жизнь. Из 

4 ценен, История мзтематова 
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того, как он старается в своих „Мыслях“ („Репз6ез“) убедить 
читателя, что искать мира нужно в вере, можно видеть, что свою 
предшествовавшую жизнь Паскаль считае* жизнью греховной. Те- 
перь он переходит к'строжайшему аскетизму. Он не только 
усердствует в воздержании от пищи, питья и удовольствий, 
добавляя к страданиям, производимым его крайне слабым здо- 
ровьем, еще самоистязания, но долгое время он воздерживается 

даже от продолжения своих исследований по математике и фи- 
зике, хотя, как видно из незадолго перед тем составленной про- 
граммы, у него были тогда частью готовы, частью начаты раз- 
нообразные и значительные работы- Бездеятельным он, однако, 

не остается. Он пишет свои „Письма и провиициалу“ („Гейтее 
А шт ргомаса!“), в которых он примыкает к так называемым 
янсенистам в их борьбе против иезуитов. В письмах этих Пас- 
каль проявляет блестящее литературное дарование. Он опровер- 
гает противоречкя, содержавшкеся в догматических нападках 
иезуитов и доминиканцев на янсенистов, с такой сило „ что вся 

образованная Франция оказывается привлеченной на ого сторону: 
его нападкн на казунстическую мораль иезуитов являются сокру- 
шительными, и „Письма“ еще и теперь являются классическим 
образцом французского языка, на развитие которого они имели. 
большое влияние. Писал Паскаль под псевдонимом Луи де-Мон- 
тальт (1013 4е МошаЦе), в воспоминание о барометрическом 
измерении иа высокой горе. Собственная его глубокая религи- 
озность проявляется, олнако, сильнее всего н в „Письмах 

к провинцвалу”, но в записанных в виле изречений и набросков 
и изданных после его смерти „Мыслях“, 

Математическая карьера Паскаля была, однако, еще не закон- 
чека. В 1658 г. он открыл некоторые свойства циклонды, илн, как он 
и другие французские математики называли ее, рулетты. Сестра 
его в написанной ею биографии отмечает, что мысли об этом 
являлись ему как навязчивые идеи в ночн, когда он не мог спать 

из-за зубной боли; в этом она, повидимому, хочет найти изви- 
нение его возвращению к математике. Однако сам он и его 
верующие друзья уже не так смотрели на дело в это время. 
Как раз при содействии одного из этих друзей он смог публично 
назначить приз за решение в течение известиого срока некото- 

рых задач, основывавшихся на найденных им свойствах. Приз, вме- 
сте с собственным решением Паскаля, был передан Каркави, 
который должен был совместно с Робервалем произвести при- 
суждение. Из присланных ответов один, довольно малозначитель- 

ный, принадлежал иезуиту Лалуверу, другой — Валлису. Послед- 
ний ответ вряд ли был столь полным, как тот, что был позже 
напечатан Валлисом, так как и он не был удостоен приза. Кон- 
курс этот дал повод к тому, что другие выдающиеся матема 
тики — Гюйгенс, Слюз и Рен. — не отвечая на самый поставлен- 
ный вопрос, прислали сообщения о других найденных ими 
свойствах цикловды; особое впечатление на французских матема- 
тиков произвело сообщение Рена о ее спрямлении. Паскаль 
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опубликовал к этому времели свою „Историю рулетты“ („Неботе 
Че 1а тошеНе*), содержащую, с одной стороны, упомянутые выше 
напалки на Торичелли в пользу Роберваля, с другой — нападки 
на Лалувера. В 1659 г. появились собственные статьи Паскаля, 
солержащие не только доказательства соответствующих предло- 
жений относительно циклокды, но и общий метод квадратуры или 
интегрирования, по отношению к которому вопросы о циклоиде 
являются только приложениями. Прн издании этих статей Пас- 
каль, предложивший свои вопросы анонимно, пользуется псев- 
донимом Атоз РеНнопуШе, составленным из тех же букв, что и 
1018 4е МопИе „Писем к провинциалу“. 

Среди оставшихся после Паскаля сочинений упомянем об 
отрывке „О геометрическом духе“ („Ое Гезргй эвошешаие“), 
отражающем как религиозно-философские, так и математические 
его воззрения. Паскаль хочет подобно Декарту, но в еще более 
строгой связи с геометрической системой Евклида, приобрести 
достоверное знание на пути, избранном математикой. Знание это 
должно быть получено при помощи определений, аксиом и 
основанных на них доказательств. То, что Паскаль высказывает 

по этому поводу, не представляет ничего нового для чело- 

века, знакомого с геометри но он показывает сверх того, 
как необходимо предъявлять требование такой же строгости. 
при рассмотрении и других вопросов; как раз соблюдение им 
самим этих логических требований и делает его „Письма к про- 
винциалу“ столь убедительными, Приведем, капример, его тре- 
бование, употребляя для краткости слово, которому было дано 
определение, повторять мысленно всякий раз все определение, 
чтобы не допустить ничего свойственного пониманию этого слова 
в обычной речи, но не заключающегося в определении. Как раз 
за несоблюдение этого правила он с большой силой обруши 
вается в первом из „Писем к провинциалу“ на иезуитов и доми- 
никанцев. Хотя Паскаль и утверждает, что математика следует 

его правилу, но надо признать, что в его время она погрешала 
против этого правила, по крайней мере в исчислении бесконечно- 
малых, одним из основоположников которого был он сам. Дока- 
зательства в этой области математики не были . надежными 
именно потому, что термин „бесконечно малая величина" упо- 
треблялся бсз точного ограпичения его содержания. у 

С почти одновременною смертью Ферма, Дезарга и Паскаля: 
наиболее блестящий период французской математнки ХУП в. 
остался позади, и в основанной в 1666 г. Академин нностранец. 
Гюйгенс играл ббльшую роль, чем  математики-французы. 
Среди последних надо все же упомянуть крупкого геометра. 
конца столетия Филиппа де-ла-Гира (РЙрре 4е 1а Ние, 1640— 
1718). Де-ла-Гир, подобно своему отцу, сперва был художником; 
после поездки в Рим он открыл в Париже школу живописи, 
на вскоре перешел к занятиям астрономией и математикой и 

стал членом Академии (1678) и профессором в СоПёве 4е Егапсе 
Первая его профессия дала ему повод к занятиям перспективой 

д 
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которую он, подобно Дезаргу, применил к коническим сечениям, 
не порывая, однако, со старыми методами в той мере, как Дезарг. 
Де.ла-Гир не сделал этого, даже когда познакомился с главным 
трудом тогда уже почти забытого Дезарга. Быть может, эта 
осторожность в отношении к новым воззрениям содействовала 
тому, что его сочинения о конических сечениях, появившиеся 
В 1673 и 1679 гг., и затем главный его труд „Конические сече- 
ния“ („беснопез соп!сае“, 1685) встретили понимание в сравни 
тельно широких кругах и избегли участи произведений Дезарга 
Алгебраическимн исследованиями обязаны мы Мишедю Роллю 
(Мсве! КоПе, 1652—1119), принадлежавшему с 1635 г. к числу 
состоявших Па жаловании члелов Академии. В 1690 г. вышел 
его „Курс алгебры“ („Ттайё 4’ а|еёбге“). 

Вто время как де-ла/Гира правильнее зсего рассматривать 
как выдающегося эпигона предшествующего периода, упомянутый 
выше Вариньон (Уапепоп) и маркиз де-Лозиталь (8е ГНозриа!, 
1661—1704), бывший сперва офицером, но потом всецело отдав- 
шийся научным занятиям, уже всецело принадлежат новому 
периоду, отмеченному именами Ньютона и Лейбница. Лопиталь 
как ученый примыкал как раз к последнему. Ок рано позна- 
комился с первой опубликованной работой Лейбница по дифе- 
ренциальному исчислению (1684), с 1692 г. был в переписке 
< ним и встречался с одним из первых ученых созданной им 
школы. Иоганном Бернулли (]опапп ВегпонИИ, когла тот жил 
в Париже. Знакомство это было ему очень полезно для усвое- 

ния лейбинцева диференциальн эго исчисления, полное изложение 
которого он издал первый в „Анализе бесконечно-малых“ (1696). 
Лопиталь сам говорит, что излагает здесь то, чему его научили 
«Лейбниц и братья Бернулли. Иоганн Бернулли хотел впоследствии 
представить дело тах, что изложение в целом основано не только 
ия устных, но даже на письменных его сообщениях; утвер- 
кдение это по многим соображениям является мало вероятным, 
оно недоступно проверке, и характер Иоганна Бервулли никоим 
образом не служит достаточным ручательством за достоверность 

этого утверждения. 
От Франции мы снова обращаемся к соседним северным 

<транам: Голландии и пограничной между ней и Францией области, 
<бразу - теперешней Бельгии Р по- 
слелией стране мы встречаем в течение ХУП в. троих представите- 
лей католического духовенства, которые существенно способство- 
втли росту зарождавшегося исчисления бесконечно-малых. Первый 
из них — незуит Жав Шарль де-ла-Файль (]еап СВайез де [а Рае) — 
издал в 1632 г. в Антверпене сочинение „О цевтре тяжести частей 
круга и эллипса“ („Бе сепйго ртауНаНз рат сисьй её еЙурз1з“). 
Сочинение это отличается как остроумием приемов, так и 
античной строгостью ни полнотою обоснований — свойствами, 
которые впоследствии были оценены Гюйгенсом, многочисленные 
исчерпывающие исследования которого обладают теми же 
достоинствами. 

зтей главную составную 
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Значительно больше по объему „Геометрический труд“ 
(„Ориз веотейеши“, 1647) другого иезуита, Григория Сен-Вин- 
цента (Стебомиз 5% Ушсепние, 15841667). Григорий родился 
в Брюгге, учился в Риме у Клавия (С!ау!из) и затем стал про: 
фессором в Праге, в стенах которой он находился, когда Декарт 
прикимал участие в ее осаде. При завоевании Праги он лишился 
своих математических бумаг. Вскоре после этого он переехал 
в Веву, а затем вернулся на родину, где прожил до самой 
смерти в Генте. Здесь издал он упомянутый большой труд, 
в основу которого частью легли некоторые из его пражских 
бумаг, через десять лет снова попавших ему в руки. Главной 
целью работы является квадратура круга и конических сечений; 
относительно первой он думал, что ему удалось выполнить ее 
точно. Несмотря на указанные Декартом и Гюйгенсом ошибки, 
„Геометрический труд“ содержит многочисленные методы и 

соображения, говорящие о большой изобретательности автора 
и близко родственные тем, которые в руках других математиков 
(Ферма, Паскаля} приобрели большое значение. Когда в совпа- 
дении с исследованиями Казальери у Григория хотят найти 
плагиат, то не имеют к этому совершенно никаких оснований. 
Сравнение между архимедовой спиралью и параболой, о кото- 
ром здесь идет речь, в такой мере подсказывается работой 
Архимеда, что мысль о нем легко могла возникнуть у различных 
авторов и в действительности возникала и у других, помимо 
Кавальери и Григория. 

Третий бельгиец, которого мы должны здесь назвать, —Ренз 

де-Слюз (Кепв 4е Зизе, 1622—1685), родившийся близ Льежа. 
Слюз учился в Риме, где имел много знакомств, но позже жил, 
оторванный от других математиков, в Льеже, где был каноником. 
Он усердно следил за крулными математическими успехами 
своего времени как по книгам, о приобретении которых он очень 
заботился, так и путем переписки, завязавшейся у него посте- 
пенно с наиболее выдающимися математиками, как, например, 
с Гойгенсом и Паскалем, а впоследствии, при содействии секре- 
таря английского Королевского общества Ольденбурга, с анг- 
лийскими учеными. Королевское общество приняло и его 
в число своих членов. Из писем Слшюза видно, что он умел по- 

своему трактовать возникавшие тогда инфинитезимальные задачи. 
Опубликовал он немного. Важнейшая его работа „Отыскание 
середины“ („МезойаБита“) появилась в 1659 г. и в расширенном 
виде в 1668 г. Она рассматривает определение двух средних 
геометрических с помощью конических сечений; но Слюз под- 
ходит здесь также и к инфинитезимальным вопросам. Его метод, 
касательных, которым он владел уже в 1652 г. и который он 
позже усовершенствовал, в совершенно кратком изложении и 
по настойчивым просьбам Ольденбурга был напечатан в 1673 г. 
в журнале Королевского общества „РаИозориса! Ттгапзасйой$“ 
(„Философские труды“). Слюз пользовался заслуженным уваже- 
нием также как филолог, в частности как знаток восточных 
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языков; в качестве такового он смог познакомиться с новооткры- 
тым арабским изданием дотоле утерянных книг Аполлония, 
раньше чем они появились в переводе; сверх того у него име- 

лись основательные исторические исследования, и наконец, он 
был сведуш в юриспруденции. 

Уже одно присутствие Декарта в Голландии должно было 
установить связь между развитием математики во Франции и 
в этой сгране, столь выросшей во всех отношениях после осво- 
бодительной войны. Великий французский философ и математик 
нашел здесь горячего приверженца в лице Франца Скоутена 
{Ртапё уап Зспосеп, 1615—1660), унаследовавшего от своего 
отца место профессора математики в Лейдене. Собствепиые его 
„Математические этюды“ („ЕхегсНаНопез тафетсае“) имеют 
значение, главным образом, благодаря заключающимся в них 
выдержкам из других писателей; наибольшей заслугой его 
является упомянутое уже издание сочинений Виета в 1646 г. 
и „Геометрии“ Декарта на латинском языке, сперва в 1649 г., 
а затем в 1659 г., с комментариями и дополнениями, принадле- 
жащими как ему самому, так и другим авторам. Наиболее зна- 
чительные из этих добавлений написаны двумя более моло- 
дыми голландскими математиками Гейратом и Гудде, которым 
Скоутен давал также для решения трудные инфинитезимальные 
задачи, присылавшиеся ему его знаменитым учителем Гюйгенсом. 

Из работ Генриха Гейрата (Нешисй уап Неигасй) известно, однако, 
только упомянутое маленькое добавление — оно является первой 
напечатанной работой, содержащей спрямление алгебраической 
кривой, Иоганн Гудде (опаппез Ни@Че, 1628—1704) родился 
в Амстердаме. Он занимался правом, но уделял время и матема- 

тике. которую применял также и практически, работая, например, 
по сооружению шлюзов. Сверх того он принимал деятельное 
участие в амстердамских городских делах; он даже был там девят- 
надцать раз мэром. Деятельность его как математического писа- 
теля огракичивается двумя дополнениями к „Геометрии“ Декарта, 
касающимися приведения уравнений и максимальных и минималь- 
ных значений; в свое время мы будем говорить о них подробнее. 
Статьи эти названы выдержками из более крупного труда, кото- 
рый, однако, никогда не появился, быть может потому, что 

работы Ньютона и Лейбнииа слелали его излишним. Гулле 
имел случай беседовать об этих вопросах с различными матема- 
тиками, посещавшими его время от времени в Амстердаме, 
а также с Лейбницем. 

Среди авторов дополнений к лекартовой „Геометрии“ мы 
встречаем еще де-Витта (ап Че УИ, 1623—1672). Де.Витт учился 
в 1641 —1645 гг. в Лейдене. Через некоторое время после этого 
он как лидер республиканской партии стал во главе управления 
своим отечеством и, благодаря своему уму, дельности и редкой 
в то время неподкупности, положил предел продвижению Людо- 
вика ХУ на север; дальнейшие военные неудачи и усиление 
враждебной партии стоили де-Витту жизни; в 1672 г. он был 
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убит своими соотечественниками. Его обширная деятельность 
оставила ему все же время написать сочинение о величине по- 
жизненной ренты, появившееся за год до его смерти. Оно имеет 
практическую цель, но основано на математических исследова- 
чиях, справедливость которых он поручил в приписке проверить 
Гудде. 

Выше всех среди нидерландских математиков стоит, однако, 
Христиан Гюйгенс (СвизНап Ниусенз, 1629—1695), имя которого 
одинаково знаменито мак в истории математики, так и в истории 
физики, Гюйгенс происходил из дворянского рода; дед и отец 
его принадлежали к наиболее верным приверженцам Оранского 
дома. Отец, Константин Гюйгенс, был дипломат, человек разно- 

сторонне, в том числе и математически образованный, притом 
любитель искусства, обладавший и сам немалым поэтическим 
дарованием. Он дал своим сыновьям, из которых Христиан был 
его любимцем, очень тщательное и очень раннее образование; 
частью он занимался с НИМИ сам, когда его многочисленные 
поездки оставляли ему время для этого. Однако упражнения 
в сочинении латинских стихов интересовали на этих уроках 

Христиана Гюйгенса меньше, чем механика, конструирование 
и практические работы, которые он сам связывал с этими заня- 
тиями. Шестнадцать лет он вместе со своим братом Константином, 
бывшим позже его верным помощником во мкогих работах, посту" 
пир в Лейденский университет, а через два года в университет 
в Бреда. Целью было юридическое образование, но для Христиана 
главным сделалась математика; з Лейдене он нашел учителя 
и друга в Скоутене, который связал его с Декартом и с Мерсен- 
ном, а через последнего со всеми великими математиками того 
времени. 

После короткого путешествия с нидерландским посольством 
в Данию и пребывания при тамошнем дворе, находившемся 
тогда во Фленсбурге, Гюйгенс поселился в Гааге, где усердно 
занялся научными исследованиями. Что касается математики, 

то он с большим интересом и успехом брался за различные 
вопросы, занимавшие математиков того времени, Об этом свиде- 
тельствуют отдельные его сочинения, например, о квадратуре кони- 
ческих сечений с помощью определения центров тяжести; сочине- 
ние „О расчетах в азартной игре“ („Бе ганочтИз {п 140 а1еае“), 
положившее наряду с одновременными работами Ферма и Паскаля 
основание теории вероятностей и включенное Скоутеном в его 
„Математические этюды“; далее „О найденной величине круга" 

(„Бе сисш! тавпни@те туепа“). Весьма разнообразные резуль- 
таты, найденные им, содержатся далее в его обширной корреспон- 
денции с Скоутеном, парижскими математиками, Слюзом и дру- 
гими. Гюйгенс проявляет здесь часто большое искусство в реше- 
нии встречающихся ему инфинитезимальных задач, не устанавливая, 
однако, особого метода их решения; но эта большая свобода 
в приемах связана как раз с большим богатством мыслей. Впо- 
следствии Гюйгенс получил многие важные результаты, которые 
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теперь относятся к исчислению бесконечно-малых, но которых он 
сумел достигнуть путем изящного применения средств, имеющихся 
уже в античной геометрии. Способность к тонкой критике, кото- 
рой требует рассмотрение каждого отдельного вопроса прн от- 
сутствия общих методов исчисления бесконечно-малых, Гюйгенс 
проявил уже в Лейдене, показав ошибочность предлоложения 
Галилея, что тяжелая однородная нить принимает форму пара- 
белы, и дав затем даже распределение массы, соответствующее 
этой форме. В Гааге он подверг публичной критеке квадратуру 
круга Григория, но придал этой критике такую форму, что она не 
помешала дальнейшим дружеским отношениям между ними. 

Сам Гюйгенс, которому мы обязаны столь многими важными 
результатамя, говорил, что он меныше ценит результаты, чем 
безупречность вывода и ясность доказательства. 

В то время как гюйгенсова критика Галилея и Григория, 
а также и Кавальери возбуждали восхищение его учителя Скоу- 
тена, этот ревностный картезнанец не осмелилися вдаться в кри- 
тику декартовых принципов движения или способствовать рас- 
пространениг такой критнки. Но как раз новые принципы, выстав- 
ляемые Гюйгенсом вместо декартовых, а именно: принцип дРиже- 
ния центра тяжести и ограниченное, но правильное установление 
принципа живой силы, являются в связи с галилеевым законом 
падения основанием его математических исследований об ударе 

упругих тел. центробежной силе и о приведенных длинах маятни- 
ков. Последние находятся в его главном математическом труде 

„О маятняковых часах“ („Пе пого1оэю о5сШаюпо“3; в этом сочи 
нении содержатся также важное математическсе исследование 

© падении по циклойде и учение об эволютах. Сочинение это 
появилось только в 1673 г. но многое изего седержания стало 

различными путями известно уже раньше. 
Математические исследования образуют лишь олну сторону 

названных здесь работ. Результаты исследований были прове- 
рены опытамн, а поводом к математическим исследованиям 

в только что упомянутом труде послужило изобретенне Гюйген- 
сом часов с маятником, о значении которых в повседневной 
жизни, в астрономии и при измерении силы тяжести нам нет 
надобности говорить. Наряду с занятиями механикой Гюйгенс 
предпринял в Гааге исследования по оптике и с помощью своих 

усовершенствованных телескопов открыл спутников и кольцо 

Сатурна. 
Из Гааги Гюйгенс неоднократно ездил в Париж и в Англию, 

где в 1663 г. стал членом только что основанкого Корслевскоге 
общества. 

В 1666 г. он перебрался в Париж на ллительнсе время, при- 
няв почетное предложение быть первым председателем Академик 
наук. Ему принадлежит значительная доля заслуг в крупных 
астрономических работах, проведенных соответствующим разделом 
Академии. Умел он извлекать результаты и из более случайных 
опытов естествснно-исторического раздела. Так, он имел случаё 
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на трупе, переданном Академии для исследования, убедиться 
в приспособляемости глаза, вполне исследованной, однако, лишь. 
значительно позже. В лаборатории Академни он сконструировал 
пороховую машину по тому же принципу, который через 260 
лет применили к газовому двигателю. Помощником его в этой 
работе был молодой Папин, впослелствии один из изобретателей 
паровой машины. 

Сверх того Гюйгенс продолжал в Париже свои собственные 
работы, издал здесь, как уже упомянуто, свою работу о маят- 
нике и написал здесь свой „Трактат о свете“ („ТгаН6 4е 1а Пит{- 
ге“), вышедший в 1691 г., в котором впервые изложена и поло- 
жена в основу важнейших световых явлений волновая теория. 
Подобно тому, как эта теория представляет собою противопо- 
ложность одновременной ныотоновой теории излучения, Гюйгенс 
отказался и от ньютонова учения о притяжении, не признавая 

дальнодействия за механическое объяснение, за что его Ныотон 
собственно также не выдает. Отношения между обоими учеными 
были, впрочем, хорошими; Ньютон удивлялся, например, тонко- 
сти доказательств Глойгенса. Теснее с Гюйгенсом связан был Лейб- 
ниц; но Гюйгенс, проведший уже столько инфинитезимальных ис- 
следований без техники диференциального исчисления, не мог 
в старости освоиться с нею. 

Для поправления здоровья Гюйгенс поехал в 1681 г. из Пари- 
жа на родину; отмена Пантского эдикта помешала ему вернуться 

назад. 
После его смерти важнейшие работы его были в 1724 г. со- 

браны и изданы под заглавием „Различные сочинения“ („Орега 
уапа“). В погледние годы к этому прибавилось издание всех 
сохранившихся лисем его и к нему. 

Необычайный подъем, испытанный математикою в середине 
ХУИП в. на западно-европейском континенте, в конце века полу- 
чил прололжение по ту сторону Ламанша, где были проложены 
новые пути и получены крупные новые результаты. Впереди 
других шел там в этом отношении оказавший немалое влияние 
на своих последователей Джон Валлис (Допп а, 1616 - 1703), 
сын кентского священника. Валлис получил хорошее классическое 
образование, но с арифметикой познакомился только случайно, 
и занимался ею затем в часы досуга для своего удовольствия. 
У него была феноменальная память на числа, так что однажды 
в бессонную ночь он вычислил в уме 27 цифр квадратного 
корня из 53-значного числа и утром продйктовал их. Занимаясь 
самообразованием, он стал читать математические книги, которые 

случайно попадались ему; по большей части эти книги носили 
прикладной характер. Затем он познакомился, однако, также 
© инфинитезимальными исследованиями Торичелли и Кавальери 
и с „Геометрией“ Декарта, а позже с античными математиками. 
Если добавить к этому пробудившийся у него несколько позже 
интерес к криптографии и его способности к расшифровке крип- 
тограмм, то мы будем иметь некоторый материал для понима- 
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ния его особенностей как математика. Значением своим он обязан 
главным образом своей способности к числовой индукции — интер- 
поляцни, как он называл ее — и своему чутью каналогии. Благодаря 
этим свойствам он пришел к имеющим большое значение общим 
результатам; некоторые из них были строго доказаны современ- 
ными ему математиками, справедливость же других была дока- 
зана лишь впоследствии. 

Обращаясь снова к его биографии, заметим, что по оконча- 
ниц курса учения он сперва занимал в разных местах должность 
капеллана, затем получил место младшего преподавателя 
в Кэмбрндже, но скоро отклзался от этой должности, женился 
и жил затем некоторое время в Лондоне на свои средства. Здесь 
он, примкнув к кружку ученых, о которых мы будем говорить 
ннже, продолжал свои занятия математикой и поинимал участие 
в политической жизни. Уже в бытность капелланом он оказал 
олнажлы парламентской партии услугу расиифровкой одной 
депеши; в Лондоне он продолжал быть приверженцем этой 
партии, принадлежа к ее умеренному крылу, будучи, например, 
против казни короля. Оливер Кромвель относился к нему с уза- 
жением нв 1649 г. сделал его профессором севилевой кафедры 
геометрии в Оксфорде (раньше это место занимал Бригг). Место 
это Валлнс сохранил и после реставрации и соедикил с ним 
должность королевского придворного канеллана. Таким образом 
Валлис, как позднее некоторые французские математики эпохи 
великой революцин (например Ланлас), хорошо уживалея как 
с революционным, так и с реакционным режимом. Эта полити- 
ческая беспринципность была вполне сознательной. Так, при дик- 
татуре Кромвеля Валлис, располагая сведениями, которые он 
получал при расшифровке перехваченкой корреспонденции роя- 
листов и которые могли скомпрометировать ряд лиц, предусмот- 
рительно сохранял эти сведения втайне. Также и позже при 
господстве Оранского дома Валлис сохранил свое влияние и про- 
должал оказывать помощь при криптографических работах. По 
его совету было отвергнуто введение грегорианского календаря, 
из страха перед влиянием Рима. 

Главный труд Валлиса „Арифметика бесконечных величин“ 
(„АгИютенса типИогат“) появился в 1655 г. К нему было при- 
соединено аналитико-геометрическое исследование конических 
‹ечений. Его „Переписка“ ( „Сонитегсии ер1$ сила“, 1658} содер- 
жит главным образом рассмотрение задач Ферма по теории чисел. 
В сочинении „О циклоиде“ („Ое субо@е", 1659} Еаллис решает 
задачи Паскаля об этой кривой. К 1685 г. относится’ появление 
его „Трактата алгебры‘ |„Ттеаёзе оЁ А|зеБга“). Полное издание 
его сочинений вышло в 1693—1699 гг. 

Вышеупомянутый кружок, в котором Валлис стал одним из 
наиболее выдающихся членов, собирался приблизительно с сере- 
дины столетия то в Лондоне, то в Оксфорде главным образом для 
совместного планирования и выполнения физических опытов; 
однако, так же как в в Париже, с этим связано было и более 
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широкое взаимное научное влияние. Эта совместная работа, в ко- 
торую путем перегиски были вовлечены также иностранные уче- 
ные, оказалась настолько плодотворной, что после реставрации 
решено было обеспечить ее продолжение учреждением Королев- 
ского общества (Гоуа| бое}, начавшего вскоре после этого 
издание своих „Философских трудов“ („РнИозорШса! ТгапзасНоп8“). 

Первое место среди тех, кто подготовил и основал это обще- 
ство и сразу придал ему большое значение, занимал, конечно, 
химики физик Роберт Бойль (Кобе! Воу!е). Другим его физиком 
был Роберт Гук (Вофей Нооке, 1635—1703), сын священника, рано 
‘обнаруживший большие способности как к механике, таки к 
математике. В Обществе он проявил себя как неутомимый экс- 
периментатор и богатый идеями исследователь, нередко заранее 
догадывавшийся о том, что другие строго обосновывали лишь 
позже. Это обстоятельство при раздражительности его харак- 
тера часто приводило его к бурным спорам относительно 
авторства, например с Ньютоном. Наиболее значительным мате- 
матиком этого кружка был Валлис; но кроме него там было 
еще несколько человек, которым мы обязаны важными успехами 

в математике. 
Среди них назовем Кристофа Врена (Сыпз{орй тен, 1632—1723), 

у которого кружок собирался в Лондоне, когда он был профес- 
сором астрономии в Отезпаи СоПеее. Позже (1660—1673) был 
пи прафесспрам севилевлй кафедры агтрономий п Оксфарле. 
Он оказывался особенно полезным членом общества благодаря 
своей способности искусно производить наблюдения и опыты; 
он часто пользовался при этом саморегистрирующими инстру- 
ментами. Он предпринял между прочим опыты для изучения 
удара упругих тел („РиИоворыса! ТталзасНопз“, 1669), законы 
которого Гюйгенс, однако, открыл уже раньше. При естественно- 
исторических исследованиях очень полезны оказывались его 
способности к графическим работам. Врен пользовался графи- 
ческими построениями и для целей астрономии; в частности он 
применил циклоиду, длину дуги которой он нашел первый, 
к решению так называемой задачи Кеплера. Вскоре после учре- 
ждения Королевского общества, председателем которого он был 
в 1680—1682 гг., он дал в одной своей речи полную программу 
его деятельности. Сверх того он уже тогда начал карьеру архи- 
тектора. Под его руководством построен между прочим боль- 
шой купол храма святого Павла. 

Первым председателем Королевского общества был зиконт 
Вильям Броункер (И Шат Вгозупскег, 1620—1684), изучавший мате- 
матику в Оксфорде и после реставрации занимавший различные 
высокие должности. Сведения об его исследованиях по теории 
чисел и его применении бесконечных непрерывных дробей имеются 
у Валлиса, а работа его о квадратуре гиперболы помещена в 
„Рюзоршса! Тгапзас#015“. я 

Далее, мы должны упомянуть Вильяма Нейля <МУННат №1 
или Меце, 1637—1670). который, по сообщению Валлиса, первый 
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нашел в 1657 г. в Оксфорде, где он учился, длину кривой. 
именно длину полукубическои параболы; Генрат (Неигае) и Ферма 
получили впоследствин тот же результат незавиенмо от него. 
Нейль с 1663 г. был деятельным членом Королевского общества, 
но ранняя смерть разрушила возлагавшиеся на него надежды. 

Среди математиков, принадлежавших к тому же обществу, назо- 
вем еще голштинца Николая Меркатора (№0115 Мегсаог). Настоя- 
щая фэмилия его была Кауфман (что значит „купец“). „Меркатор“— 
это перевод фамилии на латинский язык (купец по-латыни — тег- 
са10г). Меркатор учился в Копенгагене и в Ростоке; в Лондоне, 
будучи членом общества, он написал наиболее значительный из 
своих математических трудов „Логарифмотехнику“ {, Говайто- 
{еспо1са“, 1667). Впоследствии он уехал во Францию, где прини- 
мал участие в водопроводных работах в Версале, и в 1687 г. 
умер. й 

Наконец, наряду с упомянутыми математиками из Лондона 
и Оксфорда назовем еще несколько более молодого Эдмунда 
Галлея (Еатип@ НаЙеу, 1656—1742), хотя он был главным обра- 
зом астрономом и хотя деятельность его частично выходит за 

пределы рассматриваемого в этой книге пернода. Галлей был 
сыном богатого пивовара в Лондоне; в 1673 г. он приехал 
учиться в Оксфорд, куда привез с собой инструменты, употре- 
блявшиеся им для астрономических наблюдений уже в детстве. 

Позже он наблюдал на острове святой Елены южное звездное 
небо и по возвращении в 1678 г. представил Королевскому 
обществу, членом которого он стал в зто же время, звездный 
каталог, составленный им на основании своих наблюдений, 
О содействии, которое Галлей оказал Ньютону в деле опубли- 
кования его трудов, мы будем говорить ниже. Здесь надо 
только упомянуть, что, неся издержки по изданию, он уже не 
был богатым человеком, так как отец его тогда только ито умер 
в бедности. Позже он все эже смог сообщить Ньютону, что вы- 
ручка от продажи покрыла расхолы. За свои матеркалистические 
воззрения он не был допущен к занятию в 1691 г. севилевой 
профессуры астрономии в Оксфорде, однако, в 1703 г. стал 
преемником Валлиса по севилевой профессуре гесметрин. Мы 
не будем говорить здесь о крупных заслугах Галлея как астро- 
нома и его исследованиях по метеорологии и земному магне- 

тизму, но укажем на его перевод с арабского сочинения Апол- 
лония „О пропорциональном сечении" и его издании „Конических 
сечений“ Аполлония со включением переведенных им с арабского 
пятой, шестой и седьмой книг. Эти издания и высказанные им 

догадки о содержании восьмой книги „Конических сечений“ 
обнаруживают такое проникновение в ход мыслей греческих 
математиков, каким обладали еще ученые, подобные Ферма, 
Гюйгенсу и Ныотону, а позже Роберту Симсону, но которое 
с тех пор стало значительно реже, так как, овладев могуще- 
ственным формальным аппаратом современности, математики 

утратили понимание того, что могут дать старые формы. Гал- 
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леевы таблицы смертности, о которых мы еще будем говорить, 
находятся в „РЫИозорШса| ТгапзасНопз“, ХУП. 

Два члена Королевского общества могут быть упомянуты 
здесь с тем же правом, как раньше Мерсенн и Каркави в Па- 
риже; —это Ольденбург и Коллии. Генрих Ольденбург (Нешисв 
О'Чепьиге, 1615—1677} родился в Бремене, но с 1640 по 1648 г. 
жил в Лондоне. Вовторой раз он приезжал туда с дипломатической 
миссией к Кромвелю: позже он жил в Оксфорде, где находился 
в тесных сношениях с Бойлем и Валлисом и принимал участие 
в совместных естественнонаучных исследованиях, При учрежде- 
ний Королевского общества он стал олним из его первых секре- 
тарей. Он взял на себя этим большую работу, так как на его 
обязанности лежало ведение журналов о трудах общества, изда- 
ние „Трудов“, а главное, обширная переписка со многими иного- 
родними и иностранными учеными, находившимися в сношениях 

с обществом. Он стал также связующим звеном и между ними. 
Так, имевшая большое значение переписка, которая велась 
в 1676 г. между Ныютоном и Лейбнинем, адресовалась Ольден- 
бургу как секретарю общества и получала благодаря этому зна- 
чительно более публичный характер, чем если бы это был просто 
обмен мыслями двух великих людей. 

Менес официальное положснис. занимал Джен Коллин (оп 
"СоШпз, 1625 —1683), бывший книготорговцем, а во время гра- 
жданской войны ставший моряком. После реставрации он зани- 
мал различные маленькие должности и получал маленькую пенсию; 
для пополнения доходов он брал трудные вычислительные ра- 
боты. Право быть упомянутым здесь дают ему не его собствен- 
ные труды по математике и ее приложениям, но искренний 
интерес, с которым он следил за математическими успехами 
«своего времени и помогал ученым словом и делом, С одной сто- 
роны, он содействовал им при издании их книг, с другой — он 
вел чрезвычайно обширную переписку, с помощью которой все 
время держал их в курсе новейших достижений науки. 

Среди заграничных ученых, поддерживавших при посредни- 
честве упомянутых сейчас лиц сношения с лондонскими матема- 
тиками и с Королевским обществом, мы уже упомянули Слюза 
и Гюйгенса. Внутри Великобритании можно начать в этом отно- 

шении с шотландца Джемса) Грегори (Датез Огерогу, 1638—1675), 
<ына священника. По материнской линии он былв родстве 
с Андерсоном, учеником Виета. 

В 1663 г. Грегори первый выдвинул идею конструкции зер- 
кального телескопа. 1664—1667 гг. он пробыл в Падуе, где им 
была издана в 1667 г. „Истинная квадратура круга и гиперболы“ 
(„Уега смен еЁ ПурегБо[!ае диа4гашга“}, произведение, подверг- 
шееся несправедливой критике Гюйгенса; впоследствии к нему 

была добавлена „Всеобщая часть геометрии" („@еотештае рагз 
пифуегва!1“). 

В 1668 г. Грегори стал членом Королевского общества и про- 
фессором в университете святого Андрея, в 1674 г. профессором 
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в Эдинбургском университет В 1668 г. он издал „Геометриче- 
ские этюды“ („ЕхегсИаНотез зеотетсае“), а в 1672 г. „Геометри- 
ческие попыткн изучения звиженил маятника н брошенных тел“ 
{„Тепапипа ацаедаш сеотешса Че пои рейфый её рюсацил“). 
Мы увидим, что в названных здесь трудах Грегори сделал весьма 
существенный вклад в начинавшуюся тогда разработку инфини- 
тезимальных вопросов и, в частности, что подобно Ньютону. 
с которым он поддерживал связь через Коллина, он ввел широ- 
кое унотребление бесконечных рядов. Ранняя смерть помешала 

ему далее следозать за Ныотоном по его блистательному пути. 
Прежде чем перейти к Ныюотону, бессмертные работы кото- 

рого были выполнены, как известно, в Кэмбрндже, надо вспом- 
нить ого предшественника но кафедре в университете этого 
города, его учителя и зруга Исаака Барроу (Баас Ватолу, 
1630—1677). Этот весьма выдающийся человек, сильно содей- 
ствовавший развитию математики, был сыном торговца мануфак- 
турой, состоявшего на службе у Карла |. Верность королю при- 
вела отца к гибели; равным образом верность Стюартам и 
епископальной церкги создавала в пернол поред реставрацией 
трудности сыну. Благодаря чужой помощи ему все же удалось 
продолжать занятия в Кэмбридже, начатые при более благо- 
приятных обстоятельствах: но из-за своих политических убежде- 
ный оп пе сыц: получигь эдесь профессуру по греческому языку, 
на которую имел шансы, несмотря на свою молодость. Кроме 
древних языков Барроу изучал математику, профессором кото- 
рой был Валлис. Даже и математику рассматривал он как вспо- 
могательный предмет для теологии, иотому что „чтобы быть 
хорошим теологом, надо знать хронологию которая требует 

знания астрономии, требующего, в свою очередь, знания геоме- 
трин". Условия на его родине толкнули сго ил чужбину. в путе- 
шествие (1655—1659), в котором он кроме Франции, Италии и 
Германии побывал также на востоке и испытал разные при- 
ключения. Быть может. во время этого путешествия он при- 
обрел имевшее столь большое значение для его собственных 
работ знание сочинений Галилея и Торичелли; может быть, 
впрочем, он обязан этим знанием влиянию Валлиса. 

Тотчас же по возвраци 
сан, а затем, как только изменились политические обстоятельства, 

нолучил профессуру по греческому языку в Оксфорде, потом 
профессуру по геометрии в Отезпатл СоПесое в Лондоне и, нако- 
нец, в 1663 г. профессуру математики в Кэмбрнлже. Во время 
этой преподавательской деятельности он написал свое наиболее 
значительное математическое сочинение „Лекции по математике“ 
(„ГесНопез тафетабсае“), служащее продолжением „Лекций 
по оптике“ („лесНопез орНсае“): при содействни Коллина в 
1669—1670 гг. вышло первое издание, в 1674 г. — второе. Как 
неоднократно упоминает сам Барроу, он получал при этом раз- 
личные имнульсы и советы от молодого Ныютона, который за 

два года до занятия Барроу кафедры в Кэмбрндже был включен 

ни Барроу вре н Барроу прь 
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в списки студентов этого университета. Указания крайне добро- 
совестного Барроу и наши сведения о формах, какие приняли 
приемы самого Ныюотона уже в 1665—1666 гг., позволяют выде- 
лить те места, где это содействие могло быть особенно зна- 
чительным; и все же тогда остается принадлежащим одному 
Барроу такой основной для всей книги пункт, как ясное уста- 
новленне взаимной обратности межну залачами, решлемыми те- 
перь диференцированием и интегрированием, и применение ее 
к решению так называемых обратных задач на касательные, 
т. е. таких задач, которые выражаются теперь с помощью 
диференциальных уравнений. Барроу применяет, правда, указан- 
ную зависимость только к тому, чтобы сводить простые задачи 

этого рода к квадратурам: но под рукою Ныотона и Лейбница 
эта зависимость должна была вскоре образовать основание но- 
вого анализа бесконечно-малых. 

Много или мало Барроу был обязан в названной книге содей- 
ствию Ныотона, но превосходство Ныюотона как математика было 
ему, повндимому, вполне ясно; он решил поэтому, хотя ему са- 
мому было только 39 лет, передать ему свое преподавательское 
место в Кэмбридже. Этот необычный шаг ок мотивировал тем, 
что математика отнимала у него время от тех дел, к которым 
его обязывал его священнический обет. Во всяком случае он 
проявил этим большое бескорыстие, так как первое время после 
его отставки ему пришлось довольствоваться скудными дохо- 
дами. Впоследствии благодаря Карлу П, у которого он был при- 
дворным проповедником, его обстоятельства улучшились. Как 
проповедник он приобрел себе славу, которая в его отечестве 
нисколько не уступает его известности как математика. Он про- 

должал притом и математическую работу и издал, по побужде- 
нию своего друга Коллина, некоторых из греческих математиков. 

Исаак Ныотон (1заас Мемйоп, 1642—1727, к которому мы 
теперь обращаемся, был сыном арендатора из Линкольншира, 
умершего до рождения сына. Сперва он проходил несколько 
расширенный школьный курс обучения, но так как его отчиы 
тем временем умер, то ему рако пришлось вернуться домой, 
чтобы взять на себя ведение хозяйства. К этому, однако, у него 
не было влечения, он больше интересовался занитнями пли нзго- 
товлением солнечных часов, механических кунстштюков и т. п. 
Таким образом сн продолжал свои занятия, пока сводившиеся 

главным образом к изучению древних языков, и в 1661 г. посту- 
пил в Кэмбриджский университет. Здесь он с большим ‘усердием 
погрузился в математику. кийда он вначале оценил недоста- 

точно, находя, что нелепо доказывать самоочевидные вещи; но 
позже он не только восхищался строгими формами древних, но 
и сам пользовался ими. Напротив, декартова геометрия, которой 
он первый дал имя „аналитической“, сразу пришлась ему по 
вкусу. Далее он изучал принес бесконечно-малых“ Валлиса 
пс 1663 г. слушал лекции Барроу. Одновременно началась также 
его собственная неутомимая работа мысли, которая, как расска- 
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зывают, могла до того поглощать его, что он совсем забывал об 
окружающем. Подтверждение этому мы находим в его ответе 
на вопрос о том, как он может решать такие трудные задачи: 

„Постоянным размышлением о них“. 
Наилучший случай сконцентрировать свои мысли предсгавился 

ему, быть может, у него дома в Линкольншире, когда эпидемия 

чумы побудила его оставить Кэмбридж. Во всяком случае известно, 
что как раз в это времн (1665—1667 гг.} он обосновал свои важ- 
нейшие математические открытия: распространение формулы 
бинома на степени с дробными и отрицательпыми показателями 
и в связи с этим широкое прамепение бесконечных рялов, свой 
метод касательных, совпалающий с его прямым исчи`лепием 
флюксий, обозначения которого он начал употреблять уже тогда, 
н обратное исчисление ф'моксий, т. с. применение взаимной 
обратности между „днференцированием“ и „ннтегрированнем“ 
к совершенно новому и систематическому нахождению квадратур. 

Применение это, пролагаощее новые пути в математике, при- 
надлежит ему, хотя о самой взаимной обратности ои мог узнать 
на лекциях Барроу. Тогда уже был ему ясен и закон всемирного 
тяготения. Ов паходил подтверждение его в третьем законе 
Кеплера (применениом к круговым путям) — мысль, почти одпо- 
временио возникшая также у других--у Врена и Гука — и соот- 
ветствующая гюо#генсову определению центробежной силы: но 
Ныютон при этом нашел, что прятяжение, удерживающее Луну 
на её орбите, должно быть 10 же, что и заставляющее падать 
на землю яблоко с дереза. Правда, вследствие неточности тог- 
дашних данных относительно величины земного радиуса, Ньютон 
не мог еще в то время получить тождественных результатов 
для обоих падений; но до поры до времени он утешался возмож- 
ностыо существования других побочных влияний. Полного под, 
чверждения своего мнения добился он в 1672 г., когда на засе- 
дании Королевского общества, в члены которого он только что был 

прикят, был сообщен результат пзкарова измерения градуса. 
Около этого же времени начал оз конструирование зеркального 
челескопа, убедившись. что примененню одной отдельной линзы 

мешает цветорассеяние. 

Ныотон тогда же изложил свон вышепониевованные круп- 
ные чисто математические открытия в письменной форме—в со- 
Зинениих, из которых сочинение о фаюкевих (и ьч 
обратное исчисление флюксий) лежнт в основе появившегося 
только в 1704 г. „Трактата о квадратуре кривых” („Пас в Че 
ччафкайиее сигуагитла“). Сочинение его „Об анализе при помощи 
уравнений с бесконечным числом членов“ („Ое апа!уз! рег аедиа- 
Чопез патего {егтупогат ИИа$“), в котором ой развивает 
свое учение о бесконечных рядах, поясняет это ученне весьма 
важными приложеннями и при этом в виде примера разбирает 
основной принцип прямого и обратного исчисления флюксий 
{без применения, однако, особых названий н оЗозначений), — напи- 
сано в 1665 г. и тоже осталось пока лежать у него самого. 
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Когда в 1669 г. появилась „Логарифмотехника“ Меркатора, со- 
держащая одно частное применение метода бесконечных рядов, 
то это, как утверждает сам Ньютон, ослабило его интерес к его 
собственной гораздо более общей работе, так как он думал, что 
Меркатор и его читатели могут теперь получить все его резуль- 
таты; однако он показал свою рукопись Барроу, и тот нашел 
нужным тотчас же отослать ее Коллину, чтобы при его сод 
хтвии ее содержание стало более широко известным. Благоларя 
Коллину познакомился с ньютоновым применением рядов Грегори; 
впоследствии, в 1676 г. эту работу просматривал у Коллина 
Лейбниц; но напечатана она была только в 17И г. Не лучше 
обстояло дело с главным математическим трудом Ныютона 
„Метод флюксий и бесконечных рядов“ („Ме Нойи$ Нижопита её 
зецегит шмНпНагии“). Труд этот первоначально был написан как 
введение к английскому изданию одной голландской алгебраиче- 
ской работы; позже Ныотон решил издать его как дополкение 
к своей собственной работе по оптике (1671); однако рукопись 
так и осталась лежать и была напечатана только после смерти 
автора. Учение о флюксиях выступает в этом труде как замкну- 
тая система: рассматриваются не только прямое и обратное 
исчисления флюксий и их ближайшие приложения к определе- 
нию касательных, нахождению максимальных и минимальных 

значений и квадратурам, но также дельнейшие геомегрические 
приложения к кривизне и, наконец. уравнения с флюксиями, со- 
ответствующие теперешним диференциальным уравнениям. О со- 
держании этого труда к Коллину поступило только совсем 
краткое сообщение. 

Между тем то, что стало известно о работах Ньютона, воз- 
будило у Лейбница желание получить более обстоятельные све- 
дения, особенно об употреблении Ньютоном бесконечных рядов. 
При содействии Ольденбурга Лейбниц получил в 1676 г. от 
Ныотона два содержательных письма по этим вопросам. Вместе 
< хранившимся у Коллина „Анализом“ они давали наиболее 
полное представление об инфинитезимальных исследованиях 
Ныотона, какое только тогда можно было получить. Правда, 
они не дают полных сведений о принципе и применениях метода 
флюоксий, не говоря уже об его технике и символике; но много- 
численные и важные результаты, сообщаемые в них, и указания 
относительно хода мыслей Ныотона, например относительно 
того, как он пришел к разложению бинома и отсюда к другим 
разложениям в ряды, должны были иметь громадное значение 

для тех, кто был знаком с основами тогдашней математики и 
имел случай просмотреть хранившийся у Коллина труд и узнать 
из него, как сообщаемые в письмах результаты интегрирования 
можно проверить диференцированием. Естественно, что письма 
эти должны были дать очень много такому человеку, как Лейб- 
ниц. который уже сам был близок к взглядам и методам Ньютона. 

Эти главные методы собственно даны в письмах, но в такой 
‚форме, что читатель не может воспользоваться ими, так как они 

$ — Цейтон. Иезоршя математики 
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скрыты в лвух анаграммах: первую из них Ныюотон лишь значи- 
тельно позже расшифровал следующим образом: „Когда дано 
уравнение с любым числом флюент, найти флюксии, и обратно“, 
а последнюю так. „Одив метод состоит в получении флюенты 
из уравнения, содержашего также и флюксии; другой — только 
в том, что предполагается существование ряда для одного из 

неизвестных, откуда легко вывести остальные, и в таком сравне- 

нии соответствующих друг другу членов уравнения, что их 
можно использовать для нахождения членов предполагаемого 
ряда“. [© последнем методе — применении метода неопределен- 

ных козфициентов к разложению в бесконечный ряд — можно 

было бы, пожалуй, составить представление и без специальных 
пояснений из тех многочисленных и важных применений, о ко- 
торых Ныютои сообщает в „Анализе“ и в обонх письмах; зато 
остальные сведения, содержащиеся в анаграммах, дали бы не 
много даже и в том случае. если бы они были сообщены в не- 
замаскированной форме. Речь здесь идет о новом и связном 
иетоде, который вообше можно понять и правильно оценить 
только тогда, когда он будет изложен подробно и системати- 

чески. 

Невозможность сделать понятным метод флюксий без про- 
странного и тщательного изложения служит естественным об\- 
яснением примененной здесь анаграмматической фориы, нередко. 
употреблявшейся в то время; к ней прибегали в тех случаях, 
когда автор хотел обеспечить за собою в будущем признание 
того, что к данному моменту он обладал некоторым результатом, 
но кода он собирелея соббщиль это! результат лишь в связи 
< чем-нибудь другим, что пока еще было не совсем готово. 
Пользование анаграммами мы неоднократно встречаем, например, 
у Гюйгенса. Вполне естественно поэтому, что и Ныютон не хотел 
опубликовывать своего метода флюксий, прежде чем он не сможет 
изложить его в безупречной форме— безупречной в его собствен- 
ных глазах и огражденной от нападок со стороны других. 

Что касается полного изложения учения о флюксиях, то 
Ныютону не посчастливилось и в дальнейшем. Он и позже огра- 
ничился отдельными пояснениями, содержащимися в его „Мате- 
матических началах натуральной философии“ и в предназначен- 
ном для опубликования письме к Валлису (1692), но слишком 
краткими, чтобы стать предметом хритики. Значительно позднее 

было издано сочинение о квадратуре кривых, одна глава в ко- 
тором посвящена учению о флюксиях. Объяснение этому можно 
найти в особенностях характера самого Ныютона. Оно з:клзо- 
чается, во-первых, в некоторой неохоте заниматься исследова- 
ниями, которые велись и другими; это проявилось у него 

в отношении к бесконечным рядам, когда он увидел, что Мер- 
катор также пользовался ими, и могло иметь место и по отно- 
шению к применению флюксий, когда ответ Лейбница на его вто- 
рое письмо показал, что тот в своем диференцировании обла- 
дает подобными же ресурсами. Далее надо принять во внима- 



ныотон 67 

ние неохоту, с которой Ньютон опубликовывал что-нибудь; не- 
охота эта корениласъ в боязни быть вовлеченным в полемику, — 
боязни, проявленной им, как мы увидим, и в других случаях. 
Неудивительно, что она должна была сказаться < особой силой, 
когда речь шла о совершенно новом методе бесконечно-малых, 
обосновать который было делом нелегким—гораздо легче было 
нападать на его логические основы. Ньютон © интересом изучал 
Валлиса и видел, как много может дать его индуктивное при- 
менение аналогий; Ньютон при случае сам пользовался ими, 
чтобы получать новые результаты. Зак, он сообщает водном из 
своих писем к Лейбницу, что к обобщенной формуле бинома он 
впервые пришел именно таким путем. Однако осторожному Ныю- 

тону не хотелось ограничиться таким изложением своих методоз, 
которое не оградило бы их прочными доказательствами от столь 
страшивших его возражений. К тому же эпоха слишком сжи- 
лась с античной строгостью и с теми формами, в которых она 
достигается и вне которых математики того времени не чувство- 
вали себя уверенными в ее достижении. Что Ньютон требовал 
от себя самого этой строгости, мы видим как из тщательных 

доказательств в его более позднем главном труде (мы говорим 
о „Математических началах°), так и из того, что свою работу 
о методе флюксий, в которой этот метод был изложен с наи- 
большей полнотой, он не решался опубликовать вплоть до смерти. 
Если, опнако, и последнее сочинение не вполне удовлетворяло 
его самого или если он боялся, что неясности могли бы вы- 
звать возражения, то в наше время этому не приходится удив- 
ляться: с одной стороны, мы знаем, как много прошло времени 

еще и в ХХ в., раньше чем методы исчисления бесконечно- 
малых, плодотворность которых ХУ в. так широко использовал, 
оказались вполне проникнутыми логическою ясностью, достиг- 

нутой древними в более ограниченной области, с другой сто- 
роны, мы видим, что еще и теперь по временам появляется 
критика на Ньютона, основанная на совершенном непонимании 

его мыслей. 
Не будем входить в разбор того, достаточны ли указанные 

нами мотивы чтобы объяснить и тот факт, что Ньютон продол- 
жал скрывать свое учение о флюксиях даже тогда, когда Лейб- 
ниц в 1684 г. опубликовая принципы своего диференнирования. 
Сделано это было Лейбницем, правда, в более доступной форме, 
чем та, которую могло иметь в то время ньютоново учение о 
флюксиях, но вряд ли в более безукоризненной; и тогда еще 
Ныютон мог бы доказать свое превосходство, раскрыв значи- 
тельно более широкие области, в которых он уже давно приме- 
нял опубликованные теперь Лейбницем правила. 

Наше объяснение кажется нам все же лучше, чем обычное мне- 
ние, что Ньютон скрывал свои методы, чтобы тем больше ии- 
понировать результатами. Правла, и мы указывали как на олну 
из причин его упорного молчания на нежелание его заниматься 
тем, что знали и умели применять также и другие; это чувство, 
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однако, вовсе не должно было иметь столь эгоистический ха- 
рактер, как иногда хотят это представить. Во всяком случае 

оно больше всего вредило самому Ньютону и, таким образом, 
в действительности не служило никаким эгоистическим целям. 

Напротив, вряд ли несправедливым язляется утверждение, 
что Ньютон был в указанном отношении человеком со странно- 
стями; в конце концов, здесь могло действовать несколько ука- 
занных нами мотивов; как они сочетались между собой, —вряд ли 
возможно теперь определить точнее. 

После этого отступления, связанного с раннею разработкою 
Ньютоном учения о флюксиях, возвращаемся к его биографии. 
Получив в 1669 г. после Барроу профессуру, он читал межлу 
прочим лекции по общей арифметике, т. е. по алгебре, конспект 
которых был издан в 1707 г. его преемником по кафедре, 
ав 1722 г.— в исправленном виде самим Ньютоном. Главным 
предметом его исследований и лекций в первое время его про- 
фессуры было, однако, учение о свете. Здесь, как известно, мы 
обязаны ему прежде всего учением о цветорассеянии; что ка- 
сается его теории излучения света, то она вскоре уступила место 
гюйгенсовой волновой теории. Работая над учением о цветорас- 
еянии, Ныюток на некоторое время потерял охоту к этой работе 

вследствие возражений Гука, который был занят подобными же 
мыслями, но не довел их до создания собственного закона, — 
снова один из случаев, где Ныотон ясно проявил страх перед 
полемикой. 

Между тем в другом значительно более важном пункте Гук 
имел на Ньютона стимулирующее влияние, заставив его возоб- 
новить начатые им в 1665 г. исследования о действии всеобщего 
притяжения. А именно, в 16579 г. Гук как секретарь Королев- 
ского общества послал Ньютону предложение поставить об- 
ществу какую-либо тему. Ныотон ответил на это предложением 
исследовать падение с высокого пункта; надо было ожидать, 
что падающее тело отклонится к востоку. На приложенном чер- 
теже Ньютон изобразил тело описывающим спираль около центра 
Земли. Позднее Ныюотон объяснил, что эту формутраектория полу- 
чает благодаря наличию сопротивления воздуха. Этот чертеж 
дал Гуку повод к замечанию, что траектория будет эксцентри- 
ческой, эллипсовидной кривой, и он предложил Ныотону опре- 
делить ее. Ньыютону удалось найти, что траекторией, в согласии 
с первым законом Кеплера, будет эллипс с фокусом в центре 
Земли, если предполагать, что притяжение обратно пропорнио- 
нально квадрату рассгояния до центра Земли, —конечно, не в слу- 
чае паденйя внутрь Земли, когда притяжение уже не будет под- 
цинено этому закону. Однако когда это вычисление было вы- 

полнено и его результат был сообщен Гуку, Ньютон спокойно 
отложил его в сторону. 

Снова обратитьея к этому вопросу побудил Ньютона Галлей. 
Под влиянием исследований Гюйгенса о центробежной силе 
у Галлея также зародилась мысль, что третий закон Кеплера 
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можно (предполагая орбиты кругами} объяснить притяжением, 
действующим обратно пропорционально квадрату расстояния, а 
это, в свою счередь, привело его к догадке, что и первый закон 
Кеплера может допускать подобное объяснение. Он посовето- 
вался в Лондоне с Вреном и Гуком, которые не смогли дать 
ему удовлетворительного ответа, хотя сами занимались тем же 
вопросом; но Гук указал ему на Ньютона. Галлей тогда же (1684) 
отправился в Кэмбридж, чтобы поговорить с ним, Ныотон дал 
ответ с большой готовностью, сообщив, что он нашел доказа- 

тельство правильности предположения Галлея. Как мало, однако, 
за последнее время он думал 0б этом доказательстве, видно 
было из того, что, попробовав воспроизвести его, он сначала не 
мог разобраться в своем собственном чертеже, так как две ли- 
нии, которые должны были изображать любую пару сопряжен- 
ных диаметров, имели такой вид, словно бы они должны были 
образовать прямые углы. Все было, конечно, сейчас же выяснено. 
Галлей, однако, не ограничился этим. Своей настойчивостью по 
отношению к Ныотону он добился того, что тот публично сооб- 
щил Королевскому обществу об уже достигнутых им крупных 
результатах з области небесной механики, а затем в короткое 
время написал и опубликовал в 1686—1687 гг. большой труд 
„Математические начала натуральной философии“ („РйозорШае 
на(штаНз риосцЛа ма\фешацса“). Галлей, тогда уже не бывший 
богатым человеком, взял на себя расходы по изданию и помогал 
Ныюотону в связанной с этим работе как только мог. 

Меньше всего труда стоило при .этом, конечно, побудить 
Ныютона к необходимой громадной работе мысли. Работа эта 
требовалась кзк для того, чтобы пополнитьглавные положения 
небесной механики, например, учением о притяжении шаров, тах 
и для того, чтобы выполнить обширные исследования по меха- 
нике, физике, астрономин, геометрии и исчислению бесконечно- 
малых, к которым Ньютон был приведен стремлением полностью 
использовать полученные и с таким успехом примененные им 
принципы механики. Для того чтобы развернуть в таком мас- 
штабе свои громадные творческие силы, Ныютон, раз вернув- 
шись к этим вопросам, вряд ли нуждался в каком‘либо уговари- 
вании ©0 стороны Галлся; но нужио было долго убеждать Нью 
тона в том, что его труд необхолимо опубликовать. Так, Ныотон 
долго не давал согласия на издание третьей книги, после того 
как предыдущие вызвали полемические выступления со стороны 

Гука. 
Нет надобности долго задерживаться на выяснении того, что 

дали человечеству „Начала“. Значение доказанного единства и 
связи сил, господствующих у нас на Земле и во вселенной, ясно 
всем. Понятно, что принципы Ныотона могут быть применены и 
действительно применялись в разное время также и для того, 
чтобы столь же определенно доказать единство и связь между 
другими разнообразными и, повидимому, различными физическими 
явлениями. Но в истории математики особенно должко быть от- 
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мечено, что центральную роль играет здесь математическое до- 
казательство тождественности так называемого ньыютонова закона 
притяжения с эмпирическими законами Кеплера. Ньютон отли- 
чается от остальных, занимавшихся подобными вопросами, именно 
тем, что он дал полное доказательство и что ведущие к этому 
ясно изложенные математические принципы применимы в то же 

время и к другим исследованиям; сам Ныюотон дал в своем капи- 
тальном труде много ярких примеров приложения этих принци- 
пов. Установлепиое Ныотопом общес понятие силы ссть то са- 
мое понятие, которое теперь кладется в основу рациональной 
механики и вместе с тем всех математико-физических исслело- 
ваний. Правда, со времен Ньютона до настоящего времени ощу- 
щается неудовлетворенность столь метафизическим понятием, 
как понятие дальнодействия, не объясненного никакими физиче- 
скими причинами; но сам Ньютон ке виноват в этом, так как он 
отнюдь не отрицает необходимости исследовать природу тяго- 
тения. Он только констатирует, что он сам не в состоянии дать 
удовлетворительного объяснения всемирного тяготения. 

Но ньютоновы „Начала“ имели фундаментальное значение не 
только для механики, но и для самой математики и в особен- 

ности для математики бесконечно-малых. В них, правда, Ньютон 
не пользуется языком и обозначениями ни исчисления флюксий 
ни, само собой разумеется, дифсренциального исчислсния. Но 
дело в том, что именно для того, чтобы создать матернал для 
применения этих новых исчислений и средства, необходимые для 
такого применения, Ньютон должен был развить предварительно 
такие инфинитезимальные методы, которые не укладывались 
в рамки новых исчислений или которые не сразу поддавались 
переводу на их язык. 

Исследование различных движений у Ньютона носит ярко вы- 
аженный инфинитезимальный характер; более ‘того, его понятие 

скорости почти совпадает с понятием флюксии. Но Ныотон не 
имел в распоряжении методов диферекциальной геометрии; он 
не мог поэтому использовать исчисление флюксий в связи с ана- 
литической геометрией для вывода кеплеровых законов из за- 
кона притяжения или, наоборот, закона притяжения из кепле- 
ровых законов. Оп должен был поэтому комбинировать нифи 
нитезимальные свои принципы с синтетическим изучением свойств 
конических сечений; необходимые ему предложения теории кони- 
ческих. сечений он мог найти у Аполлония, которого Ньютон 
знал в совершенстве. Однако и для этой цели ему пригодилось 
его учение о флюксиях: или по крайней мере, навыки в примене- 
нии его принципов. Ньютон сам говорит об этом. 

При этой работе должно было стать ясным, что эти принципы 
применимы к гораздо более широкому кругу вопросов и что 
формы, в которых эти принципы должны применяться к их изу- 
чению, по существу не отличаются от тех форм, в которых с: 
вершалось непосредственное применение исчисления флюксий. 
Иногда решение задачи требовало даже прямого использования 
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результатов, полученных в исчислении флюксий; часто, однако, 
решение механической задачи приводило к математической за- 
даче, еще не разрешенной в методе флюксий, и тогда само ис- 
числение флюксий обогащалось новыми вопросами и развина- 
лось на решении их. Во многих случаях этого рода приходится 
сожалеть о том, что Ныюотон не прибегает здесь к исчислению 

флюксий и.к его обозначениям, которые он, однако, должен 
был бы в таком случае предварительно изложить. Но когда 
лейбницевы диференциальное и интегральное исчисления, а за- 
тем и ныотоново исчисление флюксий стали известными, посте- 
пеипый перевод на язык этих исчислений нс мог представить 
уже больших затруднений. Это, в свою очередь, способствовало 
развитию новых исчислений. Чаще всего дело обстояло так, что 
геометрические доказательства Ньютона находили слишком 
трудными и результаты Ныотона передоказывались средствами 
диферекциального и интегрального исчисления; при этом, однако, 
не замечали, что полученное доказательство по существу совпа- 
дает с ныотоновым, представляя лишь его перевод на язык ди- 
Фференцкального и интегрального исчисления, т. е. по существу 
представляет обратный перевод доказательств Ньютона на язык 
тех аналитических операций, которые Ныотон проделывал в форме 
нсчнеления флюксий. . 

В силу всех этих соображений в настоящей книге, в которой 
прикладная математика сама по себе находится лишь на заднем 
плане, „Начала“ являются одним из трудоз, требующих самого 
‘обстоятельного разбора. 

После издания „Начал“ Ныотон получил в своем отечестве 
известность. В 1689 г. он был избран членом парламента от 
университета: кандидатура его была выставлена вигами, к числу 
которых он в то время принадлежал. Когда парламент признал 
Вильгельма Оранского королем Англни, он побудил и универ- 
ситет признать новое правление. Вообще говоря, однако, Нью- 
чон нак в политическом отношении, так и особенно в перков- 

ных вопросах (он был приверженцем епископальной церкзи) был 
консервативен. Неудивительно поэтому, что позже, когда борьба 
шла уже не с католиками, мы находим его в парламенте среди 
тори, Как тори он был против претензий Ганновера на престоло- 
наследие, за которые <0 стороны Ганновера боролся Лейбниц; 
это, конечно, могло лишь усилить начинавшуо тогда расти взаим- 

ную неприязнь между обоими великими математиками. К рели- 
гиозным вопросам Ныютон проявлял большое рвение. Он тша- 
тельно изучал богословие, о чем свидетельствует как переписка 
его с философом Локком, так и собственные богословские со- 
чинения Ныотона, среди которых имеются — так же как у Шти- 
феля и Непера—работы о пророчествах Даниила и откровении 
Иоанна. 

В 1696 г. Ныотон поступил на службу на лондонский монет- 
ный двор; в 1699 г. он стал там завелующим. В этой лолжности 
он приобрел большие заслуги введением полноценной монеты 
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Служба эта требовала у Ньютона очень много времени. Однако 
еще больше утомлял его, при его особой чувствительности к по- 
добным вещам, разгоравшийся между его приверженцами и при- 
верженцами Лейбница спор о приоритете в деле создания нового 
исчисления бесконечно-малых — спор, в котором оба великих 
человека принимали как косвенное, так и прямое участие, В этом 
споре Ньютон, конечно, совершил тожемного ошибок, главным обра- 
зом, участием в том, что писали другне о Лейбнице. Сам он признал 
еще во 2-м издании своих „Начал“ (1713}, что Лейбниц в 1677 г. 
обладал методом исчисления бесконечно-малых, подобным его 
собственному; при этом Ныотон совершенно не касался вопроса 
о том, в какой мере. Левониц мог быть обязан своими до- 
стижениями сообщениям самого Ньютона или сведениям о его 
работах, полученным от других лиц. Позже, когда появилось 
обвинение, что, наоборот, Ньютон был обязан своим методом 
сообщениям Лейбница, Ньютон в 3-м издании выбросил всякое 
упоминание о Лейбнице и ограничился указанием на то, что сам 
он владел примененными им методами еще ракее. 

Если не говорить об этой борьбе, в которой слишком боль. 
шую роль играла его подозрительность. то Ньютона никак нельзя ° 
заподозрить в высокомерии. Он искренне ценил своих предше- 
ственников, на работе которых он основывался, и сравнивая 
свои собственные открытия с раковинами, которые ребенок на- 
ходит на берегу большого моря, исследование которого должно 
быть делом будущего. В денежных делах он отличался щед- 
ростью. О том, что он продолжал математическую работу, свиде- 
тельствует его участие в издании в 1704 г. „Оптики“с двумя до- 
полнениями, из которых одно посвящено кривым 3-го порядкл, 

а другое содержит сочинение с квадратуре кривых. Он приви- 
мал также участие во 2-м изданки своей „Всеобщей арифметики“ 
и во 2-м издании „Начал“ (1713), которое редактировал его уче- 
ник Котес, но лишь договорившись с самим Ньютоном обо всех 
изменениях, и в 3-м, которое редактировал Пембертон. Из работ 
Ньютона упомянем еще поязившееся в 1711 г. сочинение „Раз- 
ностный метод“ („Мео@из @ШегелНа|з“), посвященное интерпо- 
ляциям высших порядков. 

Ньютон уже вполне владел своими могущественными мето- 

дами и большим количеством полученных при помощи их ре- 
зультатов, когда немцы после тридцатилетней войны снова на- 
чали принимать деятельное участие в развитии математики_ 

Правда, им пришлбсь искать учителей н импульсы в западных 
странах; но зато один из них сравнялся с этими учителями и 

в деле создания исчисления бесконечно-малых, которому он при- 
дал сохранившийся и доселе внешний вид, оказался соперником 
самого Ньютона. 

Прежде чем пеоейти к нему, упомянем о Вальтере Чирнгаузе 
(\УаНрег уоп Тзенииваиз, 1651—1708). Чирнгауз происходил из 
моравско-богемского дворянского рода и родился в Герлиие 
в Саксонии; воспитывался он в своем родном городе и самостоя- 
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тельно занимался здесь математикой. С 1668 г. он продолжал 
свои занятия в Лейдене. Они, олнако, были прерваны чумою и 

войною; в войне против Франции ему пришлось самому принять 
участие. Во время своих многочисленных путешествий он по- 
знакомился, с одной стороны, с философами, как, например, со 
Спинозой, с другойр— с математиками, как, например, с Гудде, 
Гюйгенсом, Ньютоном, Коллином и Ольденбургом; в частности, 
в 1675 г. он был выесте с Лейбницем в Париже, где позже, 
в 1682 г. стал членом Академии наук. В том же году он вер- 
нулся на родину и женился; вскоре после этого он вступил во 
владение имениями своёго отца; несмотря на замаичивые предло- 
жения из-за границы, он остался на родине. 

Здесь им были открыты индустриальные предприятия, постра- 
давшие, однако, от вторжения Карла ХИ. Математические его 
работы, находящиесся в трудах Парижской академии и в изда- 
вавшемся с 1682 г. в Лейпциге журнале „Аса ЕшаНогит“ („Труды 
ученых“), свидетельствуют об уме находчивом, но нередко слиш- 
ком поспешном в утверждениях, оказывавшихся потом непра- 
ВИЛЬНЫмМи. 

Обращаемся теперь к Готфриду Вильгельму Лейбницу (СоН- 
‘пед \УПнепт [Гетие, 1646—1716), имя которого одно из самых 
крупных в истории математики, в такой же мере принадлежит 
и философии. и который выполнял важные дипломатические пору- 
чения, предпринимал обширные и капитальные исторические. 
исследования и в некоторой степени проложил путь таким новым 
дисциплинам, как политическая экономия и сравнительное языко- 
ведение. 

Лейбниц родился в Лейпциге. Отец его, нотариус и профес- 
сор морали, умер уже в 1652 г, мать —в 1664 г. Ребенком он 
жадно проглатывал книги в библиотеке своего отца, особенно: 
древних авторов. Уже тогда зародился у него интерес к логике 
и возникла мысль об алфавите, символизирующем человеческие 
мысли. В 1661 г. он поступил в университет своего родного го- 
рода, где изучал юридические науки, но наряду с ними также 
Аристотеля и Декарта, между воззрениями которых он сна- 
чала колебался. Декартово механическое объяснение природы’ 
одержало верх, и это увеличило уже проснувшийся в нем инте- 
рес к математике. Этим предметом он занимался и во время 
своего пребывания в Мене. В 1666 г. он получил должность до- 
цента благодаря своей „Диссертации о комбинаторном искусстве“ 
<„О5зенаНо 4е айе сотЬтаюга“), в которой Лейбниц стремится 
вывести общие правила для редукции составных понятий и уста- 
навливает табличную схематизацию всех наук; как дополнение 
содержала она математическое доказательства существования 

бога. 
В 1667 г. Лейбниц, получивший к этому времени в Альт- 

дорфе степень „доктора обоих прав“ (Чосог }ипз ибтизаие), позна- 
комился в Нюренберге с Бойнебургом (Вошефите), бывшим по- 
литическим деятелем, который отнесся к нему с большой сим- 
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патией и с которым он уехал во Франкфурт. Под влиянием 
Бойнебурга Лейбниц заинтересовался политикой, в частности, 
церковной политикой, что сказалось позже в его стремлениях 
снова объединить католическую и протестантские церкви, или, 
так как это не удавалось, хотя бы последние. Во время своего пре- 
бывания во Франкфурте Лейбниц написал в 1671 г. работу отно- 
сительно учения о движениях, одну часть которой — о конкретном 
движении — переслал Королевскому обществу, что повело к его 
переписке с Ольденбургом; вторую часть—0б абстрактном дви- 
жении — он отослал в Парижскую академию. Как мало владел 
еще тогда Лейбниц механикой, видно из того, что он в том же 
году думал, что нашел регрешит тоБПе. В более зрелом воз- 
расте он, в согласии со своим учекием о сохранении живой 
силы, рассматривал как регрениии тоЪИе всю вселенную. 

Кругозор Лейбница расширялся, когда он в следующем году 
приехал в Париж в качестве дипломатического посланника кур- 
фюрста майнцского. Он имел поручение действовать так, чтобы 
по возможности вызвать со стороны Франции нападение на Еги- 
пет, и, как результат этого, войну между Францией и Турцией, 
которая отклонила бы от Германии честолюбивые взоры Людо- 
вика ХУ. Это не удалось; но зато пребывание в Париже при- 
вело Лейбница в соприкосновение с французской наукой, пере- 
живавшей тогда один из самых блестящих своих периодов. 
Сверх того в 1673 г. он получил случай совершить непродол- 
жительную лоездку в Англию, где в это время начинался не- 
меньший расцвет науки. С Ольденбургом он был уже здесь зна- 
ком, и ему была предоставлена возможность продемонстрировать 
Королевскому обществу арифмометр, изобретенный им после 
ознакомления с паскалевым. Так как Лейбниц уже начал зани- 
маться бесконечными рядами, то для него имело особое значе- 
ние знакомство с относящимися сюда исследованиями Мерк: 

тора. Коллина в Лондоне в это время не было, так что Ле 
бниц не имел возможности просмотреть хранившееся у него 
значительно более широкое по охвату сочинение Ньютона, касав- 
шееся тех же вопросов. Пребыванием в Лондоне Лейбниц вос- 
пользовался также и для того, чтобы достать себе лекции Бар- 
роу, на которые Ольденбург еще рачьше обратил его внимание. 
Доказательством того, что сам он произвел на английских учс- 

ных хорошее впечатление и вступил с ними в тесную связь, слу- 

жит факт избрания его вскоре по возвращении его в Париж 
членом Королевского общества. 

В Париже Лейбниц вскоре после этого близко познакомился 
с Гюойгенсом, бывшим тогда председателем Академии. Мастер- 
хтво этого ученого в нахождении для каждого отдельного инфи- 

нитезимального исследования особых подходящих именно к этому 

случаю приемов служило, конечно, для Лейбница немалым им- 
пульсом в его стремлениях найти, наоборот, общие установки и 
«редства, которые охватили бы эти исследования единообраз- 
ными и общими правилами. Он знал сверх того инфинитезималь- 
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ные работы Кавальери и Григория, а Гюйгенс обратил его вни- 
мание на исследования, оставленные Паскалем. Последние воз- 
будили живой интерес Лейбница, послуживший, вероятно, импуль- 
сом к тому, что он, как уже было упомянуто, раздобыл у семьи 
Паскаля его рукопись учения о конических сечениях. Быть мо- 
жет, через семью же Паскаля он познакомился с янсенистом и 

картезианцем Арно (Агпаи!4), с которым находился впослед- 
ствии в оживленной переписке. Во время пребывания в Париже 
Лейбниц часто виделся со своим старым товарищем и соотене- 
ственником Чирнгаузом, приехавшим в 1675 г. из Лондона и при- 
везшим оттуда много математических новостей. 

Все эти обстоятельства представляют особый интерес потому, 
что как раз в это время Лейбниц положил основание своему 
диференциальному и интегральному исчислению. Роль разжег- 
шей огонь искры сыграл для Лейбница, как он сам вспоминает 

через много лет в одном из писем, применявшийся Паскалем 
безгранично уменьшающийся треугольник, стороны которого 
стремятся к нулю, в то время как отношения их имеют опре- 

деленные предельные значения, получаемые из подобного тре- 
угольника. Лейбниц был наведен этим на мысль применитьтакой 
треугольник—свой тах называемый характеристический треуголь- 
ник —к совершенно общей задаче нахождения касательной, н та- 
ким образом он ужев 1673 г. выработал, исходя из этого, общий 
метод касательных. Вскоре после этого он обратил также вни- 
мание на взаимно обратную связь между операциями, через не- 
которое время получившими название диференцирования и ин- 
тегрированкя, и заметил, что он обладал в них средством сводить 
так называемые обратные задачи на касательные к квадратурам. Но 
это есть то же самое, чему ясно и определенно учил в своей упомя- 
нутой выше книге Барроу и что он применял к большому коли- 
честву задач; далее метод касательных Лейбница по существу 
ие отличался от метода Ферма, хотя тот был обоснован иначе; 
даже в принципах, например в употреблении характеристиче- 
ского треугольника, он был близок к тому методу, который 
сообщает Барроу в написанном под влиянием Ныотона дополне- 
нии, Что касается этих совпадений, то никто не может су- 
дить о влиянии, которое мог испытать Лейбниц при беглом 
просмотре книги Барроу, обстоятельнее проштудированной им, 
по его собственным словам, лишь в 1675 г., когда он уже сам 
продвинулся вперед достаточно далеко. Занятый развитием своих 
мыслей, он, вероятно, как это естественно для математика при 
его самостоятельной работе, медлил обращаться за советом 
к другим. пока он сам не пришел к определенному заключению 

Против этого ничего нельзя сказать; упрекнуть Лейбница можно 
лишь за то, что, проштудировав в конце концов Барроу, он не 
вполне оцевил его го заслугам. Из того, как в письмах к Ньютону, 
другу Барроу. он отмечает свое собственное решение обратных 
задач на касательные, видно, что он не заметил даже, что Бар- 
роу вполне владел и пользовался тем же методом. Извинением 
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Лейбницу служит то, что, будучи занят своей установкой, он 
В то же время был проникнут ясным сознаннем, что может дать 
гораздо большне результаты, чем те, что были уже получены 
им самим н Барроу. 

И в этом Лейбниц был прав. В некотором отвошенин он 
даже сделал уже шаг вперед. Во время своего пребывания 
в Париже он разбирал с Чиригаузом вопрос о методе нахожде- 
ния кривых, поддающихся квадратуре, и, как выяснилось из 
позднейшей полемики, он получал уравнения этих кривых как 
раз с помощью операции, получившей вскоре название днферен- 
цировання; он, следовательно, отдавал себе отчет, что диферен- 
цпрование есть первоначальная операция, на которой надо стро- 
ить обратную ей кзадратуру, или интегрирование. Мы знаем, 
правда, что Ныютон уже десятью годами раньше обладал попн- 
манием этого, что вилно из труда его, хранившегося у Коллкпа; 
характерным для Лейбница является однако, то. что он, в пол- 
ном согласин с общими своими научными устремлениями, поль- 
зуется особой’ символикой, н связывает с нею определенные 
правила. не только относительно того, как вывести результа“ 
каждой отдельной требуемой операции (главным образом дифе- 
ренцирования}, но и как в простых случаях, кз которых состая- 
ляются более сложные, этот результат непосредственно записать. 
Таким образом эти операции превращаются в особого рода ис- 
числение, доступное также н тем, кто по своему математичес- 
кому уровню стоял значительно ниже крупных ученых, которые 

до тех пор оды могли выполнять эти исолсдовавия. Из отно 
сящихся к тому времени бумаг Лейбвица видно, что он упорно 
стремился тогда к развитию такой системы. Даже снмволы Чи 
/. позднейшие знаки диференцирования и интегрирования, име- 
тотся уже в этнх бумагах, хотя употребляются они и не совсем 
так, как позже. 

Таково было положение вещей, когда в 1676 г. при посред- 
ничестве Ольденбурга пачалась упомянутая выше переписка 
Лейбница с Ныюотоном (стр. 65). Мы видим, что Лейбниц сам 
продвинулся достаточно далеко, чтобы не считать себя обязанным 
Ныютону тем, что давало его диференциальному и интеграль- 
ному исчислению особую ценность; но, с другой стороны, оказы- 
вается, что он был достаточно знаком с подобного рода иссле- 
дованиями и достаточно интересовался ими, чтобы понять зна- 

чение важных результатов, сообщенных Ньютоном. О способе 
их нахождения Ныотон в первом письме дал, правда, немного 

разъяснений; но, по настоянию Лейбница, он добавил их во вто- 
ром письме; в то же время Лейбниц при своем непродолжитель- 
ном посещении Лондона имел случай сделать вылнски из хра- 
нившегося у Коллина „Анализа“ Ныотона и таким образом под- 
робно познакомиться с общей трактовкой затронутых в письме 
Ньютона вопросов. Речь здесь ндет, конечно, — если не говорить 

о том, что скрыто в анаграммах, — не о прямом изложении мето- 
дов, соответствующих у Ныютона диференцированию и интегри- 
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рованио, но о тесно связанном с ними разложении в ряды; в со- 

вокупности своей все это должно было решительно содейство- 
вать существенному обогащению системы, построением которой 
Лейбниц был со своей стороны занят. В одном важном пункте 
это делало даже почти прямой вклад в эту систему, так как 
расширенную формулу бинома Ньютона можно непосредственно 
превратить в лейбницево правило диференцирования корней. 
Правило это, которому он впоследствии придавал большое зна- 
чение, он нашел хак раз в это время, таким образом, наверное, 
не без влияния сообщений Ньютона. Для Лейбница могло также 

послужить импульсом к дальнейшему развитию его собственного 
метода полученное им тохда из Лондона сообщение, что „Нью- 
тон обладает методом, посредством которого можно, исходя из 
уравнения кривой, без большого труда решать совершенно об- 
щим способом задачи на касательные, и который, собственно, 

есть часть еще более общего метода, позволяющего решать и 
другие задачи — нахождение кривизны кривых, площади, длины 
дуги, центра тяжести и т. д.“. Все эти сообщения так хорошо 
подходили к методу, обоснованием которого он был занят сам, 
что он должен был почувствовать в себе новую энергию для 
продолжения работы. Он сам ушел в этих вопросах так далеко, 
что на последнее письмо Ньютона, в котором тот упоминает 
о существовании своего метода, но скрывает его основные 
правила в анаграммах, он смог сейчас же ответить полным разъ- 

яснением простейших правил диференцирования и их ближай- 
ших применений. Он высказал при этом предположение, что 
этот метод совпадает с методом Ньютона. 

Несмотря на формальные различия, это так и было. Именно 
поэтому сообщение Лейбница не содержало ничего поучитель- 
ного для Ныюотона, который Узидел теперь, что ему также нет 
больше налобности разъяснять Лейбницу свой метод. Вместе 
с тем Ньютон, вследствие особенностей своего характера, с ко- 
торых мы выше говорили, потерял и сам интерес к дальнейшей 
его разработке, а также охоту к дальнейшей переписке с Лей- 
бницем и углубился в другие свои исследования. 

Лейбниц, со своей стороны, был также слишком загружен 
другими занятиями, чтобы сейчас же обработать свое диферен- 
циальное исчисление до такой степени, которая позволила бы 
опубликовать его. В 1676 г. он был приглашен в Ганновер в ка- 
честве заведующего герцогской библиотекой. По пути он имел 
случай встретиться в Амстердаме с Гудде и поближе узнать его 
метод касательных, а также познакомиться с философом Спи- 
нозой, в учение которого он был посвящен еще в Париже Чирн- 
гаузом, не соглашаясь, очнако, с ним. Только в Ганновере он 
получил упомянутое выше второе письмо Ныюотона и ответил на 
него. Рукописи Лейбница свидетельствуют, что и первое время 
в Ганновере он также не оставлял ни работы над методом ка- 
сательных, ни общих математических исследований. Среди по- 
следних „Новое продвижение алгебры" („Моуа а|сефтае ргото- 
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Но") содержит зародыши теории детерминантов. Частично мате- 
матические работы Лейбница шли рука об руку с философскими, 
Это относится, например, к написанному в 1679 г. его сочинению 
„Геометрическая характеристика“ („СпагабенеНса веотеса“), 
которое мы в дальнейшем рассмотрим ближе. Из Ганновера Лей- 
бниц вел ‘также обширную перепнску с мыслителями всех стран, 
благодаря которой его философские мысли, по его собствен- 
ному свидетельству, достигли к 1685 г. зрелости, удовлетворяв- 
шей его самого. 

В то же время Лейбницу приходилось выполнять большие 
работы, возлагавшиеся на него его должностью и пригласившим 

его двором. Он был советником этого двора в экономических 
вопросах, в частности, в вопросах, относящихся к горной иро- 
мышленности; вторжение Людовика Х!У в Германию давало 
предмет для политических мемуаров; но особенно много времени 
отняла у него задача написать историю дома Вельфов. Необхо- 
димые для этого архивные изыскания были ближайшим поьодьм 
к большому путешествию на юг (1687 —1690}, во время которого 
Лейбниц посетил между прочим Вену и Рим. 

Еще до этого путешествия он начал печатать в выходившем 
в Лейпциге с 1682 г. журнале „Аса Еги@Иогит“ математические 
сочинения, в которых впервые было опубликовано его диферен- 
цирование и интегрирование. Вызваны они были прежде всего, 
быть может, тем, что Чирнгауз в одной статье применил такие 
методы нахождения допускающих квадратуру кривых, которые 
некогла были предметом их парижских бесед. Эта работа не- 
посредственно побудила Лейбница к написанию сочинения 
„О нахождении размерностей фигур“ („Се ЧйпепуотЪиз @вига- 
гит 1луетепа!5“), в котором он показывает, что то, к чему 
стремится Чирнгауз, достигается как раз диференцированием. 
Правила этой операции были изложены вскоре в мемуаре „Но- 
вый метод нахождения максимумов и минимумов, а также каса- 
тельных, которому не служат помехой ни дробные, ни иррацио- 
нальные количества, и особый для этого род исчисления“. „Моуа 

тешоЧи$ рго тахит!з е{ пути Нешаие ‘апоепбБиз, диае пес 
Наса пес итабопа|ез диап аз тогашг, её зтещаге рго Из са!сиН 
зепиз“, 1684). 

Далее, в 1686 г. среди других работ появилось сочинение 
„О скрытой геометрии и анализе неделимых и бесконечных (вели- 

чин)“ („Оезеотейта гесоп4 Йа её апа[у$! тама Инит аазе абиНо- 
Пип“), в котором впервые встречается знак интеграла. Сло- 
вом ›интеграл“ Лейбниц стал пользоваться, однако, лишь после 
того, как его ввели в употребление братья Бернулли. 

Следующие номера содержэли новые сочинения Лейбница, 
в которых, с одной стороны, его новые методы получали даль- 
нейшее развитие, с другой — выявлялась возможность их много- 
численных приложений к вопросам не только геометрического 

и чисто математического, но и механического характера. Бога- 

тый материал для этих приложений Лейбниц должен был найти 
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в уже вышедших тогда „Началах®” Ныотона. Так как он сам 
обладал теперь диференциальным и интегральным исчислениямь, 
совпадавшими с исчислением флюксий, то ему не могло созда- 
вать больших трудностей то обстоятельство, что у Ньютона при- 
менения метода флюксий не выступали непосредственно; напро- 
тив, Лейбницу было бы легко проверить интересовавшие его 
результаты и исследования, сообщенные в геометрической форме, 
посредством найденного им самим алгорифма исчисления беско- 
нечно-малых. Лейбниц, находившийся тогда в путешествии, не 
сразу, правда, получил пересланный ему экземпляр „Начал“, 
но сперва только помещенное в „Ас Еги4Иогит“ изложение 
его содержания. Но его он прочел с огромным интересом и прн- 
менил затем свой собственный метод исчисления бесконечно- 

малых, чтобы доказать в 1689 г, сообщенные здесь главные 
результаты в статье, появившейся в том же журнале. В связи 
с этим он сделал попытки физически объяснить притяжение, 

Применения исчисления бесконечно-малых, принадлежащие 
самому Лейбницу, ни по числу своему и разнообразию, ни по 
объему и значению не могут сравниться с исследованиями, 
находящимися в ныотоновых „Началах“. Эти исследования по 
самой природе своей, как уже было отмечено, являются чисто 
ннфинитезимальными, хотя они и не могли быть представлен- 
ными в виде приложений готового метода исчисления, так как 
Ныотов не опубликовал такового; как раз это обстолтельство 
содействовало тому, что Ньютон оставался здесь почти в пол- 
ном одиночестве; современники его могли, правда, понимать 
его важнейшие выводы, но не получали от него средств произ- 

водить те или иные исследования сами. Все богатства, скрытые. 
в „Началах“, вряд ли до сих пор полностью извлечены из них. 
Лейбниц, напротив, сразу смог создать школу, так как он начал 
с изложения своего метода, и притом с такого изложения, что 
метод этот в руках других современников, особенно братьев 
Бернулли, тотчас же превратился в весьма полезное орудие. 
С братьями Бернулли и другими математиками, в том числе 
супоминавшимся выше французом Лопиталем, Лейбниц находился 
в оживленной переписке и с интересом следил за их работами. 

Они давали друг другу импульсы, ставя различные вопросы 
п сообщая найденные ими решения тох или иных задач. Все 
это попадало потом и в более широкие круги, главным образом 
через Аса Еш@Йогит. * 

Одною из таких задач была задача о так называемой брахи- 
стохронной кривой; Лейбниц сделал замечание, что кроме его 
самого и тех, кто подобно братьям Бернулли и Лопиталю, обла- 
дали его методами, эту задачу смогли бы решить, вероятно. 
лишь немногие другие — Гюйгенс, если бы он был жив, Гудде, 
если бы он еще занимался подобными исследованиями н, нако- 
нец, Ныютон. Последний дал ответ с указанием, что эта кривая— 
циклоида. И сам Ныютон и его друзья чувствовали себя, однако, 
повидимому, обиженными той формой, в которой Лейбниц сде- 
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лал свое замечание, так как Лейбниц, казалось, забыл о том, 
что он сам раньше всех других должен был бы знать о нахо- 
дившемся еще ранее в распоряжении Ньютона подобном и столь 
же могущественном методе. Эта обида толкнула приверженцев 
Ньютона на шедшие значительно дальше выпады против Лейб- 
ннца, вплоть до обвинений в плагиате. Непрерывно растущее 
взаимное недоверие, сопутствующее таким обвинениям, и услуж- 
дливое усердие лрузей обоих ученых содействовали тому, что 
возникший теперь спор о приоритете в создании исчисления 
бесконечно-малых приобрел чрезвычайную остроту. На этом споре, 
который мог бы вскрыть нам некоторые слабости обонх велнких 

о, не сы 
совершенно независимо от того, что он имел место лишь в 
ХУШ в, Фактические данные, выявленные во время этого спора, 
и результаты исторических исследований позднейших времен 
устанавливают, что мы обязаны многим и тому и другому из 
противников. Кого из этих двух людей поставить выше -- за- 
висит от того, ценить ли выше открытие глубоких ма:ематиче- 
ских истин, лежащих в основанни обоих общих методов, или 
выработку и легко доступное изложение техники, тотчас же 
давшее метод в руки и других способных математиков и мало- 
помалу сделавшее ее доступным даже и таким людям более 
практического склада, которые не обладают особенно глубоким 
пониманием математики или интересом к ней, 

сйбниц. снова продолжавший в Ганновере по возврашении 
из путешествия (1690) свои философские и упомянутые здесь 
математические работы, занимался также вопросом об общей 
организацин научной деятельности и набросал план Всемирной 
академии. Учредить ее ему, правда, не удалось, но все же — 
после того как в 1700 г, он был избран членом Парижской ака- 
демии — он в том же году стал основателем Академни в Берлине, 
ейбниц был вызван туда как для этой, так и для других науч- 

ных целей курфюрстом Фридрихом Ш, женившимся на ганновер- 
ской принцессе. Из Берлина Лейбниц вскоре вернулся в Ганно- 
вер, где снова занялся политической деятельностью. Особенно 

много энергии проявил он в 1713 г., в деле подлержки курфюр- 
ста ганноверского, когда тори в Англии старались лишить его 
принадлежавшего ему права на престолонаследие, Это обстоя- 
тельство, как мы уже видели, не могло улучшить его отношений 
с Ньютоном. Когда курфюрст действительно вступил в 1714 г. 
на английский престол под именем Георга |, Лейбниц, однако, 
лишился министерства; последние два года своей жизни он про- 
вел в Ганновере, покинутый и притом больной. 

Личных свойств Лейбница и его большого значения в разных 
областях, в частности как философа, мы можем коснуться 
здесь лишь в той мере, в какой это связано со свойствами, кото- 

рые он проявил как математик, и с его математическими рабо- 
тами, То обстоятельство, что он действительно мог в такой сте- 
пени выдаваться в стольких разнообразных отношениях, обус- 

эм ну 
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ловлено прежде всего большой гибкостью его гения, позволяв- 
шей ему брать мысли из самых различных областей и приводить 
их во взаимную тесную связь; далее, здесь играли роль. его 
спекулятизное глубокомыслие и упорная настойчивость, с кото- 
рой он путем неутомимой работы доводил свок мысли до полного 
развития. Его необыкновенная память помогала ему в этом. 

Только что упомянутая гибкость, к приобретению которой 
ему уже рано дала случай его профессия дипломата, а к даль- 
нейшему развитию — его частые соприкосновения с высокопостав- 
ленным ‚ особами, могла иногда проявляться как не особенно прият- 
ная черта характера; но в интеллектуальной области она имела 
громадное значение. Прежде всего она обусловливала огромную 
восприимчивость. Сам Лейбниц говорит, что он видал мало людей 
и мало книг, из которых он не умел бы извлечь пользы. Далее 
он был в состоянии так обработать весь этот воспринятый им 

материал и так приобщить к своему собственному ходу мыслей, 
что материал этот становился полною его собственностью. На- 
конец, он мог придать развитым таким образом мыслям форму, 
в которой они оказывались понятными к плодотворными. 

Вместе с тем та же восприимчивость Лейбница проявляется 
и в присущем ему эклектизме, сказывающемся в самых разно- 
образных областях. В области церковной политики Лейбниц 
пропагандирует слияние церквей. В области философской он 
стремится объединить мировоззрения, столь различные, как 
телеологическое, в котором все объясняется целью, которой 
служит происходящее, и механическое, в котором все объясняется 
причинами, вызывающими явления. Лейбниц  перерабатывал 
в себе взгляды различных направлений таким образом, что он 
воздает должное каждому в отдельности и старается с большой 

гибкостью найти формулу, в которой все они в конце концов 
могли бы быть объединены. Ища таким образом везде лучшее 
и сглаживая противоречия, он становится оптимистом, который 

в „Геодицее“ не только верит в то, что все в мире устроено 
к лучшему, но и хочет доказать это. 

Те же свойства Лейбниц проявляет и как математик. Вос- 
приимчивость его сказывается в быстроте, с которою он’ повсюду 
усваивает лучшее, что было сделано до него в исчислении бес- 
конечно-малых. Яркий пример ее мы видим в том, как в своем 
ответе на первое письмо Ньютона Лейбниц, с одной стороны, 
выказывает умение тотчас же применить методы, на которые 
тот только сделал намек, и расширить сообщенные ему резуль- 
таты, а с другой — обращается к`Ньютону за справками как раз 
© том, что действительно требует более подробного объяснения. 
При этом включение всего усвоенного Лейбницем в его собствен- 
ную систему происходит так быстро, что он совершенно не за- 
мечает, например, как много сделал уже Барроу, а при поздней- 
щих спорах он сам уже, конечно, не сознает, сколь мкогим он 
был обязан Ньютону при образовании своей системы. Очень ярко 
проявляется гибкость Лейбница и з том, как он умеет предста- 

6 — Цейтев оторяя математика 
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вить свои методы в такой форме, что ими сейчас же могут вос- 
пользоваться и другие; делается это им вполне сознательно. 
Восприимчивость Лейбница и уменье его путем переработки 
воспринятого от других создавать новое сказываются также 
в том, как он устанавливает в механике принцип живой силы. 
Еше раныше, благодаря Декарту, внимание его было обращено 
на механическое объяснение природы; но, тогда как Декарт, 
пользуясь им, пришел к результату, что раз существующее коли- 
чество движения, т. е. сумма произведений масс на скорости, 
должно оставаться неизменным, и нашел подтверждение этого 
в ударе твердых тел, Лейбниц, на основании математических 
исследований Гюйгенса об ударе упругих тел и о центробежной 
силе, пришел к другому выводу. Гюйгенс, так же как отчасти 
и Галилей, исходит из того, что неизменной остается сумма 

произведений масс на высоты падения, которые сообщили бы 

им их скорость, т. е. то, что мы теперь называем энергией, или 

сумма произведений масс на квадраты скоростей, именуемая 
Лейбницем „живой силой“. Лейбниц в чисто механическом отно- 
шенни не выходит за пределы того, чго’ с такой ясностью созна- 

вал уже Гюйгенс. Но что здесь принадлежит самому Лейбницу, — 
это желание распространить закон на все области. Там, где его 
справедливость нельзя непосредственно доказать механически, 

как, например, при ударе неупругих тел. он чувствует себя убеж- 
денным в том, что кажущаяся потерянной живая сила должна 
продолжать свое сушествоваиие о колебаииях молскул. Основа- 
ние этого его убеждения имеет, правда, телеологический ха- 
рактер и исходит из его веры з целесообразное устройство 
вселенной. Но само сго в высшей степени смелое утвер- 
ждение представляет собою не что иное, как общий закон 
сохранения энергии, который мы теперь можем устаповить 
путем доказательства перехода энергии из одной формы в 
другую — в движение, теплоту и т. д. Лейбниц идет даже 
ее дальше, желая перенести этот закон по аналогии и на ду- 

шевную жизнь. 
Мы имеем здесь пример стремления Лейбница дать тому, 

что оказалось полезным при некоторых математических исследо- 

ваниях, значительно более общее и широкое значение. Как раз 
на та ом обобщении, состоящем в установлении определенных 
правил, охватывающих все те операции, которые математика 

раньше применяла по отдельности к решению, повидимому, раз- 
личных задач, и основано большое значение Лейбница как мате- 
матика, причем важно здесь не только то, чего он сам достиг 

таким образом, но и пример, даваемый математикам поздней- 
шего времени. Как мы уже видели, говоря об его расширений 
понятия „живой силы“, его обобщения, или по крайней мере 
попытки их, часто далеко выходят за гравипы математики. 
Упомянутая выше удивительная способность Лейбница усвзи- 
вать чужие мысли как раз и объясняется тем, что он сразу 
становился на более обшую точку зрения. Это стремление 
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к обобщениям было присуще ему уже очень рано; оно про- 
является уже в самых первых его сочинениях. 

Как тогда, так и много позже Лейбниц стремился даже выра- 
зить общие правила всякого логического мышления на общем 
языке, который должен был бы соответствовать алгебраическому; 
с применимостью последнего в тех широких формах, какие ей 
дал Декарт, Лейбниц был рано знаком. Подобно тому, как Де- 
карт оперирует с уравнениями, образуя путем преобразования 
и комбинации их новые уравнения, Лейбниц хотел оперировать 

с тождествами в логике. В связи с этим вместо закона противо- 
речия, которое в аристотелевой логике равнозначаще с доказа- 
тельством от противного античной геометрии, Лейбниц вводил 
закон тождества, соответствующий математической операции 
с уравнениями. Правда, Лейбницу не удалось полностью осу- 
ществить свое намерение создать общую символику для логи- 

ческих операций. Но он сумел в своем сочинении „Геометриче- 
ская характеристика" („СвахасейеНса веотешса“) создать такую 
символику для сиятетической геометрии; То, 410 и для своих 

инфинитезимальных исследований он выработал такую символику, 
которая не только давала возможность легко обозреть проделан- 
ное, но при определенных правилах исчисления легко могла быть 
применена и другими, также является ценным площом этих его 
широних стремлений. Надо заметить, что если теперь, повидимому, 
оказываются осуществленными и его более общие намерения, то 
это частично основывается на том, что теперь не довольствуются 
тем, чтобы изображать символами тождества, соответств) ющие 
уравнениям, но принимают во внимание и такие суждения, кото- 
рые утверждают, что некоторый класс заключается в другом бо- 
лее общем классе, и таким образом соответствуют математиче- 
ским неравенствам. 

Далее, Лейбниц устанавливает как внутри математики, таки 
вне ее принцип непрерывности. То, что именно он должен был 
придавать в математике значение непрерывности, является вполне 
естественным, так как’ непрерывное изменение функции служит 
необходимым — хотя, как мы теперь знаем, и недостаточным — 
условием ве диференцируемости. Та же непрерывность, т. е. 
постепенные переходы б8я скачков, должна, по мнению ’Лейб- 
ница, существовать также и в природе, если математика приме- 
нима к ней, и Лейбниц, верящий в гармонию и разум вселенной, 
хочет поэтому видеть непрерывность повсюду. То, что имеет 
сылу по отношению к движущемуся телу, должно иметь силу 
также тогда, когда скорость тела равна нулю, т. е. оно нахо- 
дится в покое; то, что имеет место при ударе двух любых не- 
равных шароз, должно иметь место также и тогда, когда шары 
равны, и т. д. р 

Величины, свойства и законы, которым мы приписываем не- 
прерывность, не могут, очевидно, быть сложными, так как тогда 
все определения границ внутри их были бы произвольными. 
Между тем вселенная представляет собою нечто сложное. Это 

с 
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заставляет Лейбница пригти к его учению о монадах, учению 
0б индивидуумах. На свойствах, которые он приписывает этим 
монадам, мы не можем здесь подробно останавливаться. Укажем 
только, чтобы предупредить возможное недоразуменне, что его 
монады представляют противоположность ди’ еренциалам в том 

отношении, что они обладают определенно ограниченной инди- 
видуальностью, тогда как граница диференциала внутри конти- 
нуума, в котором он берется, является текучей. При этом, однако, 
с одной стороны, диференциал, получая обозначение, выступает 
в исчислении в роли индивидуальной величины, а с другой — 
Лейбниц хочет установить некоторую непрерывность и среди 
монад, принимчя, что они сами составляют столь бесконечно 

плотно следующий друг за другом ряд, что можно перейти без 
скачка от свойств одной к свойствам другой. 

Мы уже упомянули братьез Бернулли (Веглоц!} как ученых, 
тотчас же применивших лейбницево исчисление бесконечно-ма- 
лых и тем способствовавших его развитию, содействовавших 
дальше непосредственно выработке самих методов и, наконец, 
распространивших нх и’ передавших многочисленным последо- 

вателям. Братьев Бернулли приходится называть вместе не 
только потому, что старший—Яков. овладевший этими методами 
раньше, был учителем младшего — Иоганна, но к потому, что они 
до некоторой степени работали совместно даже и тогда, когда 
бурный спор между ними дошел до открытой схватки, причем 
каждый нэ инх прежде осего стремился к тому, чтобы показать 
свое превосходство в трактовке одних и тех же вопросов. 
Бернулли принадлежали к протестантскому роду, перебравше- 

муся во время религиозных гонений Альбы в Нидерландах 
в Базель. Здесь отец их был членом городского совета. Яков 
Бернулли (Лакор Ветоц!!, 1654—1705) сперва по желанию своего 
отца сделался теологом, но вместе ‹ тем тайком он занимался 
математикой. Во время путешествия, предпринятого им в 1676 г., 
попал он, между прочим, в Бордо, где добывал себе средства 
частными уроками. Здесь он составил таблицы для солнечных 
часов. В 168] г. он был снова в Базеле и написал теорию комет, 
Во время путешествия в Нидерланды и Англию Яков Бернулли 
познакомился с тамошними математиками. По возвращении он 

питал в Базеле лекиии по экспериментальной физике и в 1687г 

стал в университете профессором математики. В 1691 г. он едва 
небыл лишен этого места за борьбу свою с некото: ыми злоупотре- 
блениями. В 1687 г. он проштудировал относившуюся к 1684 г, 
статью Лейбница по механике и после этого обратился в пись- 
менной форме к самому Лейбницу с вопросами относительно 
его нового метода; письмо это, однако, дошло до Лейбница 
только по возвращении его в Ганновер в 1690 г.; к тому вре- 
мени Яков Бернулли уже сам справился со своими затрудне- 
ниями и в помещенной в „Ас ЕгиЧНопит“ работе, в которой 
‘впервые встречается слово „интеграл“, применил новые методы 
к изохронной кривой. Он продолжал затем в ряде статей приме- 
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нять их к различным вопросам как геометрии, Так и механики. 

Из учеников его надо назвать, кроме его брата Иоганна, также 
Николая Бернулли — сына другого брата — и Павла Эйлера — отца 
великого математика Леонарда Эйлера. Так как в споре между 
братьями утверждения одного часто прямо-таки противоречат 

утверждениям другого даже в отношении фактов, тб надо отме- 
тить, что Яков Бернулли славился своей откровенностью и 
правдивостью; однако его горячность и раздражительность, свя- 
занные в позднейшие годы с его слабым здоровьем, немало со- 
действовали обострсиню спора. ‹ 

Иоганк Бернулли (]овапп ВегпоиШ, 1667—1748) сперва гото- 
вился стать купцом, но потом под руководством брата занялся 
математикой, а также, по совету его, медициной; в 1690 г. он 
получия лицензию на врачебную практику. После этого он от- 
правился путешествовать и, в частности, задержался в Париже. 
где он и учился и преподавал сам. Одним из его учеников здесь 
был уже упомянутый, несколько старший его маркиз де-Лопи- 
таль, для которого он составил записки, во всяком случае со- 
держазшие интегральное исчисление, изданное им, однако, только 
в 1742 г. Мы уже упоминали (стр. 52) о шатком обвинении, вы- 
ставленном Иоганном Бернулли против Лопиталя спустя долгое 
время после его смерти, в том, что тот в своем изложении ди- 
ференциального исчисления в „Анализе бесконечно-малых“ („Апа- 
Тузе Чез шПшиней рез“) будто бы пользовался его записями; 
упоминали мы (стр. 46} и о том, что благодаря Вариньону для 
Бернулли были открыты страницы „]ошгпа| 4$ Зауап#з“. 

В 1692 г. Иоганя Бервулли вернулся в Базель, где в 1694 г. 
стал доктором медицины, В следующем году он по рекоменда- 

цин Гюйгенса получил в Гренингене место профессора физики. 
В 17065 г. он снова вернулся в Базель, где сперва при содей- 
ствии своего тестя он получил ‘профессуру по греческому языку, 
а затем в том же году, после смерти брата, по математике. Среди 
многочисленных и выдающихся базельских его учеников надо 
назвать троих его собственных сыновей, но прежде всего Лео- 
нарда Эйлера (Геопраг@ Ецег). Профессуру эту он сохранил 
до смерти, г. 

Иоганну Бернулли хак врачу принадлежат ценные работы 
по физиологии; но наибольшее значение имеют его многочислен- 
ные математические статьи, рассеянные в „Аса Егадногит“, 
„]оцгпа| 4ез Зауатз“ и других журналах. Наряду со статьями 
его брата они способствовали тому. чтобы выработать форму 
и обогатить содержание диференциального и интегрального ис- 
числений и расширить область их применения. Работы обоих 
братьев были собраны и изданы в 1742 и 1744 гг. Крамером 
{Сгатлег). Оба брата, особенно Иоганн, были членами мкогих 
научных обществ и находились в сношениях с наиболее выдаю. 
щимися математиками всех стран. 

Спор между братьями возник в 1694—1695 гг., перед тем, как 
Иоганн переселился в Гренинген, и, вероятно, имел причиной, . 
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наряду с чисто личными обстоятельствами, взаимную зависть и 

недостаточно обоснованное выдвигание младшим братом своих 
заслуг за счет заслуг старшего; последний, Яков Бернулли, 
в статье в „Аса ЕгиАЙогит“ (1695) предал спор гласности, вы- 
ступив против брата с очень резкими нападками и насмехаясь 
над его работами. В 1696 г. Иоганн поставил задачу о брахи- 
стахронной кривой, т. е. о кратчайшем пути, по которому тяже- 
лое тело всего быстрее упадет из одной точки в другую, лежа- 
шую под первой не на одной с ней вертикали. Эту задачу, кото- 

рая интересовала также Лейбница, и с которой мы говорили, 
касаясь его спора с Ныотоном (стр. 79) Яков решил в 1697 г., 
причем он с новыми издевательствами над братом присоединил 
к ней аначительни более общую зллану, касавтутюся ‘так назы- 
ваемой изопериметрической проблемы. 

о Иоганн сопровождал свои попытки решить эту задачу оскор- 
блениями и несправедливыми обвинениями; Яков критиковал эти 
не вполне удачные попытки и в 1701 г. дал полное решение 
в статье, которая была выдержана в более спокойном тоне и 
содержанием своим представляла первый шаг к позднейшему 
вариационному исчислению. Только много спустя после смерти 
брата Иоганн сознался в лопушенных им ошибках. Зависть свою 
к научным заслугам других он не преминул проявить даже по 
отношению к одному из своих сыновей. 

Своими сочинениями и широкой педагогической деятельностью, 
в частности подготовкой некоторых из ученых, которым суждено 
было представлять математику в следующем поколении, братья 
Бернулли утвердили лейбницево диференциалькое и интеграль- 
ное исчисление как главное средство инфинитезимальных иссле- 

дований. причем одновременно даны были весьма развитые меха- 
нические правила для всех соответствующих операций. и обна- 
ружена была применимость этих исчислений к большому коли- 
честву областей. Правда, теперь опубликовано было в поздно 
изданном „Методе флюксий“ и ныотоново учение о флюксиях, 
обозначения которого сами по себе, быть может, столь же при- 
годны, как и лейбницевы; метод этот также получил дальнейшую 
разработку в руках некоторых из соотечественников Ньютона, 
и применимость его была доказана рядом важных приложений. 
Но было слишком поздно. Диференциальное и интегральное 
исчисление уже одержало побсду как та форма исчислепия бес- 
конечно-малых, которую должны были принять все математики 

и которая сохранилась до настоящего времени. . 
Это мощное орудие открыло новую эру в истории матема- 

тики, сделав возможным решение множества новых задач; с одной 
стороны, его твердые правила привлекали к математической 
работе все возраставший круг ученых, с другой — дальнейшее 
развитие относящихся сюда методов по-новому ваправляло ра- 
боту наиболее выдающихся математиков. 



И. АНАЛИЗ КОНЕЧНОЙ ВЕЛИЧИНЫ. 

1. Алгебраическое решение уравнений 3-й и 4-Й стелени. 

Вопрос о решении уравнений 3-й и 4-й степени должен был, 
как мы уже говорили („Древние и средние века“), совершенно 
естественно встать уже в лревности. Наряду с задачами, сводя- 
щимися алгебраически к уравнениям 2-й степени, приходилось 
наталкиваться и на такие, которые ведут к уравнениям 3-й сте- 
пени. Напрашивался также переход от построений на плоскости, 
при помощи которых изучались проблемы, алгебраически сводя- 
щиеся к уравнениям 2-й степени, к соответствующим операциям 
с пространственными образами, в частности © параллелепипе- 
дами. Особые обстоятельства способствовали, однако, тому, что 
вопрос о сведении таких задач методами геометрической алге- 
бры к простейшим построениям, аналогичным построениям для 
решения уравнений 2-й степени, либо вообще не возникал либо, же 
скоро снова отступил на задний план; действительно, если бы 
даже такое решение удалось получить, то оно не имело бы осо- 
бого значения. В самом деле, когда в ХУЁРв. нашли решение 
уравнения 3-й степени, то оказалось, что оно либо сводится 
к извлечению кубичного корня, либо связано с применением 
тригонометрических таблиц. В геометрической форме, которую 
принимали задачи в геометрической алгебре древних и которая 
частично была в употреблении и в ХУ] в., извлечение кубичного 
корня представляется как решение делийской задачи или как 
определение двух средних гсомстричсских, а требующееся здесь 
применение тригонометрии —как деление угла на три равные 
части. В древности, естественно, удовлетворялись возможностью 
сводить новые задачи к тем, которые уже были столь хорошо 
знакомы, и примеры сведения некоторых. задач к извлечению 

кубичного корня действительно имеются. Однако общие правила 
для такого сведения потеряли интерес, когда было замечено, 
что те же вспомогательные средства, которые ‘употреблялись 

для извлечения кубичного корня (в частности, пользование ко- 
ническими сечениями), можно было применить к данным зада- 
чам и непосредственно. Мысль об общем сведении некоторого 
класса задач к трисекции` угла, вероятно, совсем не возникала. 
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Арабы продолжали решать задачи, связанные с уравнениями 
3-й степени, с помощью конических сечений, в значительной сте- 
пени следуя манускрнпту, приписываемому Евтокнем Архимеду 
{„Древпие и средние века“, стр. 130). В манускрипте этом, как 
известно, имеется решение уравнения 3-й степени с помощью 
точек пересечения двух конических сечений и связанный с ним 
дноризм. В построении и классификации уравнений арабы пошли 
дальше. Поиски алтебраического решения имели для них и для 
их европейских последователей интерес, которого они не могли 
иметь для греков. Действительно, вычисление кубических кор- 
ней было теперь арифметической операцией, с которой посте- 
пенно осваивались все лучше; алгебраическое сведение уравне- 
ний 3-й степени к чисто кубическим уравнениям являлось бы 
теперь, таким образом, крупным успехом. Правда, как Леонардо 
из Пизы, так и несколько позже Улуг-бек или его приближен- 
ные за неимением такого алгебраического решения применяли 
числовые приближения непосредственно к уравнениям 3-й сте- 
пени; но имеются также указания, что делались по крайкей мере 
попытки найти алгебраические решення. 

Одна из этих неудачных попыток особенно интересна, потому 
что ясно показывает нам, что представляло трудности при на- 
хождении такого решения или, вернее, что не представляло 
трудностей. В одной итальянской рукописн Х!У в. для урав- 
нения 

ил 6. сх 

Ее 
ы У) += %, 

что верно только тогда, когда # =3ае. Отсюда ясно видно, 
что в случаях, когда уравнение 3-й степени простою заменою 

Е ё 
неизвестного (здесь подстановкою д=х+ у или #=х- 31) 

дается решение; 

можно свести к чисто кубичному, подобно тому как уравнение 
2-й степени сводится к чисто квадратному, решение не пред- 
ставляло трулностей. Эта замена, которой в употребительном 
тогда геометрическом изложении соответствовал перенос началь- 
ной точки, в общем случае может быть использована для уничто- 
жения члена, содержащего хз, кли, если предпочитать ту форму, 
в которой дает уравнение 3-й степени Архимед („Древние и 
средние века“, стр. 149), для уничтожения члена, содержащего х. 
Замены этой можно даже совсем избежать, сразу выбирая неиз- 
вестное надлежащим образом; такому выбору должно было 
тогда придаваться тем большее значение, чем меньше имелось 
средств для преодоления алгебраических трудностей, вызывав- 
шихся усложненной формой уравнений, и у Диофанта можно 
найти немало примеров, когда задача решается удачным выбо- 
ром неизвестного. 
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Понятно, таким образом, что когда, наконец, решение уравне- 
ний 3-й степени было найдено, то главное внимание обращено 
было на правила для решения различных уравнений вида: 

№3 --ах-- в =0, 

получающихся при тех или иных знаках а и 6. Преобразование 
уравнения с 4 членами в уравнение с 3 членами, как мы видели, 
не представляло трудностей, хотя общис правила дия такого 
преобразования установил только Кардано, давший в „Агз тавпа“ 
систематическое изложение вопроса об уразнениях 3-й степени. 
Самим решением написанного выше уравнения с 3 членами Кар- 
дано обязан, как мы знаем, сообщению Тартальи и бумагам, 
оставшимся после Сципиона дель-Ферро. 

Сообщения, которые Кардано с такой настойчивостью вы- 
рвал у Тартальи (стр. 19), сводились к следующему: уравнение 

жэ- ах = (1) 

в котором через а и $ обозначены положительные величины, 
имеет решение: я 

з— 
х=Ин— ИЯ, 

гле И и 9 опрелеляются из условий: 
=} 

о =(5 
й. (АА: 

откуда и и —9 находятся как корни уравнения 2-й степени; 
уравнение 

и 

х=ах-ё (2) 

Г 
х= Ин Г, 

где и и т определяются из ‘условий: 

п, у (5). 

имеет решение: 

Относительно уравнения 

мах {3 ах {3} 

Тарталья сообщил только, что его можно решить с помощью 
уравнения (2). 

Надо заметить, что эти сообщения, сделанные в стихотвор- 
вой форме, не дают сведений о каком-либо методе, с помощью 
которого можно найти решение уравнений 3-Й степени; они 
просто предлагают решение, указывая только, как можно пред- 
ставить корни в виде разности или суммы кубичных корней 
из корней уравнения 2-й степени. Дело здесь идет, таким обра- 
зом, вовсе не об изобретении метода, но об открытии — именно 
открытии — формы иррациональности, которую должны иметь 
корни упомянутых уравнений; относительно того, каким путём 
было найдено это решение, мы остаемся в неведении. Так как 
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Сципион дель-Ферро имел решение уравнения (1), и Фиоре (1535) 
вызвал на поединок Тарталью как раз потому, что знал это 
решение, то очевидно, что он обладал тем же самым решением, 
так как кроме него никакого второго вообще нет. Предлоло- 
жение о том, что решение Ферро могло касаться лишь каких- 
нибудь частных случаев, также должно отпасть, так как при- 
меры Фиоре вели к ирраниональным ответам, а во всех таких 

случаях приходится поступать совершенно одинаковым образом. 
Сверх того Кардано также говорит. что он нашел в бумагах 
Ферро то же решение, какое сообщил ему Тарталья. 

Таким образом первенство открызия принадлеми: Сципиону 
дель-Ферро, а Тарталья, раньше занимавшийся уравнениями 
3-й степени без особого успеха, нашел решение снова, но только 
после того, как он узнал, что уравнения вида (1) действительна 
разрешимы. Было бы, однако, несправедливо из совпадения 
решений заключить, что Тарталья сам знал решение Ферро: 
действительно, если они оба вообще могли решать такие урав- 
непия, то это совпадение, как было уже сказано, является не- 
обходимостью. 

Неудивительно, что Тарталья, решив уравнение (1), тотчас же 
нашел и вполне аналогичное ему решение уравнения (2). Гораздо 
больше должно нас удивлять, что не сделал этого и Ферро. Это 
может иметь следующую причину. Уравнения 

и =0 ‚ шо 

с помощью которых уравнение (2) было решено Тартальей и 
к которым совершенно естественно вела аналогия © уравне- 

нием (1), становятся невозможными, когда 

65 _Га\з (=. 
В настоящее время эта невозможность не играет особой роли, 

так как мы допускаем и инимые корни. Напротив, как в древ- 
ние века, так и во времена Ферро решение не всегда возмож- 
ной задачи связывалось с диоризмом или условием возможности, 
которое для рассматриваемого здесь уравнения 2-й степени 
имело бы вид: 

Последнее условие не могло, однако, быть выставлено как 
диоризм, или условие возможности для положительного кория 
уравнения (2): 

э=а- в, 

что было нетрудно заметить в то время, когда этими уравнени- 
ямн занимались так много. В таких случаях обыкновенно делают 
пробы с числовыми примерами, и тогда это было тем естественнее, 
что уравнения выражались тогда только в словесной форме, и 



АЛГЕБРАНЧЕСКОЕ РЕШЕННЕ УРАВНЕНИЙ 3-Й и 4-Й СТЕПЕНИ 91 

не было еще и речи об особых обозначениях для известных, но 
произвольных величин (в данном случае наших а и 6). Уравне- 
ние имеет положительный корень, —а только его в сущности и 
искали, —— независимо от того, имеет ли место неравенство 
#2. Га} ы В) =(5) или нет. Последний случай называется обычно непри- 

водимым, так как решевие уравнения 3-й степени здесь нельзя 
привести к уравнению 2-й степени, 

Вот почему данное Тартальей решение уравнения (2) являлось 
неполным, в одних случаях применимым, в других нет. Возмож- 
но, что это и удержало Ферро от того, чтобы с своей стороны 
дать такое решение. Напротив, Тарталья, хвалившийся уменьем 
решать уравнения еще и раньше, когда он мог делать это толь- 
ко в совершенно частных случаях, нисколько не усомнился, по- 

сле того как он нашел решение, сообщенное им позже Кардано, 
что он может решать уравнение (2) без добавления какого-ни- 
будь ограничения. Как талантливый математик, каким он, судя 
по всему, несомненно, был, он, однако, скоро должен был заме- 
тить, что его решение не всегда применимо. 

Это открытие должно было привести его к попыткам найти 
полное решение, не имевшим, однако, успеха, Непобежденная 
трудность, независимо от других возможных причин, служила 
ему достаточным основанием для того, чтобы снова и снова от- 
кладывать работу над сочинением об уравнениях 3-й степени, 
в когорой он сай холел сообщить об Открытиях, опубликован“ 
ных к его большой досаде Кардано в „А: тарпа“, На то, что 
боязнь Тартальи оказаться опереженным Кардано особенно от- 
носилась к неприводимому случаю, указывает тот факт, что, 
когда непрерывно прололжавшиеся вопросы Кардано начали 
касаться этого пункта, он тотчас же перестал на них отвечать. 
Кардано, однако, ушел в этом отношении не дальше его. 

Тот же неприводимый случай появляется в ином виде в третьем 
классе уравнений: 

ж+8=ах. (3) 

Тарталья сообщает об этбм, как было упомянуто, только то, 
что такие уравнения решаются с помощью уравнения (2). Но о том, 
каким образом Тарталья пользовался этим уравнением, Кардано 
не узнал. Не знаем этого и мы. Несомненно, каким-то образом 
была использована существующая между обоими уравнениями 
взаимная зависимость, выражающаяся в том, что корни одного 
равны корням другого, взятым с противоположными знаками. 
В то время, так же как в некоторых случаях и раньше, значе- 
ние отрицательных корней уже осознавалось, и мы увидим, что 
Кардано понимал даже выгоду рассмотрения их. Но вообще то- 

: гда предпочитали избегать их и задачи, которые можно решить 

с помощью отрицательных корней уравнения (2): 

ж=ах--ь 
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к такому виду, чтобы они решались с помошью положительных 
корней уравнения (3): 

д -о = ах. 
Ь 3. Газ 

Уравнение (2) в приводимом случае (5 (#) имеет только 

один действительный корень, и корень этот положителен. На- 
ез э 

против, в неприводимом случае С.) <(=) оно имеет два отри- 

цательных корня, и следовательно, уравнение (3} — два положи- 
ь\ аз 

тельных. Угловие {:) = —. ‚ которае, если принимать во внима- 

ние лишь положительные корни, для уравнений вида (2) обра- 
зует только границу между теми уравнениями, которые можно. 
и нельзя решить по формуле Тартальи, для уравнения (3) дает 
действительную границу возможности. Эти общеизвестные теперь 
вещи явствуют из приводимого ниже решения задачи {3), дан- 
ного Кардано. 

Каким путем пришел к тому же Тарталья, мы не знаем; од- 
нако, так как в более поздних своих сочинениях он дает в од- 
ном месте решение задачи на шахипит и определенно добав- 
ляет, что оно найдено посредством новой алгебры, то он едва 
ли мог воспользоваться для эгого чем-нибудь другим, кроме рас- 
смотренной здесь границы возможности. Действительно, такие гра- 
ницы возможности были тогда еще единственным средством для 
решения задач на шахйпа и при решении трехчленных уравке- 
ний 3-й степени не встречается никаких других пригодных для 
этого диоризмов. Это предположение вполне подтверждается 
также формой, в которой Тарталья дает решение своей задачи. 

Задача Тартальи заключается в требовании разделить число 
8 на две такие части, чтобы произведение их произведения на 
их разность было тахипат. Решение его таково: „8 надо разде- 
лить на 2; квадрат этой половины, увеличенный на 1]; этого 
квадрата, должен быть равен квадрату разности обеих частей“. 
Определенное указание относительно того, как найти эту раз- 
ность. говорит, что он в своем решении принимал ее за неизвест- 

ное. Если мы обозначим ве через х и заменим число 8, которое, 
очевидно, представляет собою любое число, буквою а, то части 
будут 5- Я и +0 и выражение 

= 

а Е х 

# ( 8: {5+ 2) 

должно иметь максимальное значение. Обозначая его через п, 

получаем уравнение: 
2 -4т = ах, 

2 з 
имеющее как раз форму (3); граница возможности {> = (5) 

23 
дает здесь (ту = (5) ‚и уравнение имеет решение: 

дам, та ай 
тт, 



АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 3-Й и 4-Й СТЕПЕНИ 93 

как и указывает Тарталья. Форма, в которой это проведено, 
должна стоять в связи с незнакомым нам способом его решения 
уравнения (3). 

Напротив, способ, каким Кардано выполнил указание Тартальи 
относительно решения уравнения (3) с помощью уравнения (2), 
известен нам из „Агз тарпа“. В несколько сокрашенном виде 
его можно изложить следующим образом: уравнение 

ж-о=ах (3) 
надо решить с помощью уравнения (2), (положительный) корень 
которого предполагается, таким образом, известным, Если мы 
обозначим его через у, то 

=ау-- 2. (2) 

Отсюда следует (у Кардано это сложнее), что 

ж+у =а(х +), 
или, по сокращении на х + у, 

ями =а, 
откуда окончательно 

Общего решения уравнения (3) этот способ, конечно, не 
дает. Он иредиолагает знание корня уравнения (2); но, для т9- 
го чтобы корни уравнения (3) были действительны, должно быть 

Уу= У: — а. Однако еслиу < у: = а, то как явствует из подста- 
з . ь 

новки в (2'), (#)> (5) ‚ те мы имеем как раз неприводимый 

случай, в котором нельзя найти у из {2'). Нрименимость метода 
к действительному решению ограничивается“ следовательно, слу- 

Ь\8 2 
чаем, когда (5) =(5) ‚итакими случаями, вкоторых корень урав- 

нения (2’) уже каким-нибудь образом известен. Случай первого 
рода лежит в основе только что рассмотренной задачи Тартальи 
на определение тахииит‘а. Что касается случаев, в'’которых из 

425 Е 
ел 

различные примеры их, что не представляет затруднений, так 
как он умел составлять уравнения, имеющие определенный 
корень. 

то, однако, в высокой степени заслуживает нашего внима- 
ния, это, во-первых, общие результаты, к которым приходит 
Кардано, а во-вторых, примененный им методи то, что он из не- 
го извлекает. 

Даже тогда, когда Кардако не находит положительного кор- 
ня уравнения (2’), он знает о его существовани. По крайлей 
мере в позднейшем своем сочинении, носящем также название 
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„Аз шабпа“ с добавлением лишь слоза агИхтенсае *, он уста- 
навливает еще более общее положение: уравнение, в котором 
все члены, стоящие в левой части, имеют более высокую сте- 
пень, чем члены, стоящие в правой части (если все члены напи- 
саны в той части, где они положительны), имеет один и только 
один положительный корень. Весьма вероятно, что он сперва 
заметил это обстоятельство на уравнениях 3-й степени (1) и (2) 
и затем обобщил его..Это обобщение легко могло быть получе- 
но человеком, имевшим столько дела с численными примерами 
решения уравнений, хотя бы ему и нелоставало спелгтв лля 

строгого доказательства. (Справедливость этого предложения, 
впрочем, можно без труда доказать, разделив ‹бе части уравнения 
на старший член правой части. 

Уравнение (2’), примененное Кардано для решения уравне- 
ния (3), имеет, таким образом, всегда один и только один поло- 
жигельный корень у; Кардано, следовательно, может определен- 
но указать — у как отрицательный корень [тах Неа — ложный 
корень уравнения (3). Кроме того, как мы видим, он находит, 
что в неприводимом случае есть еще два положительных корня; 

уравнение, определяющее их, получается путем деления нах + у 
или на разность межзу хи известным корнем —у,— методом, пб- 
следующее развигие которого мы проследим в главе 3-й. Далее, 
из получающегося уравнения 2-й степени явствует, что числовое 
значение у отрицательного корня равно сумме положительных 
корней. Кардано отмечает это вполне определенно; то обстоятель- 

Гав 
ство, что в пограничном случае (5) = (5) имеется один един- 

ственный положительный корень х= >, он рассматривает как 

частный случай предыдущего, обнаруживая этим правильное пони- 
мание двойного коркя. Так как уравнения (2) и (3) получаются друг 
из друга изменением знаков корней, то Кардано замечает также, 
что уравнение (2) в неприводимом случае имеет один положи- 
тельный и два отрицательных корня, сумма которых равна по 
абсолютной величине положительному корню. 

Кардано владеет этихи результатами настолько свободко, 
что переносит их также на полные уравнения 3 й степени или по 
крайней мере на такие из них, в которых член 2-й степени имеет 
знак, противоположный знаку члена 3-й степени. Такое урав- 
нение 

фх— а --с 

в в [3 
посредством введения новой неизвестной у— х—-. или подста- 

новки х =у+$ сводится к предыдущим формам; это преобра- 

зование, как мы видели, тогда умели делать, хотя лишь Карда- 
но определенно установил его в виде правила. Если существует 

* Агз авиа агитеНсае — великое искусство арифметики, 
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три действительных корня, то, как только что показано, сумма трех 
значений у равна нулю. Следовательно, сумма трех значений х 
равна а. Кардано, нё имевший в своем распоряжении ясных и 
общих форм доказательства, ограничивается тём, что показызает 
это на числовых примерах, определенная ссылка его ка резуль- 
таты, которые он нашел перед этим для уравнений вида (2) и 
{3), свидетельствует, однако, что ход его мыслей передан здесь 
правильно. й 

Общее решение уравнения (2} в неприводимом случае, а сле- 
довательно, и решение уравнения (3), когда оно вообще имеет 
положительные корни, остазалось между тем задачей еще нераз- 
решенной, и чем большие успехи делало учение об уравнениях 
3-й степени в других отношениях, тем настойчивее становились 
попытки овладеть также и этими случаями. 

Одна из попыток, произведенных в этом направлении, при- 
надлежит Бомбелли и выделяется смелостью, с которою он опе- 
рирует с мнимыми величинами. В этом отношении Кардано был, 
однако, его предшественником, правда, в другой области, а 
именно, Кардано показал, что мнимые корни 5—/ —15и5-+ ИБ, 
к которым приводит обычное решение системы уравнений 
х+у=10, ху=40, действительно удовлетворяют этим уразне- 
ниям, если произвести с ними вычисления как с другими двучлен- 

ными величинами и положить . 

Ив.иИ-В=1в, 

По правилу, указанному Тартальей, уравнение (2) 

№=ах-Ь 
имеет рёшение: 

‚ИУ 
з з 

при (5) <) решение это становится непригодным. Бомбелли 

пробует, однако, применить его и в этом случае. Он пользуется 
з 

для этого преобразованием выражения И э-- ИЁ. ели поло. 
жить его равным р -+- Иа, то можно определить р и 4 из соот- 
ношений: 

2-34 
р 

„Если положить И: 
уравнение: 

= 1, то получаем для определения р 

49" = 1р Е 

Бомбелли пробует применить это извлечение корня к обоим 
членам вышенаписанного выражения для корня уравнения (2), 
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не обращая внимания на то, положительна или отрицательна В. 
ь а з 

Он делает подстановку «=, 8 = (5) —(;) ‚ откуда 

а 
дз и х=р + Ид -+р— Ид = Эр. 

Таким образом Бомбелли действительно удается дать объя 
нение тому, что наше уравнение может иметь действительны 
корень даже н тогда, когда ом выражается через кубичные корни 
из мнимых величин. Решения же задачи ок не получает, так как 
его уравнение для определения р по подстановке значений вит 
принимает вид; ь 

А =ар +, 

а это есть не что иное, как данное уравнение, с заменою в нем 

х через Эр. Исследования относительно кубичных корней из ве- 

личин вида а-- ИВ предпринимались в связи с решением урав- 
нений 3-й степени тахже Штифелем и Жираром. 

Виета удалось найти решение уравнения 3-Й степени в непри- 
водимом случае путем применения средств, выходящих за пре- 
делы алгебры. В главе 4-й мы ближе познакомимся с формой, 
в которой это было сделано. Здесь укажем только вкратце, 
пользуясь современными обозначениями, что решение основано 

на соотношении 
с0$3 и = 4 с053 и — 3 с05 и. 

Если привести уравнение (2) к виду: 

заменяя в нем прежние обозначения а и 6 через 3/2 и а!?, то 
в а 

неприводимый случай имеет место при г> а. Можно, следова- 

тельно, положить а = 27с057, а тогда вследствие вышенаписан- 
ного выражения для соз Зи уравкение удовлетворяется значением: 

х-— 27 с05 р $ 

Корни уравнения (3), принимающего теперь вид: 

Зх— в=ам, 

можно найти методом, данным Кардано. Получаем: 

З Узи, х=1!с0зх 

что вполне соответстзует результатам Виета. 
Удачный результат возобновленных попыток решить уравне- 

ния 3-й степени, считавшиеся в течение веков неразрешимыми, 
пробудил желание найти также решение уравнений 4-й степени. 
Это оказалось, при умении решать уравнения 3-й степени, сопря- 
женным со сравнительно незначительными трудностями. Дейст- 
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вительно, необходимые преобразования, ведущие к вспомогатель- 
ному уравнению 3-й степени, до некоторой степени родственны 
тем, которые уже давно применялись при выводе решения квад- 
ратного уравнекия. Решение уравнения 4-й степени было най- 
дено уже молодым учеником Кардано Феррари, и Кардано смог 
поместить его в „Аз шанпа“ в связи с подробным изложением 
учения об уравнениях 3-й степени. 

Прием Феррари непосредственно применяется здесь только к 
таким уравнениям 4-й степени, в которых отсутствует члек 3-Й сте- 
пени и которые мы напишем здесь в виде: 

драм вх -е=0, 

предполагая, что а, 6, с могут быть положительны или отрица- 
тельны (Кардано в своем изложении избегает отрицательных 
членов, распределяя члены по обе стороны знака равенства). 
Сперва урзазнение преобразовывается так, чтобы в левой части 
стоял полный квадрат, а в правой — выражение не выше 2-й сте; 
пени. В приведенных Кардано примерах это достигается несколь- 
кями способами, но определенно указывается, что всегда можно 
воспользоваться следующим приемом. Из уравнения получаем: 

а \2 д ГЫ 2 жен “= ея (+=) я-а +а вх +1. 

Чтобы сделать обе части квадратами, ирибавляем к ним 
обеим по 

(аз): а, 

где 2-— пока неизвестная величина. Получаем: 
а? 

Ре фе а у — с, 

где правая часть представляет собою также квадрат, если 

6 — 21 (АР 4аЁ + 2—4). 

Из этого уравнения 3-й степени определяется 1 после чего 
нахождение х можно свести путем извлечения квадратного корня 
к уравнениям 2-й степени. 

Кардано определекно отмечает, что к указанному здесь виду 
легко можно свести такие уравнения, в которых вместо члена 
3-й степени отсутствует член 1-й степени. Это достигается пре- 
образованием, которое он применял к таким уравнениям уже 

Е 
раньше и которое соответствует подстановке х =, где А — по- 

ложительная или отрицательная постоянная. Казалось бы, что 
для Кардано не должно было представить затруднений решеняе 
методом Феррари`и таких уравнений, которые содержат члены 
как с 3-й, так и с 1-Й степенью: он мог бы, например, уничто- 

жить член 3-й степени аналогично тому, как уничтожал член 2-й 
степени в уравнении 3-й степени. Он мог бы также использовать 
непосредственно прием, вполне аналогичный вышеприведенному 

7 Цейтом. Исторла маематвки, 
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приему Феррарн, т. е. преобразовать уравнение так, чтобы обе 
части его стали полными квадратами. То, что Кардано этого не 
сделал, объясияется, конечно, лишь новизною предмета, 

Пробел этот, Во всяком случае, было легко заполнить, и он 
действительно был скоро заполнен; использован был при этом 

второй из указанных путей. Бомбелли, вообще иллюстрирующий 
решение уравнений 3-Й и 4-й степени многочисленными приме- 
рами, решает, например, уравнение 

а 83 - И = 68^, 
преобразуя его в 

0 = (16—20 № + (68—80 х— (1), 
из 

147 = В + 666 
получается #6, откуда 

4х 6) = + 205 +25 =@х 4 5). 

2. Алгебраическая символика. 

Найдениое Ферро, Тартальей и Феррари решение уравнений 
3-й и 4-й степени знаменовало столь очевидный успех по отно- 
шепию к математике древних, что это должно было нп высшей 
степени стособствовать оживлению работы математической 
мысли, которая; как было упомянуто во вступлении, и помимо 
того получала пишу со всех сторон. В особенности это должно 

было дать повые импульсы для развития илгебраического на- 
правления. Так как эти открытия были непосредственно связаны 
с определенными видами уравнений 3-й и 4-й степени„’то прежде 
всего вставал вопрос о сведении к этим видам других уравнений 
3-Й и 4-й степени. Далее, естественно, встал вопрос о возможно 
более широком использовании полученных результатов. Нужно 
было также показать применение правил па ряде примеров. 
Работы Кардано и Бомбелли скоро распространили теории, о 
которых идет речь, по всему свету. Так, вскоре в Германии 
Штифель чувствовал себя в этой области тоже совершенчо сво- 
бодио. Во Франции. где Виета спачала посвятил свое крупное 
математическое дарование главным образом тригонометрии, они, 
несомненно, способствовали тому, чтобы дать его деятельности 
более алгебраическое направление. Как уже было упомяпуто, 
Виета сумел важные результаты своих тригонометрических работ 
перенести в алгебру; подробнее мы будем говорить об этом в 4-й 
главе, Работы итальянцев и Виета способствовали, в свою оче- 
редь, появлепию исследований Симона Стевина, Жирара и Гэррио- 
та, а те со своей стороны имели немало точек соприкосновения 
с работами Иобста Бюрги, Кеплера и др. ь 

Мощный рост содержания алгебры все более и более требо- 
вал при таких обстоятельствах развития соответствующих форм, 
а усовершенствование форм опять-таки оказывало влияние как 
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ва углубление содержания, так и на большую его понятность 
в большее распространение. 

Тарталья и Кардано довольствовались еще алгебранческими 
обозначеннями, которые были употребительны по обе стороны Альп 
уже в конне средневековья. Тогда, правда, применялись различ- 
ные символы, если дело шло о записи, преобразованни и реше- 
нии уравнений с данными числовыми козфициентами, но когда 
вадо было выразить общие правила или методы, то обходились 
совершенно без символики, Иногда, как делал это в свое время 
Диофаит и как мы видели это выше у Тартальн, общий ход вы 
кладок показывался на пронзвольных частных числовых значениях; 
это средство было, однако, не всегда достаточным. Общее урав- 
нение хз {ах = выражалось примерно таким образом: „куб“ 

{^3) р (рш5) некоторое количество [@) „вещей“ {х) равно извест- 
кому „числу“ (6); при указайин решения наш Хх именовался „вешь“; 
„Кколнчество вещей“ обозначало то, что мы записываем буквой а. 
Величина 6 именовалась „числом“. Известные в Германии знаки 
+ и —, как видно отсюда, еще не применялись в Италии, где, 
напротив, употреблялись только р и т— простые сокращения 
письма. Напнсанные полностью слова ри и ш!ши$ обозначали 
раньше положительные и отрицательные поправки при пользо- 
вании гевша 1151. То же значение имеют символы + и —у Вид- 
мана. у которого они впервые встречаются. Только после него 
эти слова и знаки сталин употребляться как обычные знаки сло- 
жения и вычитания. 

Древние математики, мысли которых с течением времени 
усваивались все глубже, завещали, правда, еще одно средство 
изложения, носившее общий характер, — геометрическое изобра- 
жение; но оно перестает быть непосредственно наглядным, как 
только дело начинает касаться выражений выше чем 2-й стелени; , 
для выражений выше чем 3-й степени оно ограничивается упо- 
треблением „гипергеометрических“ терминов, как квадратоквадрат 
для 4-й степени ит. п. 

Знаки плюс и минус, имеющие то преимущество, что они 
ясно зыступатют среди обычного письма, быстро получили широ- 

кое распространение, Дальнейшее развитие символики шло пре- 
имущественно по пути новых сокращений записи уравнений. Бом- 
белли достигал этой цели, обозначая различные степени неизвест- 
ного символами 1, 2, 3,...; Стевин изменил обозначения Бомбелли 
на (1), @ 3)...; Бюрги почти так же, как раньше это делал 
Шюке {0 работах которого Бюрги, однако, вряд ли мог’ что-ни- 
будь знать), приписывал показателей степени неизвестных рим- 

скими цифрами к соответствующим коэфипиентам в виде показа- 
телей: 1 — Ми {+ 7” — Г! обозначает у него 7х — 143 + 7х8 — х7. 
Это определенное обозкаченае показателя было яснее употреб- 
лявшихся раньше начальных букв (и вместо питегаз, т. е. Ь 
4 вместо Чцаагайип и т. п.). Связанное с0 всеми этими обозна- 
чениямни неудобство, состоящее в том, что они“ предполагают 

ых 
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только одну неизвестную, Стевин устраняет тем, что пишет леред 
обозначением степени 56с или 167, если дело идет о „второй“ 
или „третьей“ неизвестной. „Умноженное на“ обозначает он 

через /М и ›деленное на“ — через О. Теперешнее уравнение 
з г 

9 дай == га 

он записывает так: 

Если. мы разделим 6 (307 ес (1) на (4) М @), 

тозполучим 3@О;е ФО. 

Для известного, но произвольного числа у Стевина ещё нет 
обозначения. Уравнение 

ву = ду 62 

записывает он следующим образом: несколько 5ес (1) равны 
1 М зе @) плюс несколько (@\; наш коэфициент а в последующих 
операциях носит название „количества $ес(1)". Такие же обозна- 
чения для стопеней Стевин применял, как мы увидим, при изо- 

р И 
бражении десятичных дробей в виде различных степеней а 

Корни к началу нового времени обозначаются стоящей перед 
выражением буквой А, которая обычно перечеркивается {В). Это 
Ю или гу Стёвина и Виета перешло в знак У. Есль речь идет 
не о квазратных корнях, то показатель обозначается помощью 
особого добавления. Так, Виета изображает кубичный корень 
символом 1/с. тогда как Стевин пишет 1/3). и т. д. Стевин и 
его последователь Жирар для изображения ивапратных и кубич- 
ных корней пользовались также особыми обозначениями. Находим 

мы у них и зачатки особой тригонометрической символики, 
Жирар употребляет даже столь сокращенную запись, как 

и (9) 
Аи’ 

соответствующую теперешнему выражению: 
605 (А — В] 052 _. 
с05(Я — В) — сов (А В), 

скобками обозначен здясь синус лаключенного в них угла, а ма- 
ленькою буквою — угол, дополкительный по отношению к углу, 
изображенному большой буквой. 

Для изображения корня из сложного выражения Рудольф, 
Бомбелли и Стевин применяют различные средства; Жирар за- 
ключает подкоренное выражение в скобки и пишет, например, 
УИ — 47). Курьезно, что этот общеупотребительный теперь 
алгебраический знак объединения появился впервые там, где 
теперь пользуются вместо скобок другим символом, употребляв- 
шимся еще Виета, —горизонтальной чертой над сложным выра- 
жением (например, В + 0); эта черта соединилась у Виета с упо- 
требительным тогда знаком корня в обычный после него длинный 

знак корня: УТ — 747. 



АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ СИМВОЛИКА 101 

Заметим еще для сравнения с некоторыми ограничениями, 
которым, как мы увидим, подчиняется у Виета применение его 
символики, что его современник Стевин, так же как Кардано, не из- 
бегает в уравнении отрицательных корней и не задумывается про- 
изводить операции над иррациональными корнями. Он ясно уста- 
навливает понязие иррационального числа и указывает, что это 

отвергнутое Евклидом понятие находится, однако, в скрытом 
виде в его 14-й книге и что ее легче было бы читать, если бы 
оно было отчетливо выдвинуто и ближе пояснено числовыми 

примерами. В связи с этим Стевин и Жирар идут в операциях 
с радикалами довольно далеко. С применением обозначений они 
не связывают предположения, что изображаемые неизвестные 
или корни должны быть положительны или рациональны. 

Символика Стевина дает очень простой вид уравнениям 
с данными числовыми коэфициентами и очень удобна при вы- 
полнении преобразований и решении их. Однако упомянутое 
отсутствие обозначений для известных, но произвольных вели- 
чин делает ее непригодной для выражения общих правил и их 
общего обоснования. В этих случаях Стевин прибегает к помощи 
обычного языка. Надо, однако, сказать, что он умеет делать это 
проще и понятнее, чем большинство его современников. В то 
время как последние пользовались древними языками или по 
крайней мере заимствовали у них термины лля обозначения на- 
учных понятий, Стевин находил наиболее пригодным для доста- 
точно ясного изложения ‘свой родной язык, хотя он и перевел 
потом свои сочинения частью на французский, частью на латин- 
ский. Одно из своих сочинений, „Га Р1зтх“, он постарался напи- 
сать особенно популярно, чтобы сделать его понятным купцам, 
ремесленникам и другим читателям, для которых предлагаемая 
в нем десятичная система имела практическое значение. 

Во всех этих отношениях он образует полную противопо- 
ложность Виета. Последний был верным приверженцем древних, 
к воззрениям которых он примыкал, несмотря на все те круп- 
ные успехи, которые вскоре должны были дать алгебре совер- 
шекно отличный от прежнего вид. Все его изложение насыщено 
его эрудицией в области греческого языка. Оно полно греческих 
терминов, то написанных греческими буквами, то латинизирован- 
ных, и эти термины, из которых лишь очень немногие приобрели 
впоследствии право гражданства, в высшей степени отягощают 
его стиль. Изображение числовых уравнений у него также не 
столь просто, как у Бомбелли или Стевина. Но зато у него есть 
нечто такое, чего еще не ‚было у последнего и благодаря чему 
он является создателем алгебраической формулы и алгебраи- 
ческой символики, в которой, правда, слова еще вкрапляются 
в формулы. 

Виета обозначал прописными буквами произвольные числа, и 
притом не только, как это делалось до него, ‘неизвестные, но 
также и такие, которым в различных частных случаях можно 
было давать то или иное данное значение. Первые он обозна- 
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чает гласными, последние — согласными. Операции, которые он 
производит с составленными помошью этих обозначений выра- 
жениями, представляют собою, таким образом, настоящее бук- 
венное исчисление, содержащее в себе все операции, какие по- 
лучаются заменою букв всевозможными числовымн значениями. 
Он называет его 1.0915Нса зрестаза в противоположность 0913 са 
питтега!$. 

Как только что было упомянуто, снмволика Внета не во всех 

отношениях была развита до такой степени. как у некоторых 

из его современников. Он все еще употреблял в ней полные ня 
сокращенные слова, например т вместо знака умножения, аедиа- 

ь фт вместо знака равекства; у него мы находим также слова, 

обозначающие степени различных величин. Лля трех низших 
степеней онн взяты из геометрии и обозначают число измерений, 
что же касается высших степеней, то им даны гипергеометри- 

ческие названия. 43, А® обозначаются, например, таким образом: 
А сибиз, А сибо-сибо-сцфиз; известная величина В представляется 
как ведичнна` 9-Й степени помощью записи 50140-50 1Чо-зопАниг. 
Величина 1-й степени носит название 1а14$ (сторопа}, если данное 
1а105 умножается на неизвестную величину, то оно обозначается 
как содействующее [соейсептз) прин образавании соответствую- 
щей площади. Названия эти выбираются всегла так, чтобы ура- 
внения были одпородны относительно неизвестных и известных 
величии, взятых вместе. Из знаков употребляются +, — и дроб- 

ная черта. Горизонтальная черта над многочленным выраже- 
нием показынает, как уже упоминалось, что его надо рассматри- 

вать как олно целое, -- то, что мы выражаем теперь помощью 

скобок Данные числовые множителн приписызаются просто без 
особых обозначений. Уравнение 

А+ 3ВА = 2 

эзета записывает следующим образом: 
А сибиз - В рмапит ш А 3 аеанаиг 2 зой4о. 

Эта символика оказывается нелостаточной, когла сам пока- 

затель может быть произвольным. В такнх случаях Виета огра- 
ничивается менее определенными обозначениями, становящимися 

понятными лишь в данном контексте, Так, 
В рагаббйа ит А этафит — А роезае аедиашг 2 роповенае 

есть запись уравнения 

ВА? — 4} =. 
Свонм несколько тяжеловесным и неудобным аппаратом Виета 

пользуется с математической шепетильностыо, изобличающей 

в нем верного ученика древних. Подобно нм, он считает за числа, 
с которыми вообще можно оперировать, только рациональные и 
положительные числа; их он н обозначает буквами. Вследствие 
этого справедлиность результатов, вытекающих из операций при 
его способе обозначений, нуждалась еще в особом обосновании 

в тех случаях, когда неизвестное при полстановке значений 
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известных величин оказывается иррациональным. Такие особые 
‹ обоснования были бы столь пространными, что этим уничтожа- 
лись бы преимущества введения символики; Виета, однако, со- 
знавая право на требования такого обоснования, добавляет 
в особенно важных местах так называемое „геометрическое“ 
решение, с нашей точки зрения являющееся, правда, менее гео- 
метрическим, чем его символика, постоянно пользующаяся гео- 
метрическими или гипергеометрическими терминами. Это реше- 
ние удовлетворяет требованиям, предъявлявшимся к геометриче- 
ской точности как древними, так и арабами, в силу того, что оно 
базируется на евклидовом {евдоксовом) учении о пропорциях, 
равно применимом ик соизмеримым и к несоизмеримым величи- 

нам. В этом отношенни Виета идет по стопам Омара Алхайями 

{„Древние и средние века“, стр. 205). 
В качестве примера такого „геометрического“ изложения при- 

ведем имеющееся у него решение уравнения Ферро и Тартальи. 
Прежде исего он представляет уравнение с помощью своей сим- 
волики в форме, которую мы выше перевели как 

р 8+ ЗВА = 0; 
известное решение имеёт тогда следующий вид: А есть разность 
„сторон“, которые образуют площадь В и разность кубов кото- 
рых равна О, т. е. если обозначить эти „стороны“ через и и т: 

ии= В, 1—11=10, А. ин-т о. 

Для того чтобы применить „геометрическое“ решение, Виета 
пишет затем вместо „О зоНФиш“ произведение ‚В рапит“ на 0, 
так что получается уравнение: 

АЗ - ЗВА = ВР. 

Затем он определяет четыре величины, образующие гео- 
метрический ряд, так, чтобы прямоугольник, построенный на 
средних или на крайних, равнялся В. а разность крайних равня- 
лась О. В таком случае А будет разностью средних. Если мы 
обозначим эти четыре величины через 2, и, 9, & то мы можем 
выразить сказанное следующим образом: 

Отсюда видно, что оба решения совершенно созпалают (если, 
конечно, мы и в первом заменим 2 через ВО) и что последний 
способ выражения соответствует античной замене кубичного 
корня двумя средними геометрическими. Действительно, пропор- 
ции дают: 

В=Ь т=28, 
в =2Н2—й=В.. 
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Буквы у Виета всегда должны Обозначать только положитель- 
ные числа. Что касается даяных величин, то такая установка 
продолжалась вплоть до Гудде так что еше Декарт, желая 
написать уравнение с общими коэфициентами, ставит перед 
каждым членом многоточие вместо знака; это должно обозначать, 
что знак может быть как плюсом, так и минусом. Буквенный 
коэфициент выражает. таким образом, только абсолютную вели- 
чину. Что касается неизвестных величин, то здесь труднее де- 
лать подобное предположение, так как не всегда можно пред- 
видсть, будут ли они положитсльны или отрицатсльны, и нс 
всегда можно наперед видоизменить уравнение так, чтобы они 
стали положительными. Если уравнение имеет отрицательный 
корень, то, как мы видели („Древние и средние века“, стр. 189), 
уже индусы умели давать этому правильное объяснение; позже 
в Европе такой, например, ученый, как Шоке, вполне понимал 
значение отрицательных корней (там же, стр. 221). Кардано с пол- 
ною ясностью относит к уравнению все его корни, как положи- 
тельные, так и отрицательные. Виета, основательно знавшену 
работы Кардано, такой взгляд не мог, следовательно, оставаться 
неизвестным. Поэтому он, конечно, обдуманно допускает только 
положительные корни, ссылаясь на значение, которое он дал 
однажды символам. В силу этого Виета не только, подобно сво- 
им предшественникам, определяет отрицательные корни уравке- 
ния х°— ах 4- & как положительные корни уравнения у? 0 -=ар, 
но и давземое им обобщение кардановского соотношения между 
положительными и отрицательными корнями первого из этих 
уравнений является у него только соотношением между положи- 
тельными корнями обоих уравнений. Заметим в связи с этим, 
что Штифель также довольствуется тем, что относит к уравне- 
нию его положительные корни. Штифель. между прочим, является 
первым, рассматривающим отрицательные числа как числа, 
меньшие нуля. 

Хотя у Виета область чисел, обозначаемых буквами, ограки- 
ченнее, чем у Стевина, однако это не должно мешать нам це- 
нить достигнутую здесь Виета логическую безупречность. Именно 
она, сделала его символику надежным средством, которым можно 
было пользоваться не толька для того, чтобы получать правиль- 
ные результаты для данных конкретных задач, но которое могло 
служить также для изложения общих предложений и их 
полного обоснования. Для этого как раз требуется, чтобы при 
истолковании результатов в символы не вкладывалось никакого 
другого значения кроме того, которое им было дано сначала и 
которое приписывалось им во все время дальнейшего развития. 
Впоследствии, правда, обнаружилось, что алгебраическая симво- 
лика имеет те выгоды, что се обозначения могут столь же хо- 
рошо изображать и отрицательные и иррациональные и мнимые 
величины и даже такие понятия, к которым неприложимо поня- 
тие величин; уже и ко времени Виета не существовало сомнения 
относительно правильности полученных результатов, если даже 
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они давали для искомых величин отрицательные или иррацио- 

нальные значения. Однако формальное право на непосредствен- 
ное применение такого результата могло быть получено только 

тогда, когда впоследствии была найдена форма определения 
производимых над символами действий, особенно умножения, 
деления и извлечения корня, охватывающая также отрицатель- 
ные и иррациональные величины, и когда за исходный пункт 
было принято как раз это расширенное определение. Что 
касается действий с ироациональными величинами, то, как мы 
увидим, таким расширением мы обязаны только Декарту. 

Символика Виета приобрела легкость и наглядность благо- 
даря сделанным Томасом Гэрриотом (Нашюб усовершенствова- 
ниям, освободившим, в частности, уравнения ОТ вставки в них 
слов. Гэрриоту удалось достичь этого путем того, что он, 
во-первых, ставит в произведениях и степенях все неравные и 
равные сомножители один за другим, записывая, например, 
586? в виде Бааафф, и, во-вторых, пользуется знаком =, которым 
он обязан своему соотечественнику Рекорлу (Кесог4}. Эта упо- 
требительная теперь форма знака равенства не сразу принята 
была всеми; так, еше Декарт обозначает „равно“ символом 25; 
наряду с этим встречаются и другие знаки равенства. Гэрриот 
употребляет также знаки > и < в их теперешнем значении. То, 
что он пользуется для изображения величин маленькими буквами, 
также деласт его формулы более удобпымн- 

То, чего не могла еще выразить символика, приходилось вы- 
ражать при помощи слов или геометрических фигур. Мы должны, 
однако, упомянуть здесь еще об одном средстве, служившем 
для точного изображения и для действительного выполнения 

операций над числами и величинами, которые должны были 
удовлетворять известным требованиям, — мы имеем в виду изо- 

бражения с помощью таблиц. Мы рассмотрим здесь применение 
этого средства к образованию биномиальных коэфициентов и 
сделаем это тем охотнее, что.оно играет важную роль в иссле- 
дованиях, о которых мы скоро будем говорить. Штифель нахо- 
дил эти коэфициенты, последовательное образование которых 
путем умножения и деления мы встречаем лишь позже, следую- 

щим образом: когда (х + а)"!"" получается из (х -- ау' умноже- 
нием на х-+- а, то коэфициент при х”" а" в первом много- 
члене образуется как сумма коэфициентов при х”`"а” и х"`”Т а 
во втором, или, в современных обозначениях: 

м 
Основанное ‘на этом последовательное образование биномиаль- 

ных коэфициентов ясно представлено у Штифеля помощью сле- 
дующей таблицы, где каждый член образуется как сумма членов, 
стоящих в предшествующей строке над ним и влево от него: 
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Тарталья, познакомившись с`„АгИйшейса тета" Штифеля, дал 
в своем „Сепега! Ттацацо 4 пишем еЁ пизше" этой таблице дру- 
гую форму, ведущую к еще более непосредственному изобра- 
жению арифмстических рядов возрастающего порядка, т. е. та- 
ких, которые начинаются разностью бив которых затем каждый 

член с определенным номером представляет собоо разность между 
стоящизн в следующем ряду членом с тем же номером и членом, 
ему предшествующим. Его таблица имеет следующий вид; 

т 

яаееч-ы 

тэ 

Каждое число злесь получается посредством сложения чисел, 
стоящнх перед ним и над ним. Козфициенты различных степе- 
ней бинома расположены по днагоналям, соединяющим числа 
первой колонны с имеющими тот же номер числами первого 
ряда. Отсеченный такою диагональю треугольник есть так на- 
зываемый арифметический треугольник, который позже был 
образован с тою же целью Паскалем, связывавшим, однако, 
с ним одновременно и мультипликативное образование чисел. 

Подобным же табличным изображением пользуется и Виета, 
чтобы представить и выполнить последовательное образование 
различных коэфициентов в уравнениях деления круга и угла, 
о которых мы будем говорить позже, 

3. Общая теория алгебраических уравнений. 

Большие преимущества символики, благодаря которой дока- 
зательства и выводы принимают форму выполняемых по из- 
вестным правилам операций, были тотчас же в очень большом 
объеме использованы самим Виета, Эти преимущества ясно 
сказываются не только там, где Виета получает новые резуль- 
таты, но и там, где он разбирает вопросы, на которые давали‘ 
ответ уже его предшественники, и даже там, где он решает 
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задачи, которые его предшественники решали по существу тё- 
ким же способом, как и он. 

Виета дает столь полное изложение вопросов, связанных 
с уравнениями четырех низших степеней, что теперь, когда 
преимущества символики общеиззестны, многое в этом изложе- 
нин может показаться излишним. Эта полнота изложения резко 
отличает Виета от его предшественников, которые обычно 
должны были довольствоваться словесной формулировкой пра- 
вил или демонстрированием их на числовом примере, причем 
только из правильности формулировок можно заключить, что 
авторы владели и обоснованием этих правил. Так, мы видели 
{стр. 95}, зто Кардано правильно указывает на то, где надо 
нскать обоснование его утверждения относительно суммы 
корней уравнения 3-й степени; но это еще не формальное до- 
казательство. 

Дать дедуктивный анализ, зедущий от данного общего 
уравнения к его решению, до Виета было бы невозможным. 
Когда при изложении данного Феррари и Бомбелли решения 
уравнения 4-й степени мы преобразовызали последнее в новое 
уравнение, содержащее неопределенную пока величину & а за- 

тем из требования, чтобы правая часть этого уравнения была 
квадратом, получали для # уравнение 8-й степени, то мы далн 

лишь наглядное изложение хода мыслей авторов, лежащего 

в основе решения. Бомбелли в приведенном им (стр. 95) при- 
мере указывает нам, как образозать синтетически уравнение 
3-й степени: он находит, что его корень равен 6, и преобразо- 
вывает затем только данное уравнение з такое, которое он по- 
лучает, полагая # =6. Напротив, Виета, по существу решающий 
уравнения 4-й степени методом Феррари, пользуется — упо- 
требляя свою символику —той же аналитической формой изло- 
жения, какую употребили и мы: он преобразует свое уравнение 
с неизвестною А в новое, содержащее сверх того нензвестную 
пока величину Е. 

Решение уравнения 3-й степени до Виета также могло быть 
даваемо лишь в виде синтетических правил, подобных тем, 
которые Тарталья сообщил Кардано (стр. 89, где слова за- 
менены современными символами). Виета первый ясно указы- 
вает, как можно притти аналитически к решению уравнения 3-й 
степени. Как мы увидим, он следует в этом анализе по существу 
тому же ходу мыслей, как и при анализе уравнения 4-й степени. 
Только здесь дело идет 0б образовании не полного квадрата, 
а полного куба. Если заменить обозначения Виета употреби- 
тельными в наше время, то уравненее берется в таком виде: 

хз | Зах = 28, (1) 
Виета полагает 

а= + 2% (2) 

вероятно, потому, что левая часть преобразовывается таким 
путем в три первые члена х3 + 3х2ё-- Зх# полного куба. Чтобы 
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определить & Виета исключает х, вставляя выражение, найден- 
ное из последнего уравнения, в первое. В результате исключе- 
ния получаем: 

(в) 258 = а? (3) 
По определении # из этого уравнения х находится с по- 

мощью вспомогательного уравнения (2). Преобразование урав- 
некия (1) в 

{хаб в=5, 

которое, вероятно, сначала имелогь в виду, становится, таким 
образом, совершенно ненужным. Если мы сопоставим это урав- 
нение с уравнением (2), которое может быть написако в виде; 

(хтрЕ=а, 
то становится ясно, что действительное нахождение решения 

совпадает с данным Тартальей и, вероятно, еще до него Ферро. 
Предмет особых исследований Виета составляют трехчленные 

уравнения различных степеней. В связи с результатами, найден- 
ными Кардано для уравнений 3-й степени, он прежде всего ис- 
следует, сколько корней имеют такие авнения. При этом 
имеются в виду положительные корне; отрицательные он опре- 
деляет обычным путём как корни уравнения, в котором х за- 
менен через —у.Виета исходит при этом исследовании из уравне- 
ний 2-й степени и затем образует из них трехчленные уравнения 
высших степеней, однако так, что число положительных корней 
не увеличивается, а именно, он применяег либо подстановку 

х— у" либо другие приемы, примеры которых мы приведем 
здесь. 

Из уравнения 
Ж- ах=Ь, 

возведя его в квадрат и сведя с помощью данного уравнения 
члены 2-й и 3-й степени к членам 1-й степени, получаем урав- 
нение: 

м- (а3 + 2аб)х = ® + а; 
уравнение 

= аб ах— 
дает по умножении па х+ 8 

(а— 6) — хз = аб. 

Новые уравнения имеют в обоих случаях те же и только. 
те положительные корни, как и данные. 

В уравнении 
аки — кт В, 

которое может иметь два корня, Внета определяет коэфициенты 
так, чтобы корни имели данные значения. Если обозначить по- 
следние через у и 2, то у 

реа риа пени ат ит ртеря ав 2 2 ря ут 
утЩ я г. ат Е 
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Аналогичное определение он предпринимает и для уравне- 
ний вида: 

5, 

где и -- и — четное число, # — нечетное; только здесь положи- 
тельный и отрицательный корни, как обычно у него, тракту- 
ются как положительные корни двух соответственных урав- 
нений. 

Вышенаписанные выражения для а и 2 находятся в связи 
с суммированием геометрических рядов. Это дает Виета повод 
к составлению различных трехчленных уравнений, у которых 
данные величины и действительные корни находятся в разно- 
образной зависимости от геометрических рядов, Если, например, 

тря 4 ах 

а, аь...@» образуют геометрический ряд, то уравнение 

(а Ра +... р анх" — х" =ака, +... На) 

имеет решения: : 
2 | Бар... Та, 

а, та... +4. 

Составление таких уравнений свидетельствует об алгебраиче- 
ском мастерстве Виета. Однако несравненно большее значение 
имеют уравнения, выведенные им из тригонометрических соот- 
ношений п разбираемые вамн в особом отделе. 

Виета содействовал развитию учения об алгебраических урав- 
нениях не толБко в отношении тех или иных отдельных классов 
уравнений, его новые средства позволили ему найтн также такие 
преобразования и законы, которые относятся ко всём алге- 
бранческим уравнениям. Так, построение общих формул дало 
ему возможность применить подстановку вида х =у-^, упо- 
треблявшуюся Кардано для уничтожения члена 2-й степени 
в уравнении 3-й степени, к уничтожению члена второй по вели- 
чине степени во’ всяком уравнении. Таким же образом он 

# . распространил подстановку х == -„, которую Кардано применяет 
к уравнениям 3-Й и 4-й степени, так, что он, по его собствен- 
ному выражению, в совершенно общем случае „взаимно меняет 
первое и последнее“. Указал Виета также преобразование, ве- 
душее к тому, чтобы, ке изменяя козфициента 1 при члене 
высшей степени, дать коэфициенту члена второй по величине 

степени {а} новое значение 0, именно, подстановку х = Ре 

далее, он дал правило для уничтожения дробей в коэфициентах 
путем подстановки х = й.-у, где имеет задлежаше выбранное 
значение. Освобождения уравнений от радикалов он достигает 
путем изолирования и возведения в степевь. То, что он уничто- 
жает таким путём не только радикалы, под которыми стоит не- 
известное, но и те, которые встречаются в коэфициентах, на- 
ходится в полном согласии со сказанным нами значении, кото- 
рое он придает своим символам. 
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Еще больиее значение, чем эти преобразования, имеет общее 
исследование Виета относительно составления уравнений из 
множителей первой степени и выражения коэфициентов через 
корни. Укажем сначала на то, что уже было достигнуто в этой 
области его предшественниками и современниками. Что касается 
уравнения 2-й степени, то ответ на второй вопрос был уже 
вполне дон евклидовым его решением. В „Нанных“ Евклида 
определение двух величин по построелному на них прямоуголь- 
нику (произведению нх) и сумме или разности сводится ке- 
посредственно к уравнениям 2-й степени („Древние и средние 
века“, стр. 45}. } 

Вопрос о составлении уравнений из множителей 1-й степени 
возник позднее п не сразу был поставлен в такой именно форме. 
Желая проследить его историю, мы должны обратиться к встре- 
чающемуся у Кардано приему решения уравнения 3-й степепи, 
Этот прием Кардано применял тогда, когла он не знал еще 
метода Ферро и Тартальи. Кардано преобразует, например, 
уравнение р 

249-4524 25 =. 16х 455, 

+105 4-5, х виду: 
2х6) +5) = 24-6) + 10), 

после чего сокращение на 2х --6 приводит к уравнению 2-й 
(лецени. Пока дело идст, как злссь, только 06 искусном рас- 
пределенин отдельных членов в обенх сторонах, с целью полу- 
чить общего множителя, мы еще не имеем, собственно, настоя- 
щего метода. Чтобы можно было говорить о нем, надо было бы 
либо усмотреть связь между сокращаемым множителем и корнем 
уравнения, в данном случае отрицательным корнем х = — 3, либо 
‘понять, что по перенесении всех членов в одну сторону полу- 
ченный многочлен разлагается на множители, однн из которых 
имеет вид Хх —а (я — корень уравнения). 

Первое из этих требований Кардлано впоследствии факти- 
чески выполнил, хотя, быть может, п не вполне сознавая его 
значение; как мы видели (стр. 94), он находил положительные 
корни уравнения 

прибавляя к обеим его частям 

вах 

путем такого преобразования, что ставовится возможным со- 
кращение нё х минус известный отрицательный корень. Этот 
прием Виета распространил потом на трехчленные уравнения 
высших степеней. 

Мы видели дальше (стр. 95), что Кардано евязал с этим 
учение о трех корнях некоторых уравнений 3-Й степени и пра- 
вило о том, что коэфициент при члене 2-й степени, помещен- 
ном в правой стороне, равен сумме корней. Этим был сде- 
лан, после того, что древние знали об уравнениях 2-й степени, 
первый шаг к ‘выражению козфициентов уравнения через, его 
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корни. Виета дал такое выражение, по крайней мере для урав- 
нений, имеющих лишь положительные корни, составляя полные 
уравнения с данными положительными корнями вплоть ло 5-й 
степени. Этого достаточно, чтобы показать, как в уравнекии /-й 
степени образуются коэфициенты при Хх", х*-® `х?-2, хит и т. Д., 
и установить, что они представляют собою взятые с чередую- 
кимися знаками елинипу, сумму корней, сумму произведений корней 

по 2, поЗит. д. Знаки выбирает он так, чтобы свободный член, рав- 
ный произведению корней, стоял в правой части со знаком плюс. 
Работа, в которой Виета дал подробный разбор этого предло- 
жения, оцениваемого.им самим как наиболее крупный результат 
его математической деятельности, утеряна. ° 

Излагал ли в ней Виета в общем виде образование коэфи- 
циентов и в уравнениях, в которых имеются отрицательные 

корни, неизвестно. Так как он признает только положительные 
корни, то он должен был бы в этом случае выражать коэфи- 
циенты через положительные корни данного уравнения и поло- 
жительные корни соответствующего ему уравнения. получаемого 
заменою х на —у. Там, где представляется случай, он обнару- 
кивает, что такое расширение его предложения ему во вся- 
ком случае не чуждо. В частности, это относится к несколько 
раз уже встречавшимся нам двум взаимно дополняющим ‘друг 
друга уравнениям 3-й степени, которые мы напишем в том же 
виде, как на стр. 93: 

м=ау-+ в; + ё=ах 

Если обозначить (положительный) корень первого через ‚у, 
а (положительные) корни второго через х: и ль, то Виета пока- 
зывает, что 

деж х ха хи жж = а; мха ха) = В. 
Первый из этих результатов был, как мы видели, известен 

уже Кардано, 
Гэрриот, исследования которого примыкают к исследованиям 

Виета, также не признает отрицательных корней; однако свое- 
образный исходный пункт, занимаемый им, дает ему возможность 

я через к тогда, в Ри ОИ вы ть ноэфи 
последние частью положительны, частью отрицательны, как это 
видно из следующего примера, в котором сохранены его соб- 
ственные простые обозначения. Из произведения а—6, а— 
иа-- 4 он образует, перенося, так же как Виета, член, свобол- 
ный от неизвестной а, в правую часть, уравнение: 

ааа — даа | Ка 

—саа — ва 

+ Фаа— саа = — веса. 

Из способа образования этого уравнения он заключает, что 
уравнение удовлетворяется, когда @ =6 или а==е, в то время 
как множитель а -- 4 не используется для подобного заключе: 
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ния. Таким путем образуются в совершенно общем виде все 
возможные алгебраические уравнения с исключительно действи- 
тельными корнями. Только отрицательные корни, как в привё- 
денном примере а = — 4, еще не считаются корнями. 

Гэрриот пользуется этим способом образования для решения 
уравнений, отождествляя данное уравнение с другим, образова- 
ние которого предполагает корень некоторого вида. Чтобы ре- 
шить таким образом уравнение 3-й степени 

ваа — Зь6а = 2есс, 

где $ <с, он отождествляет это уравнение с уравнением 

ваа — Зда == т'т + 994, 

которое по своей форме удовлетворяется значением а=х- 9. 
Таким образом он приходит к решению Тартальи: 

79 = 06, "тг + 994 = Зссе. 

В полном виде предложение о выражении коэфициентов 
через корни было выставлено Жираром вего „1иуенНоп поиуеПе“, 
появившейся (1529) за несколько лет до труда Гзрриота, но на- 
писанной, несомненно, значительно позже его. Жирар не только 
наряду с положительными кориями рассматривает отрицательные, 
но видит также, что предложение является общим лишь в том 
случае, если принимаются во внимание н мнимые корни, гастеб 
епуеоррёез, которые он выражает помошью квадратных корней 
из отрицательных чисел. Его утверждение, что алгебраическое 
уравнение всегда имеет столько корней этнх трех видов, какова 
его степень. было, правда, строго доказано только к началу 
ЖХ в.; но он имел основание расширить предложение Виета на 
уравнения и-Й степени с п такими корнями, просто оперируя 
с мнимыми велизинами таким же образом, как это уже раньше 

делал Кардано стр. 95). 
В виде дополнения к упомянутому здесь предложению Жи- 

рар дал указание относительно того, как выражаются через 
коэфициенты суммы степеней корней уравнения. Так как он не 
сообщает общего метода для определения их, а только дает 
выражения для сумм степеней корней до 4-й степени, то он, не- 
сомиенпо, нашел вх просто последовательным определеинем 
суммы корней, суммы квадратов, кубов и т. д. 

Естественно, что Жирар не может придать мнимым корням 
какого-нибудь другого значения кроме того, что они, помимо 

возможности их получения путем обычного решения уравнений, 
необходимы для общности его положений. Напротив, что ка- 
сается отрицательных корней, то он похазывает геометрически 
их значение на примере, который представляет и самостоятель- 
ный интерес, а именно, Жирар определяет алгебраически „влви- 
жение“, выполнение которого циркулем и линейкой является 
‘нелегким, но все же было известно уже в древности. Дошедшее 
„до нас решение принадлежит известному Гераклиту, но задача 
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эта должна была быть рассмотрена уже в утерянном сочинении 
Аполлония о вдвижениях. Она состоит в том, чтобы через точку 
на биссектрисе прямого угла провести прямую, на которой 
стороны угла отсекают отрезок данной длины. Длина отрезка, 
который эта линия отсекает на одной из сторон, считая от не- 
которой определенной точки последней, может быть найдена из 
уравнения 4-й степени, в выражение корней которого. входят 
только квадратные радикалы. Эта задача приведена впоследствии 
в „Геометрии“ Декарта как пример применения уравнений та- 
кого вида. Жирар показывает, что выбор тех или иных знаков 
перед радикалами соответствует отсчету частей, составляющих 
искомый отрезок, в том или другом направлении от начальной 
точки, взятой на стороне угла, 

Перенесение всех членов в одну сторону уравнения — прием, 
имеющий большое значение для нахождения линейных множи- 
телей и сокращения на них, — не встречается ни у кого из ука- 
занных авторов. Так, еше Жирар уединяет в одной из сторон 
член высшей степени. Больще всех к расположению, о котором 

идет речь, приближается Гэрриот; у него образование уравнений 
основано на том, что он действительно знает, что произведение 
линейных множителей, представляющих разности между неиз- 
вестной и корнями, должно быть равно нулю. Когда это наблю- 
дение было сделано и распространено Жираром на отрицатель- 
ные и мнимые корни, то оно вскоре должно было получить 
внешнее выражение втом, что уравнения стали писать так, что- 
бы в правой части стоял нуль. Вначале, однако, эта форма 
употребляется без такой цели. Чисго случайно встречается она 
в одном месте у Штифеля. Бюрги по сообщению Кеплера, при 
определении хорды, соответствующей олной седьмой части дуги, 
хорда которой равна а, сперва получает уравнензе: 

7х — 143 {+75 —х а, 

а затем замечает, что при а ==0 оно дает сторону семиугольника. 
После того как математики, в значительной мере сл чайно, от- 
казались от представления, что обе части уразнения обязательно 
должны содержать абсолютные величины, они не стали упускать 

случая там, где это могло быть полезно, действительно пере- 
вносить все члены в одну сторону. Непер в своей алгебре (на- 
печатанной только: в 1839 г.) и Декарт делают это довольно 
часто- 

4. Тригонометрия и ее связь с алгеброй. 

Рассмотренные нами успехи математики тесно связаны между 
собой и являются естественным продолжением того, что сде- 
лано было античной математикой. Таким образом здесь мы 
имеем дело с присущим науке стремлением все глубже и глуб- 
же проникать в то, что уже стало прежде предметом ее иссле- 
дования. Это, конечно, не исключает того, что найденные 
результаты при случае получали применение на практике, и это 

8 Цейтов. История маломолана 
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давало, в свою очередь, новые импульсы теоретическому углу- 
блению в математические проблемы. 

Теперь мы переходим к рассмотрению тех успехов алгебры, 
связанных главным образом с именем Виета, которые были не- 
посредственно вызваны потребностями практики. 

Речь идет о развитии алгебры под влиянием тригонометрии, 
которая развивалась под прямым влиянием измерительной прак- 
тики. Предварительно мы должны будем дать краткий обзор 
состояния тригонометрии у древних и ее быстрых успехов в по- 
вое время. 

У греков тригонометрия развивалась только как спутница 
астрономин. Евклид, Менелай и другие, правда, производили 
геометрические исследования относительно фигур на шаровой 
поверхности; но задачи по сферической тригонометрии, реша- 
вшиеся с помощью найденных соотношений, связывались не 
с любыми сферическими треугольниками, а только с опрелелен- 
ными фигурами, непосредственно имевшими значение для астро- 
номин. При составлении таблиц также имелись в виду лишь 
нужды астрономии. Тригонометрия была, таким образом, лишь 
промежуточным звеном между математикой и астрономией, ли- 
шенным самостоятельного значения. Долгое время она находи- 
лась в таком положении и у арабов, значительно содейство- 
вавших развитию как самой астрономии, так и применяемых 

в ней тригонометрических средств. Только у перса Наср-Эддина 
(умер в 1274 г.} мы находим самостоятельную трактовку реше- 
ния сферических треугольников по трем данным элементам: 
выполняет он его, пользуясь четырехугольннком, о котором 

идет речь в предложении Менелая, 1 а также дополнительными 
треугольниками, т. е. такими, в которых вершины одного яв- 
ляются полюсами сторон другого; при надлежащем выборе тре- 
угольников, образованных большими кругами, стороны одного: 
служат дополнениями углов другого. 

Произведение Наср-Эддина оставалось неизвестно как за- 
падным арабам, так и европейским математикам до недавнего 
времени. й 

В Европе решением сферических треугольников внё связи 
с задачами астрономии впервые занимался Региомонтан, сочине- 

ние которого „Ое ЧаприЙз отийиодиз ИБег ашидие“ (пять книг 
о треуголэниках „всякого рода) появилось в 1588 г., спустя 
57 лет после смерти автора. Основной материал Региомонтан 
получил от арабов и некоторых из их непосредственных евро- 
пейских последователей; но систематическое изложение и 
разбор различных частных случаев в значительной мере принад. 
лежит лично ему. Разбор этот является, однако, неполным, так 
как двузначность результата замечена им здесь лишь при решении 
треугольника по углу, прилежащей и противолежащей сторонам 
и не замечена при решении треугольника по стороне, прилежа- 

2 „Дрезние и средние века“, стр. 160—161. 
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щему и противолежащему углам. Так как Региомонтан не знает 
зависимости между элементами взаимно полярных треугольников, 
то он не может вывести последнее решение из первого. Зато он 
дает зависимость, выражаемую теперь формулой: 

с05а — 2056 с05с +- зар т ссоз А; 

у него она имеет несколько иной вид, так как вместо с0$ он 
употребляет зшт уегз (= | — с0$) и вычисляет тригонометрические 
величины для радиуса, отличного от единицы, 

Региомонтан в своем учении о треугольниках сводит их ре- 
шение к применению таблицы синусов. Сам он, однако, составил 
в то же время таблицу тангенсов, более полную, чем сушество- 
вавшие раньше, так как он подобно Абул Вафа видел, что 
пользование ею значительно облегчает вычисления. Оно избав- 
ляет от надобности делить за на зп (90° —@) и особенно 
упрощает нахождение угла, когда известен его тангенс. Однако, 
чтобы действительно использовать преимущества этих таблиц, 
надо было правила Региомонтана, имевшие в виду применение 
только синусов, заменить другими. Это поставило перед про- 
должателями его новые задачи. 

Решение этих задач и вообще возможно большее усовершен- 
ствование тригонометрии диктовались, как мы уже указывали 
в начале книги, все возраставшими потребностями астрономии. 
Астрономия ставила тригонометрии новые задачи и требовала 
решений, которые при наименьшей затрате труда давали бы 
наибольшую точность. Достижению этой цели способствовали 
как астрономы, так и математики. Коперник в двух тригономе- 
трических главах своего капитального труда „Ое геуо!аНоп из 
оГит соеезНиш“ („Об обращениях небесных тел", 1543; эти 
главы были отдельно изданы его учеником Ретиком еще в 1542 г.) 
вынужден был самостоятельно обосновывать некоторые основ- 
ные положения сферической геометрии, так как он в то время 
не был еше знаком с работой Региомонтана. Коперник впервые 
сводит дело к трехграннику, проектирующему треугольник 
из центра. Чутье Коперника к усовершенствованиям в области 
тригонометрии сказывается и в том, что он нашел целесообраз- 
ным в своем экземпляре таблицы тангенсов Региомонтана доба- 
вить к ней таблицу секансов, позволяющую заменять деление 
на синус или косинус умножением. Опубликована была таблица 
секансов только Ретиком (1551), который соединил ее с таблицей 
‚синусов и более полной таблицей тангенсов; в последней раз- 
ность между последовательными углами равна одной минуте, 
причем радиус принимается все время равным 10°, 

Таблицы составлены в употребительной и теперь форме, так 
что одновременно можно найти синус и косинус данного угла 
и косинус и синус дополнительного; названия тригонометрических 
величин употреблены новые, не совпадающие притом и © нынеш- 
ними. Обозначения Чапрепз и зесапз введены только Томасом Финке 
в его „Геометрии круга" („Сеошеёча гошипа!", 1583}; на широкую 

8* 
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распространенность этой книги указывает как тот факт, что 
упомянутые наименования зошли в общее употребление, так и 
то влияние, которое Финке оказал на следующих за ним авторов. 

Сам он близко примыкает к Региомоктану, но дает новое и 
очень удобное для вычислений соотношение, выражаемое теперь 
формулой: 

Пользование этим результатом при нахождении двух углов 
по их сумме и отношению противолежащих сторон имеет по 

сравнению с приемом Птоломея то преимущество, что оно 
позволяет прямо применять ковые таблицы тангенсов. 

Как сильно вообще развилась со времени Региомонтана пло- 
ская и сферическая тригонометрия, можно судить по правилам 
для решения треугольников, данным в тригонометрической ру- 
кописи Тихо-Браге (1591 г.; см, стр. 39). О применяемом здесь 
простаферетическом методе мы будем говорить дальше. Здесь 
отметим только, что Тихо-браге до некоторой степени знаком 
с применением полярных треугольникоз, так как он при нахож- 
дении угла в сферическом треугольнике, в котором даны про- 
тиволежащая сторона и лва других угла, пользуется тем же 
правилом, что и При нахождении стороны по противолежащему 
углу и двум другим сторонам. Ма первый взгляд может пока- 
заться, что это должно было приводить к ошибочным резуль 
татам, ибо в первом случае имеет место формула: 

05а = с0$8 ©05с Е зшё ше с0$ А, 

во втором же случае формула: 

с05 А = — с0$ В с03С + змВ &1С соза. 

Нужно, однако, иметь в виду следующее; у Браге, как и у 
его современников, косинуса как такового нет; рассматривается 
вместо этого „синус дополнения“ (31пиз сотр!етерй — отсюда и 
термин 50-5113). Под „дополнением“ разумеется угол, дополняю- 
щий данный до 90°. Но если угол ®х больше прямого, то, как 
ясно из другого места той же рукоииси, дополнением его Браге 
называет угол о — 90°, так что „синус дополнения“ равен не 
с059, а —с039. При таком определекии указания Тихо-Браге 
являются правильными, если или один из углов В и С или обе 
величины аи А больше 90°. Так как в то время тригонометри- 
ческие величины не имели звака то полная формулировка тех 
или иных соотношений требовала пространного ‘рассмотрения 
отдельных случаев. Тихо-Браге пытается сделать это в некоторых 
местах, но не достигает нужной общности. Так, правило его, 
которое можно было бы выразить формулой: 

вА= ап В 
в 505 
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предполагает, что А >> 90° и что под {2 А разумеется то, что мы 
теперь обозначаем как {6 (180°— Д). Однако несомненно, что, 
несмотря на встречающиеся ошибки в записи и неточные сокра- 

щения, Тихо-Браге и его помощники умели правильно пользо- 
ваться содержащимися в этой рукописи правилами; применять 
их приходилось главным образом в случаях, встречавшихся на 
практике, а там, где давалось какое-либо отдельное правило, 
для которого не представлялось таких случаев, оно, конечно, 
тоже проверялось на числовых примерах. На это определенно 
указывается в одном из правил, хотя рукопись в дошедшем до 
нас виде, не предназначенном к опубликованию, не содержит” 
таких примеров. 

Таким образом приведенные выше и некоторые другие. пра- 
вила Тихо-Браге являются неполными в том смысле, что они 
неявно содержат дополнительное требование, чтобы тот или 
иной угол был острым или тупым. При применении, однако, эта 
неполнота не могла создавать особых затруднений, так как для 
каждого отдельного случая делался чертеж и из него видно 
было, надо ли прибавлять или отнимать те или иные величины; 
это было вполне естественно в то время, когда чертежи еще 
заменяли в некоторых отношениях наши формулы. Вообще го- 
воря, та полнота, которую дают наши формулы, была в то время 
несовместима с похвальной краткостью рукописи Тихо-Браге. 
Мы видим это по громадным размерам произведения, начатого 
Ретиком и законченного Ото: „Ориз РааНпит 4е 1ЧаприИз“ 1 
{1596), в котором действительно исчерпаны все возможные 
случаи и все возможные решения. 

Правила Тихо-Браге были в общем настолько удачны и целе- 
сообразны, насколько только можно было в то время ждать от 
человека, который вичего еще не знал о появившихся в 1579 г. 
„Математических таблицах” („Сапоп таетайсиз“) Виета. Пред- 
шественниками Виета в его тригонометрической работе были 
Региомоитан и Ретик; „Таблицы“ последнего (1551) были‘ взяты 
им за образец в отношении способа введения тригонометрических 
величин. Поставленную работами Региомонтана и Ретика задачу 
по трем данным элементам плоского или сферического треуголь- 

а обра, На т Е панбол 
пользуясь при этом всеми тригонометрическими величинами, 
Виета полностью разрешил в своем упомянутом выше труде и 
в сочинении, изданном в 1592 г. Различные правила, относящиеся 
сюда, Виета — творец математической формулы — представляет в 
ясной и наглядной форме, не прибегая, впрочем, к особой сим- 

1 Обычно цитируется как „Ориз РааИпии“. Точный перевод: „Пфальцекий 
труд о треугольниках“. Такне названия были в то время употребительны, — авторы 
в сачом названии хотели отметить этим покровительство н материальную под- 
держку той или нной владетельной особы — в данном случае курф:прста нфальц- 
ского. Помимо этого в пространных посвящениях авторы не жалели высокопар- 
вых слов для излияния споих „верноподданнических“ чувств # превозношения 
талантов и мудрости своего покровителя. Прим. ред. 
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волике, но пользуясь табличным сопоставлением членов про- 
порций, которыми он пользуется. 

Доказательств он, однако, дает немного, да и те, которые 
есть, не отличаются особенной ясностью. Из вспомогательных 
средств, которые он применяет, надо в особенности отметить 
употребление треугольников, образованных большими кругами 
с полюсами в вершинах сферического треугольника; среди них 
он, однако, не выделяет определенно, как это сделал Наср-Эддин, 
собственно полярного треугольника, стороны и углы которого 
служат дополнениями до 180° к элементам данного. Это было 

сделано в Европе лишь позже Снеллием (Зпе из}. 
Как установление правил для решения треугольников, так и 

числовые выкладки и табличные работы, о которых мы будем 
говорить ниже, требовали значительного развития гониометрин. 
Крупные успехи гониометрии в рассматриваемый период также 
связаны с именем Виета. Его глубокое знание алгебры давало 
ему в такого рода исследованиях большое преимущество перед 
другими. Более того, несомненно, что самый интерес его к алге- 
бре первоначально был вызван возможностью приложений к 
тригонометрии и астрономии. И тригонометрия в работах Виета 
щедро отблагодарила алгебру за оказанную ею помощь. Злесь 
не только, как это всегда бывает в полобных случаях, каждое 
новое применение давало импульс к новым исследованиям, но 

полученные гониометрические результаты сами непосредственно 

являлись источником важных успехов алгебры. Они привели к 
решению уравнений 3-й степени в неприводимом случае и к 
образованию важного класса разрешимых алгебраически уравне- 
ний высших степеней, Сверх того они дали значительный мате- 
риал для получившего впоследствии развитие учения о функциях. 

Главными гониометрическими результатами, о которых здесь 
идет речь, являются выражения для синусов (илк хорд} и коси- 
нусов кратных дуг. В своих примечаниях к „ГобиеНса зресоза“ 
Виета зыводит для них, исходя из обычных выражений для 
508 (х Ну} и яп (х-+ У), следующие формулы: 

и а а 
ив Со изшех + ..., 

тии — 1) с = сози- хе к... 

созтх = с05”х — 

зНтих = т со" хышх — 

Виета представляет тригонометрические функции не с по- 
мощью теперешних их обозначений, а в виде отношекий сторон 
прямоугольных треугольников и, как было уже упомянуто, ока- 
зывается не в состоянии выразить общие результаты в символи- 
ческой форме; но он дает имеющие совершенно общий характер 
указания на то, как известные выражения образуются ‘Из бино- 
миальных коэфициентов. 

Кроме этого Виета принадлежат выражения созтх через созх 
и. ‘(смотря по тому, четно или нечетно 1) созтх и зттх 
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через зил. Относящиеся сюда правила, опубликованные после 
смерти Виета его учеником Андерсоном, выведены путем после- 
довательного образования затх и созтх с помощью соотноше- 

чий, выражаемых теперь формулами: 

созтх = 208 хс0$ (11 — 1] Л — 60$ (1 — 2) х, 

эптх = Я созх эм (м — Пл — яп (т— 2) х, 
зниих = 2 т лс03 (и: — Г) х-+ яп (т—2)х, 

со$ тх == — 2 вит х в (#1 — Т)х + 605 (т — 2) х. 

Пользуясь этими соотношениями, Виета получает вышеука- 
занные выражения для небольших значений 2 и составляет 
таблицы коэфициентов, в которых, как и в биномиальной табли- 
це Штифеля (стр. 106), ясно выступает закон последовательного 
образования коэфициентов. Таблицы, первая из которых дана 
до т =21, можно продолжать сколь угодно далеко совершенно 
механически. Надо, однако, заметить. что Виета выражает не 
непосредственно созтх и зиатх через созх и зтх, как это 
делаем мы, а 2созх и 2зттлх через 2с05х и 25тлх, оперируя, 
таким образом, с хордами дуг 2тх и 2х и дополнительных им. 

Если в образованных таким образом уравнениях рассматри- 
вать 2603 их. или 2 щих как данные, то они являются уравне- 
ниями 11-й степени относительно неизвестной 2с0$х или Эзтх, 
Ближайшей целью, с которой Виета выводит эти соотношения, 
является вычисление синусов дуг через синусы малых дуг, Т. е. 
составление таблицы синусов (хорд). Разбираемые ниже приме- 
нения показывают, однако, что для Виета вполне было ясно и 

большое значение этих уравнений для алгебры. 
Об одном из этих применений —о решении уравнения 3-й сте- 

пени в неприводимом случае — мы уже упоминали (стр. 96). Оно 
является непосредственным следствием соотношения: 

2с03х}8 — 3(2 соз х). 

Путем простого преобразования всякое неприводимое урав- 
нение 3-й степени может быть приведено к виду: 

д = 23 — 342, 

и тогда сопоставление с соотношением 

2605 3х == (2605 х)* —3 (208 х) 

показывает, что решение кубического уравнения сводится к на- 
хождению 2с03х по данной величине 2 с053х. 

Таким образом в неприводимом случае, когда задача не может 
быть решена построением стороны куба, она сводится к задаче 
о трисекции угла. Виета, однако, не ограйичивается этим сведе- 
нием к Двум знаменитым задачам древности. Подобно тому как 
в другом месте он указывает те построения, помощью которых 
корни уравнений второй степени изображаются графически 
посредством линейки и ‘циркуля, он дает античное завершение 
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и своему решению обоих классов уравнений 3-й степени, при- 
водя геометрическое построение для обеих задач, к которым они 
сводятся. Виета решает их, пользуясь античным средством 
„вдвижения“, т. е. построением такой прямой, которая проходит 
через данную точку и на которой две данные кривые отсекают 
отрезок данной длины („Лревние и средние века“, стр. 64 —66). 
Для решения задачи об умноженки куба [т. е. задачи: по стороне 
данного куба построить сторону большего куба, объем которого 
находится и объему первого куба п ланном (рациональном) отно- 
шении|, или, что то же, задачи построения двух средних геоме- 

трических, он имел образцы в извест- 
ной тогда греческой литературе. Что 
же касается трисекции угла, то ука- 
занный им способ по существу совпа- 
дает с тем, который был известен 
арабам, приписывавшим его Архи- 
меду. Видоизменение этого построе- 
ния, еще более близкое к данному 

Виета, встречается также в сочине- 
нии о треугольниках Иордана Немо- 

8 рария, а затем у Кампана (ХШ в.). 
Черт, 3. Не столь существенно, взял ли 

я: Виета свою трисекцию угла у од- 
ного из этих писателей или сам нашел ее снова, интересно, 
как он применяет ее в „Дополнении к геометрип* („Зирр!етел{ит 
зеотеае“) к доказательству своего решения уравнения 3-й 
степени в неприводимом случае. Это построение играет в истории 
математики любопытную роль. У древних и у математиков ХИ! в. 
оно служило непосредственно для трисекции угла; вероятно, 
уже в древности и, во всяком случае, у арабов оно являлось 
переходным звеном к решению той же задачи помощью кони- 
ческих сечений; Внета применяет его к непосредственному дока 
зательству своего решения уравнений 3-й степени в том случае, 
который представлял неодолимые трудности еще для ближайших 
его предшественников. 

Доказательство Виета заслуживает уже по одному этому 
внимательного рассмотрения. Пусть требуется разделить на три 
равные части угол ЕСД (черт. 1), который мы обозначим через о. 
Опишем около его вершины С как центра окружность, которая 
пересечет сторону СР) в точке 2; из Р проведем прямую ОВА, 
пересекасшую окружность в В, а продолжение стороны СЁ в А, 
так, чтобы АВ равнялось радиусу, который мы обозначим 

через 7.Тогда 2 САВ 3%. Это — решение Архимеда. Виета 

пользуется сверх того диаметром РО, перпендикулярным к СЕ 
и пересекающим ОВ в М. Очевидно, что ВН = г, слеловательно, 
задача могла бы быть решена также посредством отрезка дли- 
ны г, помещенного между окружностью и СЕ так, чтобы продол- 
жение его проходило через О. Это — решение Иордана. Проводя 
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прямые ВС и ДЕ = ОС, видим, что СЕ = 27с0$%, АС = 2760$ з 

Положим, в согласии со стр. 96, СЕ = а, АС = х. Чертеж дает нам 

я = СН? + РН. НВ 

= СН? + ВН. НБ 
Е 

Ах 

{преобразование последнего члена основано на том, что ВН — =, 
и ВН=АВ=?). Отсюда 

э=3Зх ам, 

т. е. мы получаем то самое уравнение, решение которого было 
дано указанными выше значениями & и х. Подобным же геоме- 
трическим путем доказывает Виета и правильность решения 
уравнения, получаемого из предыдущего заменою х через — х. 

Трисекцию угла Виета связал и с образованием уравнения 

Зх — з-а, 

в котором мы положили 7 ==1 и которое в. таком случае удовле- 

творяется значениями а = 2 пу, х=Э зто о. Два положитель- 3 
ных корня он, истолковывает как хорды, соответствующие 

25 29 й в 
дугам и ве, отрицательный же корень, который мог бы 

быть представлен в виде двойного синуса дуги, большей 180°, 
он по своему обыкновению вообще не принимает во внимание. 
Подобным же образом трактует он аналогичные задачи деления 
угла на би 7 равных частей. Ясно, таким образом, в какой мере 
Виета был вооружен, чтобы мгновенно решить задачу, которую 
вскоре после этого Адриан ван-Роумен предложил как вызов 
математикам всего мира. Задача заключалась в решевии уравне- 
ния 45-й степени с данными числовыми коэфициентами, именно: 

45х — 3795 + 95634х° — 1138500%7 + 

+ 7811375 — 34512075 -- 105306 075х185 — 
— 232 67628018 -- 3849423757 — 488 494 12618 -- 

++ 483 841 800х'1 — 378 658 8003 -- 236 030 652 — 

— 117679 100.2? + 4695570029 — 14945 040%: -- 

+ 37645653 — 740 259.95 -- 1111505" — 

— 12300539 -- 945ха — 45.43 ++ х8 = а, 

в частности, при 

, «-Ин- И®- иг 1-у®. 

Задача была предложена в обозначениях Стевина, которыми 
в случае уравнения столь высокой степени должен был поль- 
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зоваться и Виета. Роумен сообщил для облегчения результаты, 
получаемые при некоторых других значениях @; он указывает, 
например, что значению 

а- И 2+ И2+ У2-+у2 

соответствует решение: 

х-И2_ Из У РУБУУЗ. 
Рассказывают, что в октябре 1594 г. Виета находился с 

Генрихом 1\, на службе у которого он состоял тогда, в Фон- 
тенбло. Во время разговора между королем и нидерландским 
посланником о наиболее замечательных людях государства 
посланник заметил, что Франция, видимо, не имеет математиков, 
так как ван-Роумён среди тех, кому он в своем письме в 0с0- 
бенности адресовал свой научный вызов, не упомянул ни одного 
француза. „И все же, -—— отвечал король, —у меня есть математик, 
и весьма выдающийся. Позовите Виета“. Когда Виета появился, 
посланник достал письмо Роумена. Виета прочел его, тотчас же 
написал решение и на следующий день прислал еще 22 других. 

Нисколько не удивительно, что Виета, знавший правила для 
определезия синусов или хорд кратных дуг, смог тотчас же 
угадать решснис, лсгко провсрить его и дажс исправить ошибку 
в записи задачи. Он тотчас же увидел, что предложенное значе- 
ние а представляет с0б0ю сторону правильного пятнадцати- 
угольника, вписанного в круг радиуса 1, или хорду, соответ- 
ствующую дуге в 24°, а коэфициенты при первом и предпослед- 
нем члене должны были сейчас же сказать ему, что х, если 
только вообще могла быть речь об его определении, должен 

был быть хордою 5 этой дуги, т. е. дуги в т: Тем самым 

задача была решена, так как гребовалось только геометрическое 
определение корня. . 

Такой глубокий алгебраист, каким был Виета, не ограничился 
этим. 22 других решения, сообщенные им на следующий день, 

а для р=1,2,...,22. Таким образом ему 

удалось найти все положительные корни 

Виета сумел извлечь из предложенной задачи еще один важ- 
ный алгебраический результат. Тригонометрическое происхожде- 
ние задачи указывает на то, что ее можно решить также путем 
последовательного решения двух уравнений 3-й степени, соответ- 
ствующих каждое трисекции, и уравнения 5-Й степени, соответ- 
ствующего делению дуги на пять равных частей, т. е. если 
обозначить данную хорду через а, путем решения системы: 

32—22 а, 

ЗУ—У=а 
5х — Блз {дз 

были: 2 зщ 
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Добавим, что за столь удачным для Виета исходом этого 
‘состязания последовало другое, принесшее ему такую же славу 
в совершенно другой области. Он предложил со своей стороны 
задачу — снова найти построение окружности, касающейся трех 
данных окружностей, построение, уже выполненное когда-то 
Аполлонием в его утерянном труде „О касаниях“, о содержания 
которого сообщает Папп. Роумен смог решить эту задачу только 
с помощью конических сечений, из которых каждое представляег 

собою геометрическое место центров всех окружностей, касаю- 
щихся двух данных; Виета же вскоре после этого указал в со- 
чинении, в котором он называет себя горделивым именем 
АроПотиз ОаЦиз — галльский (т. е. французский) Аполлоний — 
изящное геометрическое построенне, выполнимое при помощи 

только линейки и циркуля. В результате этого поражения Роумен 
стал ревностным почитателем Виета; вскоре после этого он 
даже ездил к нему. 

В связи с вайденною Виета зависимостью между хордами 
дуг, находящихся друг © другом в простых отношениях, укажем 
здесь его вывод выражения для *, хотя это и не касается теории 
уравнений Если мы обозначим через г и р, соответственно 
радиус круга, описанного около правильного м-угольника с пло- 
шадью /„, и радиус круга, вписанного в него, то, как легко 
видеть, 

. 180° 
Л: Ла = в: 08. 

Для п=4 мы имеем }, =2/?. Полагая последовательно 
л—4, 8, 16,...и замечая, что /, имеет пределом площадь =? 
круга, путем перемножения полученных таким образом равенств 
находим: 

2 * 9" 90° 
— - с05 =... = 

-УЗИ НУ У +УЗ+УЗ-. 
Указанное опрелеление п замечательно тем, что плошаль 

‘круга вводится как предел и что здесь мы имеем первое при- 
менение бесконечного произведения. Сходимость этого произве- 
дения следует как раз из локазанного предложения, если только 

предположить или доказать другим способом (как это делает, 
например, Евклид), что площадь круга является пределом пло- 
щади правильного‘ вписанного многоугольника при неограничен- 
ном увеличении числа сторон последнего. Прямое доказательство 
сходимости было бы нужно только з том случае, если бы мы, 
наоборот, хотели именно этим путем получить уверенность, что 
площадь круга имеет конечное и определенное значение. Ясно, 
что Виета об этом не думал, и отсутствие доказательства сходи- 
мости в силу этого здесь вполне естественно. 
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Хотя мы и говорили о Виета как об исследователе, в руках 
которого уравнения деления угла оказали алгебре ососенно 
большую услугу, однако задача Роумена, которую он предложил, 
не будучи знаком с работами Виета, свидетельствует о том, что. 
Виета не был единственным математиком, уставовившим связь 
между геометрической проблемой делекия угла и алгебраической 
проблемой решения соответствующего уравнения, В этом. отно- 
шении заслуживают внимания и другие авторы. Особенно надо 
отметить Бюрги, исследования которого носят следы влияния 
ондерландских математикоо, н исследоваиня Кеплера, из сооб- 
щезий которого Мы знаем об этих работах Бюрги. Оба эти 
ученых, подобно Виета, обратили внимание как на разложение 
уравнений на уравнения низшей степени, так и на значение 
различных корней для задачи деления круга. Так, по поводу 
приведенного на стр. 113 уравнения, служащего, в случае, если 
правая часть его равна нулю, для опредсления стороны пра- 
вильного семиугольника, Кеплер, очевидно, в согласии с Бюрги, 
указывает, что остальные корни его представляют собою диаго- 
нали семиугольника, т. е. стороны звездчатых семиугольников. 
Быть может, в связи с этим наблюдением стоит то, что Кеплер 
в добавление к известным с древних времен выпуклым правильным 
многогранникам нашел два таких, грави которых пересекаются 
друг с другом подобно сторонам звездчатого многоугольника, 
Пуансо (Рошзо в ХХ в. доказал, что таких многогранников 
существует даже три. Они отличны от полуправильных много- 
гранников Архимеда. 

Бюрги дал таблицу, в которой сопоставлялись уравнения 
деления угла на и равных частей до п = 20. О применении с 
которое он имел в виду прежде всего, мы будем говорить в сл 
дующем отделе. 

5. Техника вычислений до изобретения логарифмов. 

Хотя алгебраические уравнения в общем изложении Виета 
представляли известный самостоятельный интерес, однако он 
сам нисколько не забывал, что конечной целью его исследований 
должно быть числовое определение корней уравнений с данными 
числовыми коэфициентами. Преобразования должны были слу- 
жить лишь средством для приведения уравнения к такому виду, 
чтобы вычисление корней существенно облегчалось или сво- 
дилось к применению раз навсегда установленных правил, Так, 
корни уравнений можно было найти, если удавалось выразить 
их через корни двучленных уравнений; если это не удавалось, 
то стремились по крайней мере сводить уравнения к трехчленным. 

При составлении уравнений деления круга и угла также имели 
в виду главным образом вполне определенные и практически 
важные вычисления, в первую очередь составление тригономет- 

рических таблиц и определение значения т, Особенко это отно- 
сится к применению, которое дал этим уравнениям Бюрги, 
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Раньше чем перейти к рассмотрению достигнутых им результатов, 
сделаем обзор того, какими средствами для вычислений распола- 
гали вообще в то время, Уже у Региомонтана десятичная система 
сменила принятое раньше в астрономических и тригонометри- 

ческих вычислениях деление на 60 частей, заставлявшее еще 
ближайших предшественников Региомонтана принимать радиус 
равным 600000. Региомоитан, полагая радиус равным не |, а 10”, 
получал в большинстве случаев те же преимущества, как при упо. 
треблении десятичных дробей, которые таким путем переходят 
просто в целые числа. Огсюда было естественно пойти еще 
дальше, принимая в тех или иных случаях за единицу еще 
более высокую степень десяти, Цифры целого и десятичные 
знаки должны были тогда различаться с помощью каких-нибудь 
обозначений. Предложения такого рода делались уже в начале 
ХУТ в. немецкими коссистами (алгебраистами) и автором книги 
по арифметике Рудольфом, и Виета действительно ввел деся- 
тичные знаки в свои вычисления. Так, он дает значение т, 
указывая, что половина окружности радиуса 100000 равна 
314 159268 56 и оппеделенно отмечает преимущества этой записи, 
при которой, обрашаясь в ту или другую сторону, находим 
десятые, сотые и тысячные, ‘или десятки, сотни и тысячи. В других 

местах Виета пользуется для отделения цифр целого от деся- 
тичных знаков вертикальною чертою или ограничивается тем, 
что пишет десятичные знаки более мелкими цифрами. 

Среди различных матемагиков, которые, повидимому, само- 
стоятельно пришли к тем же мыслям, надо прежде всех назвать 
Стевина, не только видевшего в десятичных дробях полезное 

орудие ученого-вычислителя, но усердно ратовавшего в своей 
уже упоминавшейся книжечке „Га П1зте“ за введение десятичных 
подразделений в систему мер длины, веса и монетных единиц, 
что равносильно введению десятичных дробей в простей- 
шие практические расчеты. При вычислениях с  десятич- 
ными дробями он обозначает, в связи с0 своим способом 
обозначения степеней (стр 99}, единицы, десятые, сотые 
ит. д. помощью символов (5), (1), @)..., которые при выпол- 
нении действий ставятся над соответствующими  числовыми 
колоннами. Он указывает, как надо производить сложение, 

вычитание, умножение и дэление десятичных дробей. Иобст 
Бюрги ограничивается тем, что обозначает единицы поставленным 
внизу нулем или отделяет единицы от десятых посредством 

тире. Если не считать предложения, имеющегося ужеу великого 
арабского тригонометра Абул Вафа, то Бюрги является первым, 
понявшим выгоды. которые получаются, если в тригонометри- 

ческих таблицах положить радиус равным не степени десяти, но 

просто единице. Все правила при этом действительно упроща- 
ются; проистекающие же отсюда затруднения устраняются при- 
менением десятичных дроб! Выкладки с ними приводят 
к сокращенному умножению; Бюрги показывает на примере, как 
производить его. 
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Что касается числового определения корней уравнения, то 
для уравнений, которые решались алгебраически, оно было свя- 
зано прежде всего с выполнением операции извлечения корня. 

Извлечение квадратных и кубичных корней было известно 
раньше; чтобы извлекать по существу тем же способом корни 
высших степеней, -надо было только знать биномиальные коэфи 
циенты. Общие правила для образования последних дал уже 
Штифель (стр. 106), вполне понимавший значение этих коэфн- 
циентов при извлечении корней. Особые правила для самого. 
выполнения действия были установлены. помимо Штифеля, ете 
Тартальей, Кардано, Виета и др. 

Мы не будем на этом останавливаться, так как извлечение 
корней представляет лишь частный случай по отношению к число- 
вому решению уравнения, имеющего больше двух членов. 
Образцы такого решения были даны уже в средние века Леонардо 
из Пизы и позже арабами в Персии (Цейтен, „Древние и средние ^ 
века“, стр. 208 и 7215). Оно может быть выполнено с помощью 
„правила двух ложных положений“ (теэщИа Чнопит {а]зогита), 
т. е. простой интерполяцией более точных приближенных зна- 
чений между уже найденными (стр. 186 упомянутой книги) пли же 
в связи с обычным приемом извлечения корней; первый способ 
находим мы в Цееша ашгеа, правиле, устанавливаемом Карлано 
в „Агз шавпа”. Метод Стевина дает последовательно значащие 
цифре ре цифры + ы а пу про > под 
бора, причем не дается какого-либо правила для уменьшения 
числа этих проб. Прием Виета, стоящий ближе всего к обыч- 
ному извлечению корня, получил наибольшее развнтие; поэтому 
мы вкратце разберем его. 

Прежде всего Виета, насколько возможно, заботится о том, 

чтобы отделить отыскиваемый корень от других. Он не обла 
дает какими-либо общими правилами для разделения корней, 
но умеет выполнять его по крайней мере для трехчленных 
уравнений, к которым он охотно сводит и другие в тех случаях, 
когда может это сделать. Мы видели на стр. 198, что Виета 
умел определять число корней такого уравнения, Чаще всего 
рассматривает он такие уравнения, которые имеют только один 
(положительный) корень. Если таких корней имеется два, как 
в уравнении 

ах м-р, 
38 

то Виета разделяет их с помощью значения >”, которое они 

имели бы, если бы были равны, и которое, как он показы- 
вает, должно лежать между обоими корнями. Мы предпочитаем, 
однако, показать его прием на уравнении, имеющем только один 
корень, именно на уравнении: 

2 рх=а, 

в котором ри 9 — целые (и положительные) числа, и притом 4 — 
чЯсло многозначное, значительно большее, чем р. Так как 
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з 
х < УФ, то можно сперва попробовать, не будет ли первой 

з 
цифрой х первая цифра 4; ‘если нет, то пробуем последо- 
вательно убывающие цифры. Если таким образом вычислено 
приближенное значение ‹ =а, то положим х=а, + х, и найдем 
остаток: 

Ю=4— (2 раз) = (а; + Зах + рю м. 
Отбрасывая х,3 и заменяя в скобках х› через |, мы получаем, 

если х. > П 

Пробуем далее, не будет ли первая цифра результата, полу- 
чающегося в правой части неравенства, первой цифрой хз; если 
нет. то пробуем последовательно убывающие цифры. Обозначая 
найденную таким образом цифру с соответствующим числом 
нулей через а, мы получаем новое приближенное значение 
Х =а,-аь в котором вычислены уже две цифры. С этим зна- 
чением и остатком 

А, = А, — Вай + Зала. фра, — ал 
поступаем далее авалогичным образом. Виета не поясняет своего 
приема, как это сделали мы, формулами, а устанавливает для’ 
отдельных действий вполне определенный порядок, соответ- 
ствующий употребительному еще и теперь при извлечении. 
кубичных корней; рассмотренная нами операция и ‘является 
расширением такого извлечения. 

Прием Бюрги не столь систематичен. По существу Бюрги: 
находит приближения способом „двух ложных положений“. Он 
применяет свой метод к очень точным вычислениям, служащим 
для составления тригонометрических таблиц. Так, он находит 
путем проб, что сторона правильного девятиугольника, опреде- 
ляемая уравнением: 

9 — 3052 - 274 — 958 -- х8=0, 

лежит между 0.68 и 0,69. Первая интерполяция дает тогда две 
следующие цифры 40, а вторая интерполяция четыре дальнейшие 
цифры 4029. Так Бюрги получает х = 0,68404029. 

Вообще в рассматриваемое. нами время составление тригоно- 
метрических таблиц и тесно связанное с ним вычисление = 
играют большую роль. Кроме таблиц Региомонтана мы упоминали 
уже (стр. 115) о маленьком „Уставе“ Ретика {1551), которым он, 
однако, не ограничился. В его большом труде „Ориз РааНпит“, 
изданном после его смерти его сотрудником Ото, вычислены 
шесть геометрических величин: синус, косинус, тангенс, котан- 
генс, секанс и косеканс (правда, иначе названные) для раднуса 10° 
и дуг, последовательно увеличивающихся на 10 сек. Питиск при- 
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пересмотре этого труда, в котором погрешности были неиз- 
бежны, пошел в некоторых пунктах дальше. Самостоятельным 

. составлением таких таблиц занимались и другие; такие таблицы 
есть в „Математическом уставе“ („Свпоп маШетаНсиз“) Виета, 
знавшего, впрочем, „Устав“ Ретика; Бюрги начал состазление 
оставшейся неизданной большой таблицы синусов для дуг, 
последовательно увеличивавшихся на 2 сек. Значение к было 
определено с 35 десятичными знаками Лудольфом Цейленом 
(Еобо!рЬ уап Сешел); результат этот получил название лулольфова 

3 
пз было числа. Хорошее при всей своей простоте приближение 

найдено Адрианом Антоничем (Адмаел АпВоп!2). 
Что касается способа вычислений, то важно было прежде 

всего с особой точностью найти синус или хорду очень малой 
дуги. Для этого пользовались уже рассмотреиными нами уравне- 

виямн деления угла. Другие просто применяли архимедов прием 
деления пополам. Так, Виета нашел $1’, отыскивая сторону 
вписанного многоугольника с 3.2 сторонами и описанного 
многоугольника с 3.21 сторонами. 

Для облегчения дальнейщего составления таблиц употребля- 
лись разнообразные приемы. Так, Виета, найдя синусы углов 
до 60°, получал дальнейшие путем простого сложения, пользуясь 
соотношеннем: 

311 (60° + А) = зт А + за (60° — 4}. 

Для постепенного вычисления этих и созшх при последо- 
вательно увеличивающихся значениях /! Виета обладал средством, 
которое, как мы видели, он применял уже к образованию 

алгебраических выражений этих величин (стр. 119). Тем же 
последовательным вычислением пользуется при составлении 
таблиц и Ретик. Снеллий добавил к этому применение различных 
других соотношений между синусами углов, связанных простой 
алгебраической зависимостью, и получил таким образом способ 
определять для ряда синусов, уже вычисленных с некоторою 
точностью, постепенно все большее и большее количество деся- 

тичных знаков. Посредством формул: 

св = 12а -- Рет 9а --... 4-2 тяа 

при (и + Та= 90° и 

а РИ: ‚38 2 2— 
созес 2 (пт ту +... рп — а) 

при ма = 90° он сводит определение тангенса и секанса к про- 
стому сложению. При определении секансов уже раньше приме- 
нялась еще более простая формула: 

а 
Ша+8(8— )= зеса, 

принадлежащая мало известному математику Шулеру (Зевшег). 
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Другим вспомогательным средством, которым начали пользо- 

ваться при составлении таблиц, были разности различных 
порядков; особое значение это средство получило, однако, 
несколько позже, при вычислении таблиц логарифмов, в связи 
с которыми мы и рассмотрим его в следующем отделе. 

Снеллию принадлежат неравенства, служащие для вычис- 
ления 

р т 
от в 2ь; 

первое из них было знакомо уже в средние века Николаю 
Кузанскому (№со!апз Сизапцз, 1401—1464). 

” Новые средства для всех этих вычислений появились, как мы 
увидим, в связи с зарождением исчисления бесконечно-малых. 

Что касается самих тригонометрических выкладок, произво- 
дившихся при помощи таблиц, то при выполнении их до изобре- 
тения логарифмов естественно было стараться избегать умно- 
жений и делений и отдавать предпочтение правилам, требующим 
только сложений и вычитаний. Соотношения е 

2 аш хзту = с0$ (х — У) — с0$ (ху), 
205 хсобу = с08\х— у) -| с0$ (х + у) 

позволяли преобразовывать в сумму или разность также и 
ус рас 

только как Так. как расчеты 

велись только с положительными величинами, то нужны были 

оба‘ указанные правила; выбор между ними делался в зависи- 
мости от величины углов. 

Последняя из этих формул была доказана уже значительно 
раньше жившим в Египте арабским астрокомом Ибн Юнусом, 
умершим в 1008 г. Он составил так называемые хакимовы таб. 
лицы (Хаким — правитель Египта, 996—1021). Как Изн Юнус, 
так и употреблявшие тот же метод совершенно независимо от 
него позднейшие европейские математики не пользуются при 
выводе формулою для зт(х + У), но применяют, как Птоломей 
в „Аналеммах“, повторное проектирование, которым пользуются 
и теперь при доказательстве последней формулы. Мы приведем 
особенно простое доказательство первой из формул, принадле- 
жащее Виета, у которого она впервые принимает следующий 
вид; 

этриоолся 

с0$В — соза = 2 т 

Упа— мВ =2 т > 

Пусть будет (черт. 2} СА ==а, СВ==8. Если мы проведем АД 
и ВЕ перпендикулярно к радиусу ОС, и ВЕ. параллельно ОС, то; 
‚принимая для удобства радиус равным 1, будем иметь: 

с03В — с0за =ОЕ= АВзт РАВ = 251 Вы 

5па— $8 ==РА == АВ соз РАВ =2 т 

$1 7 

60$ ав. 

9 Цейташ Исторыя мктожалики. 
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Мы уже видели, как эти формулы применялись Виета для 
нахождения сннусов и косинусов кратных дуг (стр. 119). Рас- 
смотрим теперь их использование для вычислительных целей, 

получившее название простаферетнческого метода. Название это 
происходит от греческих слов „простезис“ и „афайрезис“ — 
прибавление и отнятие; оно указывает на основную идею метода, 
состоящую в том, чтобы умножение и деление свести к сло- 
жениям и вычитаниям; та же идея позлнее легла в основу 

логарифмических вычислений, 
Первоначально простаферетический метод употреблялся только 

в таких случаях, когда величины, которые 
должчы были быть перемножены в данной 
задаче, были сами синусами (косннусами). 
Арабы применяли этот прием только в не- 
которых, вполне определенных случаях; это 
видно из того, что в доказательстве Ибн 
1Юнуса принимается, что х есть высота по- 
люса, а у— склонение звезды. В новое время 
ии пользовался при выполнении одного астро- 
номнческого расчета Вернер из Нюрнберга, 
не содействовавший, олнако, дальнейшему 

Черт. 9. его распрост!-анению. Общее применение ме- 
тод получил лншь позже, когда он был снова 

открыт Тихо Брагс с сто помощником Паулем Виттихом из Бре- 
славля. Насколько широко практиковался он ими, видео из того, 
что в упомянутой ранее тригонометрической рукопнсн Тихо-Браге 
большая часть правил для решения треугольников дана в такой 
простаферетнческой форме. Так, например, правило для вычи- 
слення стороны а сфернческого треугольника по двум сторонам 
6 ист углу А имеет там следующий вид (мы употребляем 
современные обозначення): 

со5а = 1 [со {{— в) + с05 (6 + ©) + (03 (В — ©) — с05(6 - =)} с0$ 4]. 

Ученики и друзья Тихо-Браге содействовали распространению 
этого метода. В частности, Витгих ввел его в 1584 г. в обсерва- 
тории ландграфа Вильгельма в Касселе, где особенно большой 
интерес проявил к нему Бюрги. Мз Касселя простаферетнческий 
метод с данным ему Бюрги обоснованием стал распространяться 
дальше, чему немало содействовало сочиненне противника Тихо- 
Браге. Раймара Урса (Кашагиз Птзиз). 

Этот метод может быть применен, однако, не только к пере- 
множению двух синусов, но, подобно логарифмам, и к перемно- 
жению двух произвольных сомножителей @ и 6. Достаточно 
только положить @==зшл, 2 = пу. Для этого, правда, надо, 
чтобы было а<г, 8<г, где г— раднус, для которого вычи- 
слена таблица синусов; но этому требованию можно удовлетво- 
рить, разбивая сомножителей на слагаемые, представляющие 
собою произведения степеней числа 10 на числа, меньшие г. 
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Если пользоваться при этом таблицей секансов, то можно дели- 
«а 

теля заменить множителем. Так, при вычислении 10' “5, где а < !, 

>, сперва из равенств @ = зм х, $ == со5ес у находят хи у 
и затем применяют метод. 

У нас нет более точных сведений о том, пользовался ли 
Тихо-Браге методом в таком расширенном виде. Почва для 
такого расширения была, во всяком случае, виолне подго- 
товлена, и, когда вычислительные приемы Тихо-Браге получили 
известность, к нему пришли одновременно и совершенно 
самостоятельно в различных местах: Так, применение метода 
к перемножению любых величия было предложено в письме 
к Тихо его другом Курцие (СигНиз, непосредственно после 
того, как тот познакомился с методом по сочинению Урса. 
Такое же расширенное применение практиковалось и Бюрги; 
известно, например, что, вычисляя по приведенному выше пра- 
вилу соза, он пользовался этим приемом для выполнения остаю- 
щегося еще там умножения с05(6 — с) — сз (6+ с) ‘на соз А. 
Целью его при составлении очень подробных таблиц синусов 
(стр. 128) было как раз приспособление их к таким простафере- 
тическим вычислениям. Однако работы самого Бюрги содей- 
ствовали тому, чтобы сделать ненужным простаферетический 

метод, поскольку Бюрги был одним из авторов вскоре изобре- 
тенного логарифмического метода вычислений. Многие астро- 
номы, как, например, Лонгомонтан, предпочтительно пользо- 
вались простаферетическим методом даже тогда, когда стали 
известны логарифмы и появились логарифмические таблицы. 
Полное изложение простаферетического метода было дано 
Клавием в его „Астролябии“. 

6. Изобретение и вычисление логарифмов. 

Как велика была потребность в средстве для упрощения 
вычислений, подобном тому, какое дают нам теперь логарифмы, 
видно из большого успеха. выпавшего на долю простаферети- 
ческого метода, Теоретическая подготовка учения о логарифмах 
уходи: корайми в далекое прошиое. Она свизана © разьнтаем 
по ятия степени и с употреблением тех чисел, ‘которые мы 
называем показателями. Правила для действий над этими числами 

при операциях над степенями одного и того же основания можно 
найти в зачаточной форме уже у Диофанта. Им или его пред- 
шественниками были введены особые обозначения для некоторых 
положительных и отрицательных степеней неизвестной (с пока- 

зателями от —6 до +6; всвязи с усовершенствованиями симво- 
лики правила эги получали дальнейшее развитие. Степени здесь 
представляли собою произведения нескольких равных, обычно 
неизвестных, чисел или дроби с числителем 1 и таким произве- 
дением в знаменателе, причем показатель был, естественно, 
целым числом. Более общее понимание степени появилось 

э* 
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в связи с учением о пропорциях и прогрессиях. Со времени 
Евдокса отношение служило общим выражением величины, и 

Ё 
п-я степень отношения У Евклида представляется как отно- 

шение межлу (п + 1)-м и 1-м членом непрерывного ряда про- 
порций, в котором а — первый член, $ — второй (Цейтен, „Древние 
и средние века“, стр. 105}. Такое понимание, обычно хграктери- 
зуемое как геометрическое (в связи с чем получила свое название 
и геометрическая прогрессия), мы снова находим впоследствии 
у арабов. Мы видели, далее (стр. 108), что его в полной чистоте 
сохранял еще Виета. Правда, у Виета при этом получалось 
некоторое противоречие с егс символикой, в которой степени 
рассматризаются как произведения равных сомножитёлей, так 
это эти последние, для того чтобы было возможно перемножение 
их, должны были бы, собственно, быть рациональными. Показатели, 
с помощью которых характеризуются члены геометрического 
ряда, представляют собою натуральные числа и образуют 
арифиетическую прогрессню. Последнее название применялось 
ко всем разностным. рядам, так как вставляемые между двумя 
числовыми величинами (т. е. рациональными числами) промежу- 
точные. члены (средние арифметические) снова представляют 
собою рациональные числа и, следовательно, могут быть выра- 
жены арифметически. 

Таким образом сопоставление различных степеней одного и 
того же основания и их показателей, или чисел и их логариф- 
мов. разнозначаще с почленным сопоставлением геометрической 
и арифметической прогрессий. Эго обстоятельство Непер, глав- 
ный основоположник учения о логарифмах, отметил уже самим 
словом „логарифмы“ (если толковать его, подобно Кеплеру, как 
Зоб ий 365 ^616д — чнсла отношения). На пути такого сопоставле- 
ния геометрической и арифметической прогрессий и была под- 
готовлена теоретическая база для логарифмов. Уже Орезм из 
возможности вставлять в арифметическом ряду между натураль- 
выми числами дробные вывел правильное заключение относн- 
тельно того, как надо выражать соответствующие величины 
геометрического ряда, и пришел, таким образом, к степеням 
с дробными помазетелями. Ппоне с дробными г это. я. И 
ниям практическое применение (Цейтен, „Древние и средние 
века", стр. 220). 

В новое время почву для логёрифмов подготовляли Штифель 
и Стевин, оба, однако, совсем по-разному. Штифель особое вни- 
мание обращает на связь между операциями, производимыми, 
с одной стороны, над членами геометрического ряда, с другой— 
над членами сопоставленного с ним арифметического. Он уста- 
навливает, что умножению, делению, возведению в степень и 
извлечению корня в первом соответствуют сложение, вычитание, 
умножение и деление во втором. В частности, он сопоставляет 
ряд натуральных чисел, начинающийся нулем, с рядом степеней 
одного и того же основания, начинающимся единицей. Числам 
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первого ряда Штифель дал употребительное и поныне название 
„показателей“ {Ехропещей}; он определенно отмечает, что соот- 
ветствующий единице показатель есть нуль, т. е, что #°=1, 
Подобно Шюке, он занимается тахже рассмотрением показатель- 
ных уравнений и приходит таким путем, как Орезм и Шюке, 
к мысли о дробных показателях. Так, например {мы передаем 
ход его мыслей сокращенно, пользуясь современными обозначе- 
ниями), из уравнения 

вв = (#) 
он прежде всего находит, троекратно умножая его на 3, что 

целая часть х равна 2, так как 

2 эт 8 81 8 _ 8 з8_а 
(&) = ив > Ерино! 

Так как, далее, 

то 

откуда 

Речь здесь идет все время только о том, чтобы обобщить 
операции над степенями одного и того же основания, но отнюдь 

еще не о том, чтобы воспользоваться ими для сведения более 
сложных действий к более простым (умножения к сложению 
ит. д.). Для этого нужны были прежде‘всего таблицы. Такие таб- 
лицы по существу были составлены уже Стевкном. Однако сам Сте- 
вин не видел того, что ими можно пользоваться как таблицами 
для упрощения соответствующих вычислений. Его таблицы имеют 
совсем другое назначение. Это — таблицы процентов, соответ- 
ствующие ряду различных значений процентной таксы и. В них Е : 
даются как значения —*_>_, так и значения -—^_— Е +. 

а т 
В 

ы ЕН. +7. Первые таблицы представляют собой настоящие 

антилогарифмические таблицы, для наименьшего из данных зна- 
чений г (9,01) основание столь близко к единице, что соответ- 
ствующая таблица, хотя она и составлена только для целых 
значений 7, могла бы быть .с успехом применена к логарифми- 
ческим вычислениям, в которых не требуется особой точности. 
Об этом, однако, как было уже упомянуто, у Стевина нет и речи, 

Таким образом ни У Штифеля, ни у Стевина мы не имеем 
еще логарифмов в полном смысле этого слова. Из нащего обзора 
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мы видим, что изобретение логарифмов принесло нечто совер- 
шенно новое, а не только сделало доступными широким кругам 
те средства, которые отдельными исследователями применялись 

и ранее. 
Изобретсны были логарифмы независимо друг от друга двумя 

учеными — Непером и Бюрги. 
На первом месте с полным правом должен быть поставлен 

Непер, сразу представивший свои логарифмы в чрезвычайно 
развитой с теоретической стороны форме, указавший способы 
очень легкого их вычисления и непосредственно“ принимавший 
участие в тех целесообразных изменениях, с помощью которых 
Бригг сделал логарифмы более удобными для практических при- 
менений и придал им теперешний их вид. Непер первый и опу- 
бликовал свои логарифмы. хотя подготовительные работы обоих 
этих авторов, Бюрги и Непера, насколько известно, протекали 
одновременно. Но Бюрги так долго держал втайне свов методы, 
что Кеплер с полвым основанием мог упрекать его за эту скрыт- 
ность, лишившую его чести столь важного изобретения. После 
того как логарифмы Непера стали общим достоянием, логарифмы 
Бюрги не могли уже получить распространения. 

Введение логарифмов само по себе представляет столь зна- 
чительный успех, что интересно познакомиться с тёми различ- 
ными формами, какие им были даны обоими авторами. Начнем 
с логарифмов Бюрги, как нанменее совершенных. Они появились 
в свет в напечатакном в 1620 г. сочинении: „Арифметические и 
геометрические таблицы прогрессий“ („Амтейзсве ип Сеоте{- 
изспе Ргосгезз-Таршеп“) и представляют собою сопоставление 
членов 0, 10, 20,... арифметической прогрессии с членами 
109000000, 100010000, 100020 001.... геометрической, Первые 
напечатаны красной краской и носят название „красных чисел“, 
вторые — черной и называтотся „черными числами“. Применение, 
которое можно дать этой‘ таблице, основано на отмеченной Шти- 
фелем связн между действиями над членами обоих рядов; лучше 
всего ‚позволит нам уяснить дело замечание, что красные числа 
представляют собою логарифмы черных, разделенных на 108, 

т 
пр основании 1/18 

108, красное число которого есть 0, служит для того, чтобы по 
возможности долго избегать дробей; по существу этим осущест- 
вляется превращение таких дробей в десятичные. Так как ряды 
расположены по’ членам арифметической прогрессии красных 
чисел, то таблица является в первую очередь антилогарифмиче- 
ской, Для Бюрги, хорошо знакомого, как мы видели в предыду- 
щем отделе, с интерполяцией, это обстоятельство не могло 
служить помехой при пользовании таблицами. В частвости, он 
находит помощью интерполяции, что черному числу 10° соответ- 
ствует красное 230270,022. Так как 10% имеет своим красным 
числом (или логарифмом) О и является, таким образом, как бы 
единицей, то найденное число играет почти ту же роль, как 

Въедонный в черных нислах множитель де в черных числах м; т 
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109 10. Так его использует и Бюрги, вычисляющий вместо — при 

2.16 
а<6, а Для этого он складывает красные числа, соответ- 

ствующие а и 10, вычитает из суммы красное число, соответ- 
ствующее 6, и отыскивает соответствующее результату черное 

Г 
число. Дробь -, вычисляется при этом фактически с 9 лесятич- 

ными знаками. Если, напротив, а> 65, то, вычитая из красного 
числа, соответствующего п, красное число, соответствующее 5, 

2-0 
> 

образом дробь вычисляется с 8 десятичными знаками. 
Таблица логарифмов Непера с пояснениями относительно 

пользования ею была опубликована уже в 1614 г. в „Описании 
удивительной таблицы * логарифмов“ (,„Са- 
поз ты! 1озатИйтоцит ЧезспрНо“). Не- А у В 
прерывность связи между числами и лога- 
рифмами, к которой Бюргн приближается 0 
путем применения основания, весьма мало 
разнящегося от единицы, в неперовом опре- Черг. 3. 
делении логарифма выступает вполне ясно. 
Непер предполагает, что две точки, которые мы обозначим Пере, 
и У, одновременно движутся по двум прямым из положений О и А, 
Х—с постоянною скоростью, а /— со скоростью, относящейся 
к скорости точки ^, как расстояние УВ от У до другого конца 
отрезка АВ относится ко всему отрезку АВ. Тогда число, изо- 
бражаемое отрезком ОХ, есть логарифм числа, соответствую- 
шего УВ. Если мы положим ОХ=-х, УВ=уи АВ=ьк, то это 
определение, в переводе на современный язык, говорит нам, 
что 

мы получаем ирасное число, соответствующее и таким 

Так как при х—0 мы имеем у 
санного уравнения дает нам: 

х, то интегрирование вапи- 

г г? о 

тде символом 1 обозначен натуральный логарифм. Таким обра- 
зом, если отвлечься от знака, то непероз логарифи, разделенный 
на постоянную у, есть не что иное, ках натуральный логарифи 
зисла у, разделенного на х. Характерные для логарифмов свой- 
ства, вкратце сводящиеся к тому, что когда величины х обра- 

зуют арифметический ряд, начинающийся с нуля, величины у 
представляют собою геометрический ряд с первым членом /„, 

вытекают из определения Непера сами собой. 
Отличие неперовых логарифмов от натуральных, к которым, 

хазалось бы, естественно было притти в первую очередь и при 

: Дословно: „свода“. 
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его способе рассуждения, объясняется тем применением лога- 
рифмов, которое он имел в внду прежде всего. Ближайшей его 
целью было получение логарифмов не натуральных чисел, а три- 
гонометрических функций. Величина г, которую он полагает 
равной 10', является тогда радиусом круга. Если у представляет 
соответствующую этому радиусу линию сннуса или косинуса, то 

# есть как раз величина, которую мы теперь называем синусом 

или косинусом; она меньше единицы, и неперовы логарифмы, 

дающие нам значение —/|п >, представляют собою, таким сбра- 

зом, положительные числа. Непер вполне ясна сознает, что 
согласно его определению логарифмы чисел, больших г, отрина- 
тельны, и определенно указывает, что в его таблицах логарифмы 
синуса и косинуса, взятые с обратными знаками, служат лога- 
рифмами косеканса и секанса. Одна из колонн его таблиц со- 
держит, далее, разности между его логарифмами синусов и коси- 
нусов и дает, таким образом, при том или ином выборе знака, 
логарифмы тангенсов и котангенсов. На чертеже отрицательные 
логарифмы соответствуют точкам Хи У, которые не достигли 
еще положений О и А. Как мы увидим сейчас, такие точки рас- 
сматриваются даже при вычислении логарифмов. 

Указания отпоситсльно способа этого вычнслеиня Нспср дал 
в „Устройстве удивительной таблицы логарифмов“ („Саноп:$ пН- 
пбс! 1обагийшогит сопзисНо“), сочинении, вышедшем только 
в 1619 г., но написанном раньше, чем „Описание“. Слово „лога- 
рифм“ здесь еше не встречается, — вместо него употребляется 
термин „пштегив агНйсаз" (искусственное число}. В основе 
вычисления таблиц лежит нахождение логарифма числа у== 
=/и—1. которое изображается точкою У, прошедшей, выйля из 
А, расстояние 1. Непер пользуется для этого тем обстоятель- 
ством, что, по определению, скорость У уменьшается. Так как 
скорость, с которою точка У проходит через Д, равна той, с кото- 
рою точка Х проходит через О, то отрезок г— у, отложенный 
вправо от А, меньше, чем соответствующий отрезок х. По той же 
причине в то время, когда. точка А находилась на таком же 

пасстоянии х плева пт 0, точка У былл влево ат ДА на большем 
г 

расстоянии. Расстояние это равяо 5 (/—у); его легко найти. 

приняв во внимание, что когда значения х образуют арифметв- 
ческую прогрессию, то значения у составляют прогрессию гео- 
метрическую. Таким образом мы имеем общее соотношение: 

Гук <у (у; 

полагая у 



ыы 
Я 

сы 

ты _ За ны | Дарапдия реа (| Этых 1 

Г: 99643 | ГТУ 49 т 2231 | | 9876383 | 66 

Е 1567215 | 123532526 олова 124545 [2876417150 

ь | зоо; | #839707} 124194 | | 0375071 | 5% 

ра | | пра + 7574514 | 57 
: 3494837 | $28731 | 128770561 $8 

$ | 15787001 821570: 110496] [0874597 | 95 

т: ; 234233] 12606: | | оЯщазу | 54" 
| 1554453 182955:4{ татар: | 25736771 53. 
$ | 543] 18277747 | 17104 [287186 | 53. 
Ри? 8259303] 114561] 19372754 | 51 
с |[ 1594969 у Петр Я 2872291 | 50 

11 1495947 ВН 18122213| 129001] | 0471827 р 

ШП ПР | | 1533137 ЗИ Гоноду: | [2871303 4. 

13| 1601984] 111924 я Е} $29241 | 2570897 | 47 

4| 1694555 29207394 | 18166949 3041 || 98704311 46 

| 1607416 | О Пао | 1108$ 1 [2302964144 , 

161 1610%9% #261664 уз озу | 2113 7869456 | 44 

[1931 581 | вый В т 31837 || 2869027 | 43 

Я Тов | Пе тии 7808557 4Ё 
пе $32721 | оЗоЗову | ат 

| | 159 1$9571:$ 1 133268 9$67516 (42 

пу пор Гезия[ 133747 | [936744 | 32. 
#627510 18021047} 154226 9366671] 38 

й 63038 | НЕ _ 134708 | |9%661971 37 

УР 25557 Но 19989 | Гот 16 
э6звто 915111 179664421 135665 | | 2864246 | 35 

3638900 0349$ { 2044855 | 135155] | 9864770 4 

6138 1265405 | 170505501 136636 | | 0404203 33 
38950034 | 17912013 | 37121] [2564814] 3% 

504 124297 137607} | 9863316 31 

ур 7774} 333003 | [2562856 за 

ы В 238 

ь | : В } 6». 
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СТРАНИЦА ИЗ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ТАБЛИЦ НЕПЕРА 
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107 дает нам: р 

1<х, < 1.000000 1 000 000 1... 

Непер выбирает приближенное среднее значение и прикимает 
х, = 100000005. Этот результат совпадает с тем, который мы 
получили бы, ограничившись в известном нам теперь разложении 

Значение /^ 

двумя первыми члснами; точные цифры имеем мы здесь до 
14-го знака. 

Такая точность является достаточной, чтобы в составленных 
при помощи этого результата таблицах иметь семь правильных 
цифр. Непер и ограничивается этим числом цифр, и если его 
таблицы в конце не совсем согласны ‘с истиной, то это является 
следствием не теоретической ошибки, а ошибки в вычислении, 
о которой мы упомянем далее. 

После того как найдено значение ху, оно применяется прежде 
всего к составлению таблицы актилогарифмов, содержащей зна- 
чения у, соответствующие значениям х; Непер называет эту 
таблицу таблицей радикалов. Значению х,==ллх, соответствует 

. 18 
=" ), и последовательное вычисление у, облегчается 

тез, что 
в ну!) =, 1 00000001 у, ,, 

т. е. что у, может быть образовано вычитанием изу, . числа 

с теми же цифрами, перенесенными на семь знаков вправо. Это 
чрезвычайно простое вызисление имеет только те неудобства, 
что раз сделанная ошибка повторяется все время и в дальне? 

1 
шем и что вследствие малости величины у, вычисляется больше 

чисел у, чем это необходимо для того, чтобы сообщить жела- 
тельную точность окончательным таблицам.’ Последний недоста- 
ток Непер устраняет тем, что пользуется также знаменателями 

Ро е 
10° 7308 1 = 910" › . 

допускающими подобное же простое вычисление, соответствую- 
щие им разности в ряду величин х находятся из уже составлен- 
ной части таблицы. 

Упомянутая выше ошибка возникла уже при вычислениях со 
1 и й 1 30 

вторым знаменателем 1—:5;. Для уз или 107 (1 =) Непер 

получает 9995001,222927, в то время как правильное значение 
равно 9995001,224804. Если бы он продолжал вычисления 

1 а 
с тем же знаменателем {1 —) то во всем дальнейшем, т. е. 

в большей части таблицы, все числа у оказались бы умножен- 
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где через = обозначено вышенаписанное неправиль- ными на у 

ное значение. Другими словами, соответствующие этим числам 
логарифмы оказались бы уменьшенными на одну и ту же вели- 
чину, т.е. было бы сдвинуто начало логарифмической шкалы. 

Но Непер поступает иначе, Он округляет число до 9995000, 
внося соответствующую поправку в его логарифм, и в основу 
дальнейших вычислений кладет прогрессию чисел с знаменате- 
лем 0,9995. Как легко видеть, ошибка, сделанная Непером, при- 
водит теперь к тому, что для большей части таблицы логарифмы 
уменьшаются в постоянном отношении к их истинным значе. 
ниям; это уменьшение, правда, незначительно и составляет 

8 10-1 
около =-10 * истинного значения. 

Эти логарифмы соответствуют поэтому не основанию с, 
а основанию з, определяемому из уравнения * 

:- 
т 

3 10-5 ую 

Основываясь на своей таблиие радикалов, Непер составляет 
при помощи интериоляции, таблицу, ближайшее назначение кото- 
рой, как было уже упомянуто, заключается в том, чтобы давать 
логарифмы не чисел натурального ряда, а тригонометрических 
величин, соответствующих данным углам. 

Отличие неперовых логарифмов от натуральных объяснялось, 
как мы видели, особым характером поставленных им целей. 
Когда же начали давать логарифмам и другие применения, то 
досадные последствия этого отличия не замедлили сказаться. 

Действительно, соответствие между сложением логарифмов и 
умножением чисел является полным только тогда, когда нуль, 

® Для пояснения этого места необхолимо предиослать слелующее замечание. 
Как видно из вышеизложенного, „основанием“ логарифмов у Нелера служит по 

у 
я 

1 существу нее, а обратная величина 5, ибо уравнение 7 = — 13 может быть 
х персписано в вне = 0 $). Но ни у Бюзги, пн у Непера нет речи о ка- 

с 
ком-нибудь „основании“ логарифмов. Связать прошесе получения таблицы с пра- 
цессом возведения в степень не приходило в голову Бюрги. У Неперл эта идея 
появилась позднее (см. ниже). Это и понятно, поскольку у обоих авторов речь 
идет только о сравнении двух прогрессий, геометрической п арифметическ 
Только после деления членов обеих прогрессий неперовых таблиц на 10’ мы 
должны получить наши „числа“ н Их „логарифмы“ (ло основанию, близкому 
кт. р 

Сообразно с этим ошибку, сделанную Непером в вычислении, можно оце- 
нить, не модернизируя понятий, которыми пользуется Непер, так: ’„логарифыу“ 
107 соответствует некоторый „радикал". При правильном расчете Непер получил 

1 бы для него значение, с точностью до седьмого знака, равное 10". >. Но при 

допушенной им ошибке число это уменьшается (на единииу седьмого знака). 
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или слагаемое, не изменяющее суммы, соответствует единице» 
или множителю, не изменяющему произведения. Естественно 
было сверх того, имея в виду применение логарифмов к обык- 
новенным числовым выкладкам, связать их с десятичной си- 
стемой. 

Подобные соображения побудили уже Непера, заметившего 
еще раньше, что число, логарифм которого равен нулю, можно 
выбирать по произволу, предложить систему логарифмов, в ко- 
торой 1081 =0 и 10810 =10000000000. Последкий выбор, не 
отличающийся по сутеству от выбора 156 10 = 1, является лишь 
заменой вычисления логарифмов с 10 десятичными знаками. 
Непер, предложение которого было результатом совместного 

обсуждения с его другом Бритгом, сам указывает, что в этой 
системе 1052 можно найти как число, на единицу меньшее, чем 
число цифр в 21°. Начало этого вычисления облегчается тем, 
что 20 — 1024, откуда тотчас же можно заключить, что 1082 
сравнительно немного отличается от 0,3-1010. 

Логарифмы с основанием 10 были вычислены впервые Бриг- 
том, имя которого они носят и теперь. Логарифмы чисел первой 
тысячи он издал уже в 1617 г., в год смерти Непера. 14-значные 
таблицы логарифмов чисел от 1 до 20000 и от 90000 до 100000 
с пояснениями относительно их составления были опубликованы 
Бриггом в его труде „Логарифмическая арифметика“ { „Аг те-° 
са тозатииииса“). в этом труде Бригг обнаруживает свой вычи- 
слительные дарования. Он не только проявляет узеренность 
при выполнении сложных выкладок, но, что особенно важно, 

правильно оценивает степень их точкости и устанавливает завн- 

симость между последовательно найденными числами, на кото- 
рой он основывает затем особого рода расширенную интерпо- 
ляцию. 

С В Если это ошибочное значение числа написать в виде 107. т’ 10 содержа- 

1 
щееся в тексте выражение м через е можно получить так: число =, очевидно, 

5 107 
должно получиться от возведения 9,9995 в степень т! где н-— истинное зна- 

ченне логарифма чнсла 1.9995000: 

1 107 5 = 09095) 
Точно так же 

1 У 

1 = (0995) 10, , 
юсде м’ — ошибочное значение логарифиа 9995000. 

Отсюда получаем: 

Прим. ред. 
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. Кроме приема, применениого уже Непером для вычисления 
10572, Бригг пользуется следующим рассуждением. Повторным 

о” 

извлечением квадратного корня можно получить число И 16, ло- 
й 

тарифм которого равен >». Если положить, далее, 

о 

У =1+ь 
те НН р 

(ара. 

Если вычисление продвинуто настолько далеко, что а? не 
влияет на сохраняемые десятичные знаки, то сравнение этих 
формул дает: 

>(уъ _ :) 

Записав это иначе, получим: 
1 т 

1" — 
О 

э" 

2 за 

й Мы видим. что для значений 2 =И 10 и У 10 величина 
2- . 
т имеет (с необходимой степенью точности) одно и то же зна- 

чение. Отсюда заключаем, что и для промежуточных значений =, 

лежащих между /10 и У10, можно положить с той же сте- 
пенью точности: - 

= сопза$ = 9 (в 1). о 

Если извлечение У10 выполнено до больших значений п, то 
мы получаем легкий способ вычисления логарифмов чисел, близ- 
ких к единице. К таким числам можно притти путем повторного. 

извлечения квадратного корня, исходя от любого числа, лога- 
р 

рифм которого отыскивается. Если == у, то, как легко видеть 
из предыдущей формулы, логарифм числа у получается из выра- 
жения: 

ву У). 
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Чем ближе само у к единице, тем меньше число нужных 
здесь извлечений квадратного корня. Поэтому Бригг применяет 
также другие приемы, чтобы приблизить свои числа к единице. 

90 ‘ 
Чтобы найти 108 2, он вычисляет 108 205» или 198 1,024, чтобы 

кайти 108 сравнительно большого первоначального числа х, он 
пользуется следующим равенством: 

1: 
108х = 5 |108 + 108 (х + и] 

Здесь + мало разнится от единицы, а Хх 1 и х—1 раз- 

лагаются на множители, логарифмы которых вычислены уже 
ранее. 

При требующемся здесь повторном извлечекии квадратного 
корня Бригг применяет своеобразный вид интерполяции. Раньше 
чем обратиться к его рассмотрению, заметим, что и обычной 
интерполяцией Бригг пользуется с большей полнотой, чем его 
предшественники. Как мы упоминали (стр. 125), простая интерпо- 
ляция, при которой предполагается, что приращения двух свя- 
занных взаимной зависимостью переменных величин пропорцио- 
нальны, так что первая разность, соответствующая равноотстоя- 
щим значениям таблицы аргументов, постоянна, представляет 
собою только применение старинного правила „двух ложных 
положений“. При утомительных вычислениях таблии скоро нау- 
чились пользоваться постоянными (в границах некоторой степеви 
точности} первыми разностями, с одной стороны, для контроля, 
с другой —в качестве средства для вычислений. Там, где первая 

разность не постоянна, постоянной может стать вторая, третья 
или одна из дальнейших разностей. При случае те ‘или другие 
разности могут быть использованы, чтобы вычислить разности 
низшего порядка и в конце концов сам искомый ряд чисел. 
Особенно владел этим приемом, повидимому, Биорги; так назы- 
ваемый „искусственный путь", который сн избрал наряду с дру- 
гими средствами для вычисления своей большой таблицы сину- 

сов, по некоторым дошедшим до нас сообщениям состоял как 
раз в употреблении разностей различных порядков. Ретик в части 
своих вычислений приманял пазности первых трех порядков 
Они ‘имеются в изданном Питиском сочиневии „Математическая 
сокровищница“ („Твезаигиз тафетаНсиз“), и Питиск определенно 
подчеркивает, что их однородность служит ручательством за 
правильность таблиц. Интерполяционное исчисление в собствен- 
ном смысле слова возникает, однако, только тогда, когда разно- 
стями, соответствующиии некоторому интервалу аргумента, поль- 
зуются для вычисления разностей, соответствующих меньшему 
интервалу. Бригг делает это в своем правиле, носящем название 
„Деление на пять частей“ („Ои!пан!зесНо“) и служащем для вы- 
числения разностей всех порядков для пятой части интервала 
значений аргуменга, для которого постоянна только высшая раз- 
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ность. Порядок этой высшей разности в формулах Бригга дохо- 
дит до 20-го; в приктических же приложениях он не так велик ?. 

Своеобразный вид интерполяции, применяемый Бриггом при 
его извлечениях квадратных корней, является, как мы увидим, 
предвестником других новых методов. Бригг обращается к нему 
лишь тогда, когда доходит в своих извлечениях до чисел, весьма 

[ 
мале (меньше чем на —а55 ) отличающихся от единицы. После- 

довательные разности, которыми он пользуется, определяются 
следующим образом: 

А, 

ИА, 
В, = 41 — А 2 — в, 

РЕВ, ди с" с... 

Сам Бригг пользуется обозначениями А, В, С без индексов 
роль последних выполняет расположение разностей. Разности 
А, В. С. первоначально образуются путем указанных здесь 
вычитаний чисел, найденных непосредственным извлечением 

квадрагного корня; дойдя до разностн, которая настолько мала, 
что ее можно принять равной нулю, образуют, далее, из разно- 
стей высших порядков разности низиинх. Если, например, можно 
принять равной нулю Р,, а следовательно, с еще большим пра- 
вом и А,.,, то получается: 

УЕяеТНА, 

Этот метод применяется затем при вычисленни следующих 
корней, и так как разности уменьшаются, то чем дальше, тем 

р 1 Изложение правил, содержащихся в „Опташвесно“, завело бы нас слиш- 
ком далек . Ограничимся указанием на статью Огат в „ТАКИ юг Ма{нетаНК”, 
18-6, стр. 12 и съ, или ня статью Коппе в программе Андреевского реального 
училиша в Берлине, 1893, ст. 30 и сл. 
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меньшее количество разностей прихолится принимать во внимание, 

в конце концов для получения каждого А становится достаточно. 

делить пополам предыдущее. 

Можно чисто эмпирически убедиться в том, что указанный 
способ образования разностей быстро приводит к таким, кото- 
рыми можна пренебречь, после чего можно пользоваться описан- 

ным выше приемом. Бригг, однако, не останавливается на этом, 

а образует выражения высших разностей через первую разность 
А (с тем же индексом). Если пренебречь степенями А выше деся- 
той, то 

СЕТ А+ 44, 

7 Е ЕН =“ А тб 46+ 5 АТ + д 4%, 

10-я разность = 2805527 д\. 

Эти выражекия можно получить, находя из 

эй 

Ут хатча, 

путем последовательного возведения в квадрат: 

1+2 А+ 29, 
51-2 

ИГ = 1+ 44-6 42-4 34+ 4%, 

ит.д Особый интерес этим выражениям сообщает то обстоя- 
тельство, что, будучи подставлены в написакные выше равенства, 

определяющее значение разностей, они дают для А или 

УТ-А, тот же результат, как и обобщенная формула бинома: 

Ньютона. 
Как мы видели, Непер вводит логарифмы при помощи процесса 

непрерывного движения. При передаче трактовки Непера мы 
поэтому сочли наиболее естественным воспользоваться дифе- 
ренциальным уравнением (стр. 135). Эта форма представления. 
вполне соответствует тем формам, которые вскоре после этого 
получили распространение в исчислении бесконечно-малых. Таким 
образом работу Непера нужно рассматривать как подготовку 
одного из важнейших вопросов исчисления бесконечно. малых — 
теории диференциальных уравнений. 

Дальнейшее развитие логарифмов еще теснее связано с заро- 
ждавшимся исчислением бесконечно-малых, в частности бесконеч— 
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ный ряд впервые появляется в связи с задачей вычисления лога- 
рифмов. Об этом мы будем говорить во. последней части 
книги, 

Уже из того, что было сказано выше о вычислении логариф- 
мов, можно видеть, что развитие вычислительной техники под- 

готовило почву для образовании самого понятия бесконечно 
малой величины. Мы видели, как Бригг оперирует с величинами 
настолько малыми, что степени их с достаточно высоким пока- 
зателем не оказывают влияния на те десятичные знаки, которые 
должны быть сохранены: это дает ему возможность без какой- 
либо ошибки в этих знаках принимать такие степени равными 

нулю. Отсюда не столь уже далек был и переход к представле- 
нию о таких величинах, высшие степени которых можно отбра- 
сывать и в совершенно точных исследованиях. Не случайно по- 

этому, что первым, кто отважнлся дать таким „бесконечно малым“ 

величинам их название и кто начал производить операции с ними, 
был Кеплер, нашедший помощью своих неутомимых вычислений 
эмпирическим путем законы движения планет; как раз при отно- 
сящихся сюда исследованиях он тесно связал со своими выклад- 
ками соображения о бесконечной малости. Понятным становится 
хакже и то, что Бригг был одним из первых, кто примкнул 

к воззрениям Кеплера, считавшимся большинством противореча- 
щими традиционной точной математике. Кеплер со своей стороны 
был одним из первых, кто понял большое значение логарифмов 
для практических вычислений; сам он широко пользовался этим 
новым средством. Некоторые математики, как, например, ученик 
Тихо-Браге. Лонгомонтан, считали „негеометрическим“ это сред- 
ство, зазтавлявшее ограничиваться лишь приближенными значе- 

Ниями. Однако такими приближенными значеннями приходилось 

довольствоваться и в тр 'гонометрических таблицах и при вычи- 
слении х; Лонгомонтан, впрочем, считал, что квадратуру круга 
можно действительно осуществить геометрически, 

Появление логарифмов способствовало развитию преобразова- 
ний, приводивших тригонометрические формулы к виду, удобному 
для логарифмирования. Особенно полезной оказывалась при этом 
формула Финке (стр. 116); действительное применение получала 
теперь и формула 

Е А—1/6 6-9 
2 ЕЕ 56—@ * 

геометрический вывод которой имеется в основных чертах у Ре- 
тика. Что касается сферической тригонометрии, то простафере- 
тические преобразования получали теперь обратное применение: 
те же формулы, которыми раньше пользовались для того, чтобы 
представлять произведение в виде суммы или разности, стали при- 
меняться теперь для представления суммы или разности в виде 

произведения. Мы видим это уже у Непера. В своем „Описании“ 
он выводит посредством таких преобразований из принадлежа- 
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щего Региомонтану выражения угла сферического треугольника 
через его стороны следующие соотношения: 

п те+ оо и 9) 
1 2 

0 С= на зть } 

вт (е-ра-® зп ©--@+68) 
С НЫЕ НИНЫ 

2 эпазшё 

В добавлении к „Построению“ он дает формулы, получившие 
по его имени название неперовых аналогий (т. е. пропорций): 

(а) 
ВВ нс, 

08 = (2-58) 

2 * эт: (@—5) . 
ТИВ нюм с. 1, 

т ы (аи 

а также формулы, которые можно вывести из них, пользуясь 
полярными треугольниками. В „Озисании“ имеется, кроме того, 
логарифническое вычисление угла по сторонам, которому Непер 
дает ащное доказательство, пользуясь стереографической про- 
екичей, 

7. Теория чисел, неопределенные уравнения и непрерывные 
дроби до Ферма. 

Во все эпохи развития математики рассмотрение различных 

свойств целых чисел было предметом внимания не только мате- 
матиков, но и людей довольно далеко стоящих от математиче- 

ских наук. В древности, например, рассматривались свойства 
совершенных и дружественных чисел, занимались также реше- 

нием неопределенных уравнений в целых или в рациональных 
числах. Важные результаты в этих областях получили греки, 
индусы и арабы; в некоторых вопросах (решение неопределен- 
ных уразнений 1-й степени, построение магических квадратов) 
первенство уже в древнейшие времена принадлежало китайцам. 

Результаты такого рода принадлежат к тем, которые легко 
передаются от поколения к поколению и от одного народа к дру- 
гому. Например, свойства раз составленного магического квадрата 
настолько бросаются в глаза, что привлекают внимание даже 

тех, Кто совсем не умеет составлять его, и получают, таким образом, 

> более широкое распростракение. Другие свойства целых чисел 
то:ке легко облечь в привлекательную форму загалки или связать 
< занимательным повествованием, благодаря чему они остаются 
в памяти даже тогда, когда со временем утрачивается то глубо- 

10 цейтен. Исгорвя математики. 



146 АНАЛИЗ КОНЕЧНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

кое понимание предмета, которого требовало составление задачи. 
При серьезном подходе к ним такие задачи являются ценными, 

так как они дают толчок к отысканию лежащей в основе их 
связи и побуждают к подражаниям. Возможно, что и алгебра 
распространялась подобным же путем, так как многие алгебраи- 
ческие задачи также связывались с той или иной фабулой, что 
было особенно в ходу у индусов. 

Такая форма собирания и сохранения математических наблю- 
дений зародилась весьма рано. Некоторые из задач, продолжав- 
ших потом свои странствия в различных одеяниях, применительно 

к условиям различных времен и стран, находятся уже в древне- 
египетской арифметике Ахмеса. Такова встречающаяся потом 
у Леонардо из Пизы задача, в которой говорится о 7 старухах, 
шедших в Рим, каждая с 7 мулами. несшими каждый по 7 меш- 
ков, содержавших каждый по 7 хлебов, для каждого из которых 
имелось по 7 ножей, вложенных каждый в 7 ножен, причем 
требуется высчитать, сколько это всего составляет предметов. 
Условия эти представляют собою, как мы видим, одну из форм,* 
которые принимала задача о нахождении суммы геометрической 

прогрессии 7 + 7? + 73-- 7% + 75-1 75. Леонардо сообщает тради- 
ционное решение, состоящее в постепенном вычислении выраже- 

ний 7 (1-7), 7 |1 7{(1 7] и т. д. Традиция эта идет от ре- 
шения аналогичной задачи у Ахмеса, у которого ряд состоит 
также из степеней семерки, но число членов на единицу меньше. 

В то время как индусов интересовало непосредственное уве- 
личение количества таких занимательных задач по теории чисел, 

греческие математики, в своем стремлении рассматривать вещи 
с абстрактной и теоретической точки зрения, искали и находили, 
в связи со своими успехами в арифметике, общие принципы, 
составлявшие основу таких задач. В более позднюю пору древ- 
ности задачам такого рода давали также форму эпиграмм, неко- 
торые из которых с большим или меньшим правом приписываются 
Евклиду и Архимеду. Последнему приписывают задачу о быках 
Гелиоса, в которой требуется найти 4 целых числа, удовлетво- 
ряющих 3 данным уравнениям. Одаренные фантазией арабы 
облекли в подобные же формы многие задачи, перешедшие к ним 

от греков или же самостоятельно составленные ими. 
Традиционные задачи и традиционную трактовку их находим 

мы, далее, в позднейшую пору средневековья в сборниках, кото- 
рые в настоящее время снова становятся предметом изучения. 

В ХУ в. мы находим у ряда авторов более глубокое пони- 
мание дела и стремление поднять на большую теоретическую высоту 
решение задач, которыми прежде интересовались лишь благодаря 
их внешней занимательности. К таким авторам принадлежат Шюке, 
Тарталья, Кардано, затем составители сборников, появившихся 
в ХУП в., — Баше, Швентер и позднее Озанам. Среди всех их 
особенно надо выделить Баше. В его „Приятных и занимательных 
задачах“ („Ргоётез р1айзап еЁ ЧЧесаЫез“) задачи. рассматри- 
ваются не только со свойственным и прежним авторам полным 
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пониманием сути вопроса, но сверх того в такой общей форме 
и с таким проникновением в их взаимную связь, что его исследо- 
вания получают в силу этого действительно научное значение. 
Иизенно ему мы обязаны настоящей теорией решения неопреде- 
ленных уравнений 1-Й степени. 

Прежде чем заняться ее разбором, призедем несколько образ- 
цов задач, имеющихся у Баше. Они представляют собою хороший 
выбор из более древних источников, на которые Баше делает 
ссылки; на оригинальность он претендует только в отношении 
своих способов решения. Часть этих задач имеется также у Шюке; 
одна (№ 6, см. ниже) дошла до нас из древней Греции благодаря 
константинопольскому собирателю Максиму Планулу. 

Задачи Баше, кроме составления магических квадратов, каса- 
ются часто отгадывания чисел, относительно которых можно 
требовать некоторых данных, представляющих потом материал 
для уравнений; есть задачи, требующие нахождения чисел, в ко- 
торых даны все цифры, кроме одной, и относительно которых 
сообщены сверх того такие данные, что становятся известны 
остатки от деления их на 9. Часто Баше сначала ставит свои за- 
дачи в общем виде, а затем берет частные случаи в соответствии 
с традиционными фабулами. Приводим следующие образцы из 
его книги. 

1. 15 христнак и 15 турок находятся в море на корабле. Под- 
нимается страшная буря. и шкипер объявляет, что необходимо 
15 человек выбросить за борт, чтобы спасти 15 остальных. По 
уговору, все пассажиры должны встать в круг, и затем каждого 
девятого, считая по порядку, должны бросать за борт, пока не 
останется 15 человек. Как надо расставить христиан и турок, 
чтобы всё христиане оказались спасенными? 

Особенно математической эту задачу, конечно, нельзя назвать. 
Баше непосредственно находит, на какие из 30 мест ряда упадет 
жребий, а затем дает мнемоническое средство, чтобы позже при 
самой расстановке людей ясно было, как се произвести. Именно, 
он приводит изречение, гласные которого указывают числа сле“ 
дующих друг за другом турок и христиан. Баше замечает, что 
в других аналогичных случаях можно пользоваться другими сред- 
ствами подобного рода; в доказательство выгоды, которую пред- 
ставляст уменье решать подобные задачи, он рассказывает, что 
Иосиф спас таким образом свою жизнь, когда пссле разрушения 
Иерусалима он скрывался с несколькими людьми в пещере и когда 
запасы иссякли. 

2. Бедную женщину, несшую корзину янц, которые она хотела 
продать на. базаре, кто-то толкнул, так что корзина упала на 
землю, и яйца разбились. Виновник хочет возместить пострадав- 
шей убытки и спрашивает, сколько было яиц. Она не может 
вспомнить, но говорит, что когда она раскладывала их по 2 или 

по 3, или по 4 или по 5, или по 6, то всегда оставалось одно 
яйцо, а по Т они раскладывались без остатка: Баше дает реше- 
ние в таком виде, что его можно применить и при других дан- 

10° 
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ных остатках; он определенно отмечает, что в этом случае числа, 
соответствующие 2, 3, 4, 5, 6, должны быть взаимно простыми 
с числом, соответствующим 7, и что тогда задача имеет бесчислен- 
ное количество решений. 

3. Два приятеля имеют 8 литров вина в боченке, вместимость 
которого как раз равна 8 литрам. Они хотят разделить эти 
8 литров на 2 раввые части и могут воспользоваться для этого 
2 другими боченками вместимостью один в 5, другой в3 литра. 
Как это сделать? | 

4. Три ревнивых мужа должны переправиться вместе со сво- 
ими женами через реку, имея в сзоем распоряжении только один 
ялик без перевозчика, настолько маленький, что в нем может 
поместиться не больше двух человек. Как выполнить переправу 
таким образом, чтобы ни в один момент ни одна из жен не на- 
ходилась в обществе одного или двух чужих мужей, в отсутствии 
своего? . 

5. Каково наименьшее количество гирь, с помощью которых 
можно свесить любое целое число фунтов от 1 до 40? 

6. Некто, умирая, разделил свои деньги между своими сыно- 
вьями так, что 1-й получил 1 талер и Ц, остатка, 2-й —2 талера 
и 1/2 остатка, Зй 3 талера и 1); остатка и т. п. Оказалось, что 
все получили поровну. Спрашивается, как велика была разделен- 
ная сумма и каково было число детей. 

7. Общество, состоявшзе из 41 человека, в которэм были 
мужчины, женщины и дети, заказало обед, за который пришлось 
заплатить 40 су. При этом за каждого мужчи-у заплачено было 
по 4 су, за каждую женшину по 3 су и за каждого ребенка по 
1]; су. Сколько было мужчин, женгцин и детей? 

Мы видим, что часть этих задач (и в первую очередь № 2 
и №7) свозится к решению неопределенных уравнений 1-й степени 
в целых числах. В то время как Диофант ничего не знал о таком 
решении, у индусов даются правила для него, ведущие к почти 
тем же выкладкам, к каким теперь ведет употребление непрерыв- 
ных дробей. Среди европейских математиков более позднего 
времени эти правила не получили, однако, распространения. 

Задачи такого рода имеются уже у Леонардо из Шизы; инте- 
рес у вего представляет главным образом ясная форма, в кото- 
рой устангвливаются правила для их решения. Сами задачи 
таковы, что сводятся к уравнениям, однородным относительно 

неизвестных; уравнения ёти ведут к определению отнощений не- 
известных, после чего нетрудно образовать целые числа, стоящие 
друг к другу в зтих отношениях. Задачи эти, следовательно, не- 
смотря на совершенно иную форму, сходны с теми, которые 
в древности приходилось решать астрономам Запада и Востока, 
чтобы определять лериоды, через которые некоторая группа явле- 
ний снова наступит одновременно. 

Пример другого ‘рода задач, часто встречающихся у писате- 
лей начала нового времени, представляет вышеприведенная за- 
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дача № 7. В таких задачах дело сводится к решению в целых 
положительных числах системы 

хфуфа=а, 
ху е. 

В данном случае х, у и 2 обозначают соответственно число 
мужчин, женщин и детей; при этом № > 2 > 4. В различных зада- 
чах а, 8, с, 4, е могут иметь различные значения. Для решения 
этих задач применяются некоторые совершенно несистематичес- 
кие приемы, не дающие даже гарантии в получении целочислен- 
ных решений, не говоря уже о получении всех возможных решени 
Примерам такого беспочвенного приема может служить при- 
менение двух групп пробных значений, аналогично тому, как 
это предписывает правило двух ложных положений. Большую 
ценность имело правило, шедшее от арабов и носившее. имя 
„сетиш“. Оно требовало, если взять нашу задачу № 7, прежде 
всего определения того, насколько дешевле стоил бы обед, если 
бы все участники были детьми. Если перевести этот шаг в ре- 
шении на современный язык уравнений. то он соответствует ум- 
ножению верхнего уравнения на 4 и вычитанию из нижнего, что 
дает: 

(хе чуне— аа. 

После этого дело идет только о том, чтобы известную вели- 
чину е— Ла представить как сумму двух чисел, из которых одно 
делится на 6—4, а другое на с —а. Это делается путем подбора; 
перепробовав для х все целочисленные значения, не превышаю- 

щие т—т, можно быть уверенным, что получены все решения. 

Впрочем, вопросом о нахождении всех решений часто не инте- 
ресовались вовсе. 

Баше указывает на недостатки правила „сетиш”. Во-первых, 
оно требует ряда проб, во-вторых, оно не является достаточно 
общим, так как дает только целочисленные решения соответ- 
ственно конкретным условиям задачи и не дает бесконечного 
множества других решений задачи, взятой независимо от кон- 
кретного смысла входящих в нее величин. 

Этот недостаток Баше стремится устранить. При; этом ‘он, 
однако, вводит обозначения не для всех неизвестных, но, как вер- 
ный ученик Диофанта, только для одного (обозначенного нами 
через х). С чисто диофантовским искусством он образует затем 
для уи 2 выражения, которые мы записали бы следующим образом: 

е—4а _ 6—4 

Баше показывает нам этот свой прием на.отдельных число- 
вых примерах; однако он получает при этом все различные формы 
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выражений для у и 2, рассматривая как случай са>е, так и 
случай са <е; он определенно подчеркивает, что когда задача 
не имеет такой специальной формы, при которой рассмотрению 
подлежат только целочисленные решения, то х может принимать 
все значения, при которых у и = получаются положительными, 
вне зависимости от того, будут ли при этом у и 2 также целыми. 
Ллгебранческая трактовка Баше обладает, таким образом, нан- 
большей общностью, которой можно достичь без употребления 
отрицательных чисел. 

Что представляет у Баше интерес с точки зрения теории чи- 
сел—это решение в целых числах. Когда он указывает здесь 
прежде всего на то. что число проб (при положительности 
искомых решений} является ограниченным, то он, повидимому, 
не замечает, что то же самое имеет место и для решения „се- 
тиш“, отличающегося сверх того своей простотой. Действитель- 
ное право свое критиковать решения, основанные только на под- 
боре, Бзше доказывает, когда апеллирует к ряду предложений, 
установленных им сперва в его „Элементах арифметики“ („Е16- 
тег! ФАгИбиеНаце“), а затем во втором издании „Задач“. Пред- 
ложения эти содержит настоящую теорию неопределенных урав- 
нений 1-й степени и прием, с помошью которого можно прямо 
опречелять их решения в целых числах. Баше иллюстрирует этот 
прием на одной задаче во втором издании своей книги. 

На то, какой общности достиг Баше при трактовке этих во- 
просов, указывает нам 25-е из упомянутых предложений, утвер- 
ждающее, что числа, которые при делении на данные делители 
дают данные остатки, образуют арифметическую прогрессию с раз- 
ностью, равной общему наименьшему кратному делителей. Таким 
образом дело сводится только к тому, чтобы среди этих чисел 
найти такое, которое меньше общего наименьшего кратного. При- 
веденное предложение нахолит непосредственное применение 

в нашей задаче № 2 о женщине с корзиной яиц. 
Чтобы найти также и в других случаях (например в заначе № 7) 

решение, из которого можна получить все остальные, надо только, 
как известно, уметь решать уравнения вида: 

а Се 

где аи ф— взаимно простые числа. К этому Баше сводит в 21-м 
предложении определение х и у из уравнения: 

ах—ру= 

Решение уравнения (1) Баше дает в 18-м предложении, оты- 
скивая наименьшее из чисел, кратных а, превосходящее на еди- 
ницу число, кратное $. Он доказывает, в соответствии с упомя- 
нутым нами 95-м предложением, что это наименьшее значение х 
есть единственное меньшее $ и что наименьшие решения урав- 
нения 

фу— ах (2} 



ТЕОРНЯ ЧИСЕЛ, НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ УР-НИЯ И НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОВИ ДО ФЕРМА 151 

можно получить из соответствующих решений уравнения (1), 
полагая 

у=а-у хех. 

Чтобы действительно найти наименьшие значения х и у, удов- 
летворяющие уравнению (1), Баше поступает так, как делают 
при нахождении общего наибольшего делителя. Чтобы сделать 
понятными его правила, выразим этот прием на современном ал- 
гебраическом языке с помощью следующих равенств: 

а=96 +/^ 
= аи +, 

Ч.’ Г» 

+1. 

Последнее равенство указывает, непосредственно, что урав- 
нению 

=-1 

1—5, =1 

удовлетворяют значения х, =1, у, =9,-:. Так как и, = 

— 4,Г, а, то это уравнение можно представить в виде: 

и. (а, ЧУ)", у. =Ь 

откуда следует, что уравнение 

Пат Чина РИ 

удовлетворяется значением х,_, == у, и целым значением у, _\. вы-. 
ражение которого х,-+4,у,. У нас уже выписанное, Баше ‘вы- 
числяет, вставляя в уравнение значение х,_,. Далее, уравнение 

а 

удовлетворяется значением х,_,=у,_, и целым значением. 

У, _»› которое можно вычислить из самого уравнения. Продолжая 
этот прием, находим, наконец, если и четно, что уравнению” 

ах—бу=1 

соответствуют значение х = у1, где у, принадлежит предшествую- 
шему уравнению, и целое значение у. Если и нечетно, то надо 
только заменить первое из решенных уравнений уравнением: 

ты =—1, 
где 

О И 

Баше, не. пользующийся символикой, ведет объяснение на чис- 
ловых примерах, но в то же время ясно устанавливает выражен- 
ные предыдущими формулами правила для определения величин х. 
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Если бы х„ Хрь Хэ... Выразить по данным в нашем изложе- 

нии формулам х, = 1, х. 4 =У, Ч. рь Л, -ь у, 1, + 9,5, 
и т. д. через частные $ то вычисления были бы те же, как при 

нахождении непрерывной дроби и ее последовательных прибли- 
жений. Баше, напротив, пользуется для коэфнциентов образуемых 
им уравнений последовательными остатками ^), г», "»,... Велед- 
ствие этого его вычисления несколько длиннее теперешних. Не- 

посредственная связь с непрерывными дробями не была замечена 
и занимавшимся позже теми же вопросами Роллем; она стала 
ясна лишь тогда, когда с этими дробями и их свойствами по- 

знакомились ближе по другим поводам. 

Начало этому было положено, впрочем, благодаря одному 
частному применению уже за некоторое время до Баше. Приме- 

нение это состояло ‘в постепенном вычислении приближенных 
значений квадратного корня. Если надо вычислить ИЛ и а есть 
наибольшее целое число, заключающееся в нем, то а ть где 

г=М№М— а", представляет собою еще лучшее приближенпое зна- 

чение, снова меньшее, чем ИЛ. Вставляя его вместо а ит. д., 
будем получать все более точные приближенные значения, сов- 
падающие с некоторыми из тех, которые дает применение нё- 
прерывных дробей. Этот способ, встречающийся у Ал-Кархи, 
в действительности восходит, вероятно, к грекам. К настоящему 
образованию непрерывных дробей приходит, однако, только Бом- 
белли в своей алгебре 1572 г; он полагает Уа? Е г=а-х и 
находит отсюда г=2ах -- ‚ в свою очередь, дает 

Г 

2а+х” 
Ряд все более точных приближений получается, если вместо 

х в знаменателе встазлять последовательно приближенные значе- 
ния, уже полученные для этой величины. В 1613 г. Катальди 
вводит в эти вычисления повторное применение дробной черты, 
т. е. уже настоящее обозначение непрерывных дробей: 

х = 

Уж и=а+-— ^; -- ; 

аа... 
только вместо + он пишет её, Катальди сверх того дает этому 
дальнейшие применения; в частности, он стремится к тому, чтобы 
заключить величину корня в возможно более тесные пределы. 
Например, для 

1 
он получает их, полагая последнего знаменателя равным 8; или 

8 
8+. Замены эти ведут, очевидно, к двум последовательным при- 
ближенным дробям. Таким образом Катальди замечает, что при- 
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ближения непрерывных дробей поочередно то больше, то меньше 
искомой величины корня. 

Здесь мы, однако, имеем все еще ве дроби с числителями 1. 
Последние появляются лишь несколько позже у Швентера, даю- 

щего им более общее применение, а именно пользующегося ими 
для более простого представления дробей с большими числите- 
лями и знаменателями. Суть дела ясно. видна из следующей схемы 

азложения 1 в непрерывную дробь и из данного обрезования р: 283 
приближенных дробей: 

жен 
1 

о| о [и 
1 

Здесь первая колонна содержит знаменатель данной дроби, 
ее числитель и ряд остатков, получающихся при делении на каж- 
дое число числа, ему предшествующего; вторая колонна содер- 
жит получающиеся при этих делениях частные, так что 

Третья колонна содержит числители, а четвертая знамена- 
тели последовательно образованных приближенных дробей 

9,1 в Каждое число 3-Й и 4-й колонны образуется со- 

гласно с употребительным теперь правилом путем умножения 
стоящего непосредственно над ним числа на стоящее влево от 
последнего (во 2-й колонне) частное и прибавления к этому про- 
изведению числа, стоящего на 2 строки выше отыскиваемого. 
Здесь можно видеть основу всего учения о непрерывных дробях 
© числителем 1. Полное развитие получило оно впоследствии 
у Гюйгенса, стремившегося к той же цели, как и Швентер; Гюй- 
генс дал действительное доказательство того, что непрерывные 
дроби дают приближенные значения, лучшие, чем какие-нибудь 
другие дроби с небольшими знаменателями, и что сама непре- 
рывная дробь лежит между двумя последовательными прибли- 
женными дробями. 

К новому времени перешли, однако, не только те вопросы 
теории чисел, которые были связаны с упоминавшимися нами 
занимательными задачами. В то время как эти последние при- 

несли свои плоды в созданной Баше теории неопределенных урав- 
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нений 1-й степени, более абстрактные задачи Диофанта дали тол” 
чок главным образом к углубленному изучению неопределенных 
уравнений 2-й степени и решению их в рациональных числах. 
Исследования такого характера продолжались арабами; в Европе 
ими стали заниматься также сравнительно рано. Так, уже Лео- 
нардо из Пизы рассматривает очень трудпые вопросы этого рода. 
Если он и не имел в ближайшие столетия последователей в этом 
отношении, так же, впрочем, как и в других, то интерес к этим 
вопросам должен был пробудиться с новой силой, когда сочине- 
ния Диофанта стали известны непосредственно. Действительно, 
этот интерес проявляется, например, у Региомонтана, обнаружив- 
шего и здесь свое умение быстро овладевать уже имеющимся 
материалом и способность к дальнейшему развитию предмета. 
Об этой его способности свидетельствуют хотя бы такие задачи, 
как решение системы 

хХ+у+2=16; ул 4624 

или нахождение четырех полных квадратов, сумма которых есть 

° тоже квадрат. На интерес, существовавший в то время к подобным 
вопросам, указывает, например, тот факт, что Яков из Шпейера 
нашел для последней задачи две группы решений. 

Успехами в области теории чисел обязаны мы и некоторым 
другим математикам, в том числе Штифелю. Исследования не- 
сколько более систематического характера имеются у Виета. Его 
символика, в частности введение обозначений для известных, но 
произвольных чисел, получила в вопросах теории чисел такое 

же значение, как и в алгебре. Мы видим это в его сочинении 
„РееНса“ („Пытливость“), где он, между прочим, рассматривает 
часть задач Диофанта; его обозначения позволяют ему сохранять 
полную общность, теряемую в изложении Диофанта, так как по- 
следний сразу дает вполне определенные значения числам, кото- 
рые могут быть произвольными (Цейтен, „Древние и средние 
века“, стр. 169). 

В сочинении „Примечания к Т.0915Нса зресюза“, из которого 
мы взяли уже выражения для зших и созлх, рассматривается 
вопрос об образовании рациональных прямоугольных треуголь- 
ников. Виета, проявляющий здесь, как и во многих других слу- 
чаях, свой интерес к достижениям математики древних, не огра- 
ничивается прямым нахождением таких треугольников, но пока- 
зывает также, как из двух или даже из одного такого треуголь- 

ника можно образовать новые. Даваемый им результат есть тот 
же, который знал уже Диофант: 

ое) = серы ат ы, 
и имеет более частный характер, чем подобные же преобразо- 
вания у индусских математиков; но Виета приводит его в связи 
со своими тригонометрическими исследованиями. Если а и — 
катеты одного прямоугольного треугольника, 4 и с — другого, 
то, так как Виета не вводит особых обозначений для синуса 



ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ У ФЕРМА 155 

и косинуса, а берет их как отношения катетов к гипотенузе, 
его формула равнозначаща следующей: 

1— 102 (х 5 у) + с032{(х ВУ). 

Виета ясно указывает при этом, что если (при наших 
верхних знаках) вместо двух данных треугольников взять два 

раза один и тот же, то образованный угол равен 2х. 
Если мы, таким образом, не находим у Виета новых резуль- 

татов по теории чисел, то все же его изложение, связанное 

с новыми воззрениями, дает полученным результатам большую 
общность. Благодаря этому и в теории чисел была подготовлена 
почва для дальнейших крупных успехов, о которых мы будем 
говорить в следующем отделе. 

В различных отношениях эти успехи были подготовлены уже 
Баше; здесь имели значение не только его „Задачи“ с их инте- 

ресными решениями отдельных вопросов и данным во введении 

ясным изложением важных общих положений, но и его издание 
Диофанта, в котором „Поризмы“, служащие введением в него, 
И Примечания к задачам отличаются большой содержатель- 

ностью. „Поризмы“ содержат, между прочим, некоторые поло- 
жения о составе чисел, например то, что числа, имеющие 

в современном обозначении вид: 

"Е АЕ 

ав в +5, 

являются полными квадратами. Примечания Баше часто затра- 

гивают области, в которых возможно было—и в скором 
времени было действительно осуществлено — дальнейшее про- 
движение. 

8. Теория чисел у Ферма. 

Рассмотренные нами работы Баше в значительной степени 
подготовили почву для исследований относительно целых чисел, 
особенно на родине Баше, во Франции. Задачи —и среди них 
очень трудные — сразу представились в большом числе. В связи 
с данной Баше теорией неопределенных уравнений 1-й степени 
встал вопрос о решении в целых числах неопределенных 

уравнений 2-й степени (Диофант довольствовался для них реше- 
нием в рациональных числах) и о дальнейшем развитии других 
исследований, начатых в древности. Можно было, следуя опять- 
таки примеру Баше, заняться обобщением задач Диофанта 
и отысканием условий возможности образованных таким образом 
‘обобщенных задач. Орудием для исследований такого рода слу- 
жили теперь не только методы работы древних, но и алгебра 
Виета, уже самим им примененная к задачам Диофанта. 

Алгебра в тогдашнем состоянии, быть может, даже особенно 
способствовала исследованиям по теории ‘чисел: с одной сто- 
фоны, она позволяла фиксировать руководящие мысли и давала 
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всем заключениям надлежащую надежность и общность, с 

другой — ее работа была еще слишком тяжеловесной для того, 
чтобы содействовать чрезмерному абстрагированию. Таким 
образом не было отрыва от конкретного числового материала, 
наблюдения над которым часто наилучшим образом вели к от- 
вету на поставленные вопросы и к открытию совершенно новых 
результатов. В то время не могло быть и речи о занятиях те- 
орией’ чисел вне такого детального изучения свойств отдельных 

целых чисел. Это обстоятельство делало зато чрезвычайно 
трудным проведение и изложение строгих доказательств и вы- 

работку общих методов теории чисел. 
Среди всех, кто занимался в рассматриваемое нами время 

теорией чисел, бесспорно первое место принадлежит Ферма. 
Результаты, данные им без доказательства и содержащиеся 

частью в опубликованных после его смерти пометках его на 
принадлежавшем ему экземпляре Диофанта в издании Баше, 
частью в его письмах, адресованных одному или нескольким 

корреспондентам, вплоть до последнего времени давали отправные 

пункты для весьма важных исследований и даже теперь еще не 
все доказаны. Надо отметить, что нужный импульс к работе 
Ферма получил в горячем споре современных ему математиков, 
в котором он скоро доказал свое первенство, а также что 

впоследствии он встречал понимание трудности его задач и зна- 
чения полученных им результатов. 

Ферма, следовательно, не вполне был лишен той связи с 
современниками и их работами, в которой нуждается и гений. 
Таких более или менее непосредственных сотрудников нашел он 
частью в лице математиков, выдвинувшихся тогда в других 

областях этой науки, как Декарт и позже Паскаль, частью среди 
менее крупных ученых, занимавшихся специально вопросами 
теории чисел, как Сент-Круа, Сен-Мартэн и особенно Френикль. 
Впоследствии Ферма сообщал свои задачи и результаты также 
английским математикам, только благодаря ему вовлеченным 
в изучение этих вопросов. Упомянутые специалисты по исследо- 
ванию целых чисел были, однако, в сущности, людьми без ши- 
ракого математического образования; этим, вероятно, и объ 

ясняется, что направленные к Ферма неоднократные предложения 

изложить подробнее его методы в том или ином пункте встре- 
чали так мало отклика. 

Переписка с Френиклем, которая велась главным образом 
через Мерсенна, имела очень любопытное начало. Ферма нашел 
и сообщил Мерсенну некоторые результаты, относившиеся. 
к составлению магических квадратов. Френикль, узнав о них. 

написал письмо, в котором хвалился своими собственными ре- 

зультатами, шедшими в некоторых отношениях дальше, например 

составлением из чисел натурального ряда таких магических 

квадратов, Что удаление определенного числа крайних их полос 
снова дает магические квадраты. Упоминает он ио перенесении 

некоторых своих результатов из плоскости в пространство. 
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В противоположность тому крайне пренебрежительному тону, 
в котором Френикль отзывается о достижениях Ферма, последний 
в своем ответе ограничивается простым замечанием. что если бы 

он имел честь быть знакомым с Френиклем, то тот, наверное, 
отказался бы от некоторых слов своего письма. Ферма доволь- 
ствуется тем, что указывает кё крупные результаты, найденные 
им в той же области с помощью своих методов; некоторые из 
них совпадают с теми, которыми хвалится Френикль, неко- 
торые же являются новыми; в частности, Ферма спрашивает 
Фпеникля. в состоянии ли тот с помощью своих метолов найти. 
например, число магических квадратов с определенным числом 
полей или составить магические кубы, в которых все квадратные 

сечения, параллельные паре боковых граней, представляют собою 
магические квадраты с одной и той же суммой. Тон письма 
Френикля не мешает Ферма выразить удивление успехам, ко- 
торых тот достиг без помощи алгебры, и желание поближе 
познакомиться с методами, которыми, видимо, можко работать 
быстрее и легче, чем его собственными. С тех пор Френикль 
становится главным корресповдевтом Ферма. Ферма не только 
сообщает ему охотнее, чем кому-либо другому, свои результаты 
и предлагает свои задачи, но и сам широко пользуется для своих 
исслелований его результатами и задачами. Отношения между 
ними несколько испортились, когда Френикль и Сен-Мартэн за- 
подозрили Ферма в том, что он нарочио предложил им не- 
возможные задачи; Ферма, однако. тотчас же попытался отвести 
от себя это обвинение, сообщив им решение одной из задач — 
задачи о нахождении прямоугольного треугольника, у которого 
типотенуза и сумма катетов представляют с0б010 точные квад- 
раты; приведенное Ферма решение -- треугольник со сторонами: 

4687 298 610289; 4565 486 027 761; 1061 652 293 520. 

Подозрение, что Ферма могло притти в голову предложить 
неразрешимые задачи, не было необосновакным, так как в свое 
время он предложил Френиклю и еще раньше Сент-Круа сле- 
дующие задачи: 

1) найти прямоугольный треугольник (с рациональными сто- 
ронами), площадь которого есть квадрат; 

2) найти две четвертых степени, сумма которых есть 
четвертая степень; 

3) найти четыре квадрата, составляющие арифметическую 
прогрессию; р 

4} найти два куба, сумма которых есть куб. 
Ферма предложил их, вполне сознавая их невозмо):ностЕ; он 

хотел из ответа, который мог говорить или о невозможности 
для чисел до известного предела или о полной невозьожности, 
узнать, шли ли его корреспонденты к цели с помощью таблиц, 

е. эмпирически, или пользовались общими соображениями 
Самому ему, как можно судить по его замечаниям; был свой- 
ственен последний путь. 
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Мы уже привели несколько образцов многочисленных задач, 

привлекавших внимание Ферма. Пояснения его относительно 
методов, с помощью которых он находил и решал такие задачи, 
настолько малозначительны, что каиболее существенным в наслед- 
стве, оставленном им науке, являются готовые результаты. Сами 
эти результаты представляют, однако, такую громадную ценность, 
что невольно заставляют обращаться к упомянутым скудным 
пояснениям, находящимся главным образом в письмах, хотя бы 
для того. чтобы найти связь между важнейшими исследованиями 
ферма. 

Часть этих исследований касается делимости чисел. Укажем 
прежде всего на один прием, о котором Ферма, в виде исклю 
чения, дал обстоятельтые пояснения. Прием этот служит для 
нахождения множителей данного числа и особенно хорошо позво- 
ляет, после того как небольшие первоначальные множители вы- 

Делены путем обычных проб, отыскивать такие множители, кото- 

рые лежат вблизи квадратного корня из числа. Если само число 
есть №, а наименьшее из целых чисел, превышающих УМ, есть 
а, то 

мМ-@— в. 

Если В не квадрат, что в большинстве случаев сразу видно 
по его последней или двум последним цифрам, то полагаем 
1=б- За Ти имеем: 

№М=а+ 1— 
далее получаем таким же образом: 

М = (@+ 2)* — 6. 

и т. д. Продолжаем так, пока не дойдем до разложения: 

№ = р? — 91 ={р—9) Ф+ 9) 

так как № путем выделения множителя 2 уже с самого начала 
было сделано нечетным, то этот прием выявляет все возможные 
разложения. 

Полученные Ферма результаты, касающиеся делимости чисел 
некоторого определенного состава, связаны с одним классом ис- 
следований, которые занимали его с раннего времени и в которых 
он, судя по его письмам, достиг постепенно высокого мастерства. 
Исследования эти касались нахождения занимавших еще древних 
математиков так называемых совершенных и дружественных чисел, 
а также чисел, находящихся в данном отношении к сумме их 
делителей. 

Чтобы понять замечания Ферма относительно применяемых 
им здесь методов, надо вспомнить, что сумма всех делителей 
числа р". 4'...1, где ...— первоначальные числа, равна: , ‚ 9, , 

у И-р-...+7) а+а+... +8)..." 9... 

1 За искдючением самого этого числа, 
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или 
ре 91 

ел ч«— 
Этого общего закона Ферма, впрочем, нигде не выставляет; 

наиболее подробные его замечания относятся к таким простым 
случаям, в которых речь идет о числах вида 2*-р или 2". р-4, 
где р и Ч — первоначальные числа В этом он примыкает как 
к Бвклилу, так и к Табит ибн Курра (ТАБ 151 Кигта); которым 

принадлежит определение совершенных чисел вида 2“. ри неко- 
торых дружественных чисел вида 2“. р.@ или 2".г (Цейтен, 
„Древние и средние века“, стр. 112 и 208). ‘Ферма сообщает, что 

‚он обладает методом, с помощью которого он может из числа 
вида 2'.р. го равного половине суммы своих делителей (напри- 
мер, 120 =2'.3.5}, получигь следующее за ним исто обла- 
дающее тем же свойством (в указанном примере 672 .3.7)- 
Таким же образом он получил из уравнения вида: 

(71 1+2 (+9 =3-Х- 2:4, 
где в = 3, р=3, 4=5, новое, в котором & = 5, 9 =7. 

Тем же методом, по его сообщению, он пользуется для того, 
чтобы из дружественных чисел: 220 (= 9.5.11) и 284 
образовать „новые дружественные числа 17296 (=2. 
18416 (=. 1157), т. е. имея одно решение системы: 

ОН ЧО ра. г (071 1) (+1, 
где р, 9 и г— первоначальные числа, получить из него другое, 
более сложное. 

Ферма сообщает далее, что употребляемый им здесь метод 
совпадает с тем, которым он пользовался при своем диферен- 
цировании. Судя по этому, дело здесь должно итти о преобразо- 
вании уравнений путем замены некоторой величины (например 4), 
другою (4+, что должно быть связано с изменением вели- 
чины показателя &; таким образом все сводится к простым 
алгебраическим преобразованиям. 

Результаты, сообщаемые здесь Ферма, ке являются особенно 
значительными ни по сравнению с теми, которые мы находим 

у упомянутого выше арабского писателя. ни стеми, которые одно- 
временно с Ферма были получены Декартом и Сент-Круа; но 
Ферма в противоположность всем этим авторам обладал методи- 
ческим отправным пунктом, что позволило ему, с одной стороны, 
голучить дальнейшие результаты в областях, родственных рас- 
смотренным выше, а с другой — притти к совершенно новым 
важным соображениям. 

Уже при упомянутых исследованиях ему пришлось столкнуться 
с вопросом о делимости чисел вида 2” —1, Он установил здесь 
следующие положения: 2" — | есть число составное, если й — число 
составное; 2"— 2 делится на 2п, если п — первоначальное число 

р"... 
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(за исключением 2), и в этом случае 2"—1 ве делится ни на 
какие другие первоначальные числа, кроме имеющих вид 2 гл + 1. 
В скором времени он обобщает второе из этих положений, утвер- 
ждая, что первоначальное число м, не являющееся делителем а, 
является делителем а”-2 — 1. Этому положению, широко извест- 
ному под именем „малой теоремы Ферма“, Ферма также не дал дока- 
зательства (которое, как известно, может быть выполнено совер- 
шенно элементарно). Положение это также находит применение 

в исследованиях о сумме делителей, когда рассматриваемые числа 
‘имеют первоначальных множителей, отличных от 2. 

От вопроса о разложимости чисел вида 2" —1 Ферма, естест- 
венно, перешел к рассмотрению разложимости чисел вида 2" + 1, 
тем более, что она также имела для него значение при исследо- 
ваниях относительно чисел, находящихся в данном отношении 

к сумме их делителей. Ферма утверждал, что 1) такие числа раз- 

ложимы, если п не является степенью 2, и что 2) 2” 41 есть 
всегда первоначальное число. Справедливость первого положе- 
ния очевидна; что же касается второ“о, то Эйлер обнаружил 
впоследствии его ошибочность, найдя, что 21? --1 делится на 641. 
По этому поводу надо отметить, что сам Ферма всегда указывал, 
что не имеет здесь иолного доказательстпа, хотя в своих пись- 
мах он выражал все большую и большую убежденность в спра- 
ведливости своего утверждения. Убежленность эта основывалась 
не только на том обстоятельстве, что перзые числа вида 2-41 
действительно являются первоначальными, но, по словам Ферма, 
и на том, что для большого количества чисел он доказал, чго 
они не могут служить делителями чисел такого вида. Результаты, 

достигнутые им в этом отношении, имели бы для нас значение, 

если бы они сохранились, и независимо от их связи © ошибоч- 

ным положением. Ошибочность последнего убедительно свиде- 
тельствует о важности строгого математического доказательства 
даже для таких случаев, когда могло бы показаться достаточным 
положиться на чутье искушенного математика, 

Сам Ферма совсем несклонен был успокоиться на этом. Он 
неоднократно возвращался к попыткам найти настоящее даказа- 
тельство, а Также приглашал других увенчать таковым его мнимое 

открытие. Поэтому мы не имеем оснований не доверять ему, 
когда он сам говорит, что обладает доказательством того или 
иного предложения. Ферма дает понять, что эти доказательства 

в такой степени связаны с другими тайнами теории чисел, что 
настоящее свое место они смогли бы найти только в задуманном 
им труде, посвященном этой дисциплине, Такого трула он, к сожа- 
лению, никогда не издал и вряд ли когда-либо полностью напи- 
сал его. Большая часть недоказанных Ферма положений получила 

впоследствии полное подтверждение. Есть, однако, и такие, для 
которых это еще не имеет места. Относительно их представ- 

ляется возможным, что даже столь ясный мыслитель, как Ферма, 
заблуждался относительно доказательства, которого он не имел 

случая провести в полном виде, вплоть до всех частностей. 
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Такая возможность существует прежде всего по отношению 
к следующему замечательному положению, которое Ферма вы- 
сказывает в общем виде только в одном из своих замечаний на 
полях Диофанта в издании Баше. 

Уравнение 
Муни 

не разрешимо в рациональных числах при всех значениях п, кроме 
п=2. Это утверждение доказано еще не. для всех значений л. 
Справедливость его для п =3 была известна уже арабу Ал-Ход- 
жанди. Доказательство для ий =4 мы найдем ниже: оно содер- 
жится в данном Ферма доказательстве другого его предложе- 

ния, Сверх того Ферма нашел, что уравнение х*-+ уё =2? не раз- 
решимо в целых числах. Этот результат содержит в себе и пре- 
дыдущий, так как, если бы уравнение х“-- у = 24 можно было 
решить в рациональных числах, то вследствие его однородности 

его можно было бы решить и в.целых числах. 
Наряду с подобными отрицательными результатами, к кото- 

рым Ферма был приведен попытками обобщить задачу древних 
об образовании прямоугольных треугольников с рациональными 
сторонами, Ферма получил и ряд положительных результатов, 
которые были сзязаны с другими исследованиями математиков 
древности, а также с работами Баше, Определенная задача Дио- 
фанта: найти два числа, зная их разность и разность их нубов, 
натолкнула уже Баше на постановку неопределенных задач о на- 
хождении двух (рациональных) чисел, сумма или разность кубов 
которых равна разности двух данных кубов. Ферма показал, что 
условие возможности, данное Баше для этих задач, неправильно; 
сверх того он нашел, что сумму двух кубов можно бесконеч- 
ным количеством способов представить в виде суммы двух дру- 
гих кубов (в рациональных числах). Это положение является до- 
полнением к положению о невозможности решить в рациональных 
числах уравнение х8-- уз —2°. К другому результату весьма общего 
характера привело Ферма то обстоятельство, что Диофант при 
решении одной из задач, повидимому, принимает, что всякое 
число можно представить в виде суммы не более чем 4 квадра- 
тов. Баше напрасно пытался доказать это; это удалось только 
Сент-Круа. Ферма же получил следующее широкое обобщение: 
всякое число можно представить в виде суммы не более чем и 
п-угольных чисел. 

Относительно изображения чисел в виде суммы квадратов 
Ферма идет дальше; ок исследует, сколькими способами это раз- 
ложение может быть выполнено для данных чисел; он находит 

наименьшее число, обладающее тем свойством, что либо само 
оно, либо квадрат его могут быть представлены в виде суммы 
двух квадратов определенным количеством различных способов. 
Юдни его правила касаются при этом первоначальных чисел 
того или кного вида, другие — составных. Относительно первона- 

чальных чисел вида 4й -- | Ферма утверждает следующее: вся- 

11  Цеттов, Иотория малеивтоко. 
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кое такое число, а также квадрат его можно представить в виде 

суммы двух квадратов только одним способом, куб и 4-ю сте- 
пень его — Двумя способами, 5-ю и 6-ю степень —тремя ит. д. 
Первоначальные числа вида Зя + 1 можно представить в форме 
л2-- 39, вида ви +1 и 8и+3—в форме х*-+ 2%, где хиу 
рациональны. 

Хотя для нас и остается загадкой, каким образом Ферма смог 
доказать свои в высшей степени общие результаты, но некото- 
рые пояснения относительно общего хода его рассуждений оз 
все же дал. Прежде всего он делает указания 9 своем методе 
доказательства отрицательных предложений, заключающихся 
в том, что некоторая задача (например, определение сторой 
прямоугольного треугольника, площадь которого есть квадрат} 
не может быть решена в целых числах: он доказывает, что. 

если бы было найдено одно решение, то из него можно было бы 
получить другое в меньших числах, доказанное имело бы силу 

и для этого второго решения и т. д.; но так как целые числа 
нельзя уменьшать бесконечно, то задача невозможна. 

Труднее было Ферма, как он пишет, найти нужную форму 
для полного доказательства столь же общих предложений поло- 
жительного характера, утверждающих, что числа известного вила 
всегда могут быть составлены определенным образом, Он дости- 
гает цели, выражая положительные предложения в отрицатель- 
ной форме, так как то, что всегда существует, никогда не пере- 
стает существовать. В качестве примера Ферма указывает, что 
именно таким образом он доказал предложение, имевшее в его 
исследованиях относительно представления чисел в виде суммы 
квадратов особую важность, а именно, предложение о возмож- 
ности написать всякое первоначальное число вида 4# + | как 
сумму двух квадратов, Ему удалось доказать, что если бы ка- 
кого-нибудь первоначального числа этого вида нельзя было на- 
писать указанным образом, то существовали бы меньшие перво- 
начальные числа того же вида, обладающие тем же свойством. 

Такое уменьшение привело бы, в конце концов, к заключениго, 
что 5 нельзя представить как сумму двух квадратов. Это заклю- 
чение, однако, неправильно, так как 5 == 28-1. Следовательно, 
доказываемое положение справедливо, 

В то время как этот ход мыслей ясен и прост, указаний на 
то, как выполнить самую редукцию, Ферма в большинстве слу- 
чаев никаких не дает. Однако что касается упомянутой задачи 
© нахождении прямоугольного треугольника, стороны которого 
были бы целыми числами, а площадь — квадратом, то для нее одно 
из замечаний на книге Диофанта содержит пояснения относи- 
тельно такой редукции, позволяющие воспроизвести полное до- 
казательство. Приводим его. 

Целые числа, представляющие стороны прямоугольного тре- 
угольника, можно изобразить, как Ферма обычно делает то по. 
образцу древних, в виде: 

жи, *— 2ху. 
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Если два катета целочисленного прямоугольного треугольника, 
азначит, и гипотенуза, имеютобщий множитель А, то площадьего со- 
держит множитель 2. Поэтому если площадь этого трхугольника 
выражается квадратным числом, то квадратным же числом вы- 
ражается площадь подобного ему треугольника, стороны кото- 
рого уменьшены в А раз. Отсюда следует, что, не уменьшая 
общности доказательства, мы можем считать взаимно простыми 
числа: ху, х?- у? и ху. Значит, числа х и у, а следовательно, 
их-уи х— у, можно считать взаимно простыми, а так как 

{2х} четное числа, то оба они — нечетные сумма п 
числа. 

Предположим теперь, что площадь треугольника 

жхтУ и -фу 
выражается квадратным числом. Так как все сомножители взаимно 
простые, то каждый из них должен быть числом квадратным: 

х=н?; у= 9, 

о ара. 

Из двух последних равенств получаем: . 

27 — р: — 9 =(р—9)@Ф-+7. 

И Р- 9ир— ч— числа чстныс, так как, по предположению, р” 

и 4? — нечетные. числа, других общих множителей, кроме 2, они 
не могут иметь, так как в протизном случае этих множителей 
должны были бы иметь числа 2р и 24, азначит числа р? =х+у 
и 4°=х-—у Эти же последние, по предположению, — взанино 
простые. Из найденного равенства следует, таким образом, что 

Эта [722 
д? * = р+а=| 

где п — четное число. Отсюда 

п? = 

в 
Целые числа я? и 3 являются, таким образом, сторонами но- 

вого прямоугольного треугольника, плошадь которого есть 
зле 

квадрат —,-. Стороны этого нового треугольника меньше сто- 

рон первоначального, так как квадрат его гипо енузы (1? или х) 
является множнтелем одного из данных катетов. Так как беспре- 
дельное уменьшение целых положйтельных чисел невозможно, 
то таково же и сделанное нами допущение. 

Наше пополнение доказательства Ферма состоит, в сущности, 
только в том, что мы перевели его указания на язык современ- 
ной алгебры и несколько подробнее осветили то, на чем он не 
считает нужным останавливаться. Приведем для сравнения его 

зы 
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собственноё изложение (для пояснения мы добавляем в скобках 
современную алгебраическую формулировку его мыслей): 

„Если бы площадь треугольника была квадратом, то суще- 
ствовали бы две четвертых степени, разность которых (н* — т") 
была бы квадратом, и, следовательно, два квадрата, сумма 
и разность которых были бы также квадратами (н? 1? = р?, 
и? — 9? = 47). Таким образом существует число, составленное 
из квадрата и удвоенного квадрата, котороё само есть 
квадрат (р? = 29? + 47). Но если квадрат составлен из квадрата 
з удвоенного квадрата, то. хак легко доказать, корень из 
него также можно составить из квадрата и удзоенного квад- 

рата р =1+4+2 (=) 7. Отсюда следует, что этот корень есть 

сумма катетов прямоугольного треугольника, квадратный член 

(т )— один катет, а удвоенный квадрат [2(5}' | другой Е 

О достигаемом таким путем уменьшении целых чисел, кото- 
рые должны были бы удовлетворять задаче (в случае, если бы 
она была возможна), Ферма не дает никаких пояснений. 

Доказательство это заключает в себе доказательство того, 
чта 11--ч1 не может .быть квадратом, а следовательно, также 
и 4 степенью, так что уравнение 1\ = 4 нельзя решить 
в целых, а значит, и в рациональных числах. 

В столь сжатом виде даже и это доказательство, приведен- 
ное Ферма в виде исключения, должно было представлять за- 
труднения для его современников, так как им (а особенно спе- 
циалистам по теории чисел) употребленная нами алгебраияеская 
транскрипция была еще мало привычна. То, что сам Ферма не 
применил в своем изложении алгебраических обозначений, объ- 
ясняется тем, что он обладал редкою способностью удерживать 
свои мысли в памяти без внешних вспомогательных средств; он 
вообще чрезвычайно редко прибегает в своих работах к алге- 
браической символике и пользуется ею только в том зачаточном 

виде, который дал ей Виета. Межлу тем легко видеть, что при 
отказе от этой символики полробное излажение локазательства 

явилось бы по необхолимости чрезвычайно пространным. Не- 
мудрено поэтому, что Ферма делает здесь (а также в другом 
месте} замечание, что ему нехватает места на полях его экзем- 
пляра Днофанта; неудивительно, что он ий вообще так мало лает 
сведений о своих доказательствах и методах. Адресованные 
к нему многократные предложения дать пояснения относительно 
отдельных вопросов не нашли, повидимому, отклика, да и вряд 
ли бы ему было легко это слелать при той пространности изло- 
жения, которой он не мог избежать, и при взаимной зависимости 
между многочисленными и разнообразными положениями, уста- 
новленными им. Эта связь требовала полного и систематического 
изложения его воззрений, что, как мы вилели, входило в его 

намерения. Для такой работы ему, однако, вряд ли оставляли 
время его служебные обязанности; кроме того, становились у 
него на пути трудности, связанные с ее изданием. 
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Таким образом лишь немногие из результатов Ферма, относя- 
щиеся к области теории` чисел, получили такой вид, что его со- 
временники и непосредственные продолжатели смогли воспользо- 
ваться ими и положить их в основу для дальнейших исследова- 
ний. Исключение составляют некоторые результаты, о которых 
мы будем говорить в следующем отделе, так как Ферма дал им 
применение в вопросах совершенно иного характера, а также 
одна стоящая совершенно 0С0бо задача, относительно которой 
мы не знаем даже собственного решения Ферма, но которою 
много занимались его современники, особенно по ту сторону 
Ламанша, после того как он предложил ее их вниманию. Задача 

эта состоит в решении в целых числах уравневия: 

ай1= у, 

где а— данное целое число, ве являющееся квадратом. фермё, 
пояснив задачу ухазакием отделькых решений для определенных 
значений а, предлагает доказать, что она имеет бесконечно много 
решений. Броункер и Валлис сперва неправильно поняли условия 
так, что х ну должны быть не целыми, а только рациоваль- 
ными: в этом случае задача, как замечает Ферма, довольно легка. 
Впоследствии они нашли громоздкое решение, по недоразумению, 

виною которому был Эйлер, приписанное Пеллю. Задача полу- 
чила поэтому совершенно неправильное название пеллевой 38- 
лачи. Ее исследованием математики продолжали заниматься и 
после этого, видя в ней основную проблему теории чисел. Инте- 
ресно, что за эту задачу брались уже индусские математики; они 
решили ее тем же способом, как впоследствии Лагранж, не су- 
мев, однако, в противоположность ему, доказать, что их’ метод 
действительно всегда приведет к цели („Древние и средние 
века“, стр. 191). 

Остальные открытия Ферма в области теории чисел были 
впервые подвергнуты обстоятельному исследованию Эйлером, 
которому они послужили исходным пунктом в его собственных ра- 
ботах. Эйлер использовал то немногое, что было известно о методах 
Ферма, например цитированное выше доказательство невозмож- 
ности решить в целых числах уравнение х* + у = 24; но в боль- 
шинстве случаев ему приходилось отыскивать новые доказатель- 
ства. Такое же влияние имело наследие Ферма на работы Ла- 
гранжа. Далее, влияние это простирается также на Лежакдра 
и Гаусса, хотя последний и пролагает совершенно новые пути. 
Несмотря на достигнутые указанными учеными крупные успехи, 
математики, работающие в области теории чисел, все еще на- 
ходят во многих предложениях Ферма, иные из которых до сих 
пор не доказавы, импульс к новым исследованиям. Таким об- 
разом, хотя Ферма и не удалось дать систематическое изложе- 

ние теории чисел, все же современным развитием этой кауки и 
присущей ей теперь внутренней связностью мы в значительной 
мере обязаны его открытиям и вызванным ими стремлениям до- 
казать их справедливость. 
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В исследованиях по зеории чисел Ферма стоит неизмеримо 
выше всех своих современников; относительно последних можно, 
в сущности, вполне ограничиться сделанными указавиями на бо- 
лее или менее интересные результаты, полученные ими в той 
или иной сравнительно узкой области. Из относящихся к тому же 
времени исследований, принявших несколько иное направление, 

надо упомянуть еще о паскалевых признаках делимости чисел, 

написанных в десятичной системе, ва первоначальные множи- 

тели, в том числе на 7. Результатом глубокого понимания Паска- 

лем значения систематического написания чисел является также 
его арифмометр, сконструированный по тем же принципам, как 
и наиболее практичные арифмометры настоящего времени. В ис- 
следованиях, о которых будет итти речь в следующем отделе 

и которые также находятся в связи с теорией чисел, Паскаль 
стоит рядом с Ферма. 

9. Биномиальные коэфициенты, комбинаторика и исчисление 

вероятностей. 

Мы видели выше (стр. 105), что уже со времени Штифеля 
было известно образование бином иальных коэфициентов как чле- 
нов таких разностных рядов все более и более высокого порядка, 
для которых рядом 1-го порядка является ряд натуральных чи- 
сел (перед ним предполагается еще ряд, состоящий из одних 
еивищ Соответствующий ряд 2-го порядка образуется треуголь- 
ными числами, 3-го порядка — пирамидальными. Исследования 
древних относительно фигурных чисел, получившие продолже- 
ние ив новое время (особенио занимался ими Мавролико), по- 
служили, таким образом, подготовкой к работам, составляющим 
предмет настоящего отдела. Последователи Штифеля в Германии 
продолжали его исследования; в начале ХУ в. Фаульгабер дал 
без вывода выражения для суммы /-ых степеней чисел натураль- 
ного ряда, кончая любым числом, для значений г до г= 11. Как 
мы увидим сейчас при’ разборе результатов Ферма, эта тема ва- 
ходится в тесной связи с образованием членов разностных рядов 
различных порядков (в наших современных обозначениях п-ый 
член ряда „го порядка или сумма п первых членов.” — 1-го по- 

рядка имели бы вид; в ВЫ ил 
Таким образом представляется вероятным, что Фаульгабер 

знал этот закон составления членов. ля = этот закон был 

известен давно: сумму членов простого разностного ряда умел 
находить уже Архимед (Цейтен, „Древние и средние века“, стр. 42 
и 127). Полное правило образования членов рядов путем умно- 
жения, соответствующее вышенаписанной формуле, находим мы, 
напротив, только в письме Ферма от 1636 г. Насколько это его 
правило, по крайней мере в столь общем виде, представляло 

тогда собою для математиков нечто новое, видно из того, что 
Паскаль много лет спустя снова нашел его и поспешил сооб- 
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щить его Ферма, не полозревая, несмотря на их переписку, что 
тот уже давно владел им. 

Ферма применил эту формулу также к тому, чтобы решить 
в общем виде другую задачу — задачу вычисления суммы Хи’ 
л.ых степеней чисел натурального ряда до некоторого данного 
числа. Древние знали решение только для ^=2 (Архимед), г = 3 
ин ’=4 (Цейтен, „Древние и средние века“, стр. 127, 167, 209). 
Ферма не сообщает, каким путем он получает результат; но в 
данном случае это несущественно, так как вышенаписанная фор- 
мула позволяет здесь производить вычисления без всяких затруд- 
нений. Действительно, 

Уи о..-#--7-1 
ЕЕ, ИР 

состоит из членов вида 

Ут’, т’ 

из знакомых Ферма выражений для суммы членов разноствого 
ряла любого порядка можно; таким образом, последовательно 
находить Хлг’ для все более высоких значений /. Ниже (гл. Ш, $2, 
си а) мы увидим, как Ферма, а затем Валлис, пришедший к тому 
же правилу об образовании суммы степеней, несомненно, само- 
стоятельно, по образцу Архимеда применяли выражения этих 
сумм при выполнении квадратур. О том, что Ферма был знаком 
также с определением числа перестановок, сочетаний и пр., го- 
ворят его задачи о количестве магичсских квадратов. 

Вполне систематическое и обоснованное изложение свойств 
и соотношений членов различных разностных рядов находим мы 
только в „Га Чи Шапе айтенаие“ Паскаля. Так назы- 
ваемый арифметический треугольник представляет собою, ко- 
нечно, только видоизменение таблицы Штифеля и по существу 
вполне совпадает с таблицей Тартальи (стр. 106), а закон обра- 
зования членовс помощью умножения был, как мы указали, най- 
ден уже Ферма. Но Паскаль дает этому закону общее доказа- 
тельство. Доказательство, которое он с полной последователь- 
ностью проводит по отношению к этому и дальнейшим предло- 
жениям, состоит в применении так называемой математической 
или полной индукции. Паскаль дает его в ясной и определенной 
форме, в которой оно с гех пор иостояняо применяется к пред- 
ложениям подобного рода. Он доказывает, с одной стороны, что 
предложение справедливо, когда входящее в него произвольное 
число в имеет некоторое небольшое значение г и низшие значе- 
ния, а с другой стороны, что, если предложение справедливо 
для некоторого значения й и для низших значений, то оно со- 

храняег силу и для значения м + 1; отсюда делается заключение, 
что предложение остается справедливым и для всех значений и, 
больших чем г, 

Графическое изображение позволяет Паскалю дать его пра- 
вилам совершенно общее выражение и общее обоснование. Дей- 
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ствительно, представляя себе число стоящим в некотором [(1 -- [}-мЁ 
ряду и некоторой [(и - 1)-й| колонне, он по существу пользуется 

вашим обозначением и 
Сочинение Паскаля содержит также полные доказательства, 

относящиеся к важнейшим применениям рассматриваемых им 
чисел как в качестве биномиальных коэфициентов, так и в ка- 

честве чисел сочетаний. Последняя роль их приводит к приложе- 
нию их в теории вероятносте 

Прежде чем говорить об основанной Ферма и Паскалем точ- 
ной теории вероятностей, вернемся к несколько более раннему 
времени. Уже Тарталья при составлении своих таблиц разност- 
ных рядов различных порядков имел в виду прежде всего опре- 
деление числа сочетаний того или иного рода. Как мы видели, 

эти ряды продолжаются только до 6-го члена, имеющего для 
рядов порядков 0, 1, 2,... соответственно значения 1, 6, 2],... 
Целью Тартальи было нахождение числа существенно различных 
выпадений (6,21 и т. д.), возможных в случае 1, 2 ит. д. ко- 
стей. В случае г костей число это равно сумме шести первых 
членов ряда (’— 1)-го порядка или 6-му члену ряда 7-го порядка; 
по правилу Ферма оно равно: 

. в. О ди РИ. +. 
1. 5: т ил и СБ 5 

Первоначальное изображение результата в виде суммы свиде- 
тельствует о том, что он был получен путем последовательного- 
увеличения числа костей. При подсчете к каждому-выпадению 
новой кости отнесены только такие выпадения прежних костей, 
при которых число очков ни на одной из ких не превышает 
числа очков на вновь прибавленной кости. 

Этот подсчет числа существенно различных выпадений стоит 
в связи с обычным в то время применением костей не только 
для игры, но также для особого рода гадания, причем каждый 

результат метания имел особое значение. Таблица Тартальи по- 
казывала, сколько ответов могли дать кости. Считать эти ответы 

обладающими одинаковой вероятностью было бы, конечно, ошиб- 
кой. Действительно, в то время как, например, выпадение, при 
котором все кости дают определенное одинаковое количество. 
очков, может быть осуществлено лишь одним способом, выпа- 
дение, при котором все г костей (прв х=:6} дают различные 
количества очков, может быть осуществлено столькими спосо- 
бами, сколько можно составить перестановок из г элементов. 
Мы, впрочем, не имеем никакого повода приписывать Тарталье 
эту грубую ошибку. Современник Тартальи Кардано в своем со- 
чинении „Ое |и40 аеае“ („Об азартной игре“) дает даже ясные 
указания относительно того, сколькими способами из числа всех 
вообще возможных можно получить те или иные результаты ме- 

и; таким образом, мы’ находим у него уже 
оценку вероятностей этих результатов. 
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Вообще же говоря, однако, в то время были склонны делать 
упомянутую ошибку. На это указывает применение слоза, дав- 
шего азартной игрё ее название. Арабское слово „азар” значит 
„трудный“, им характеризовалась такая общая. сумма очков, ко- 
торая может получиться только при одном определенном выпа- 
дении. При этом выпадения, различающиеся только переменой 
ролей костей, считались одинаковыми. Например, в случае трех 
костей относили К „трудным“ результатам не только получение 
суммы 3, образуемой только одним образом (как 1 + 1+1), нд. 
и суммы 4 (11-2), образуемой тремя, хотя и не существенно 
различными, способами. 

Азартные игры, несомненно, сопровождались вычислением 
вероятностей; объективные качества получавшихся при этом ре- 
зультатов зависели от степени понимания игроком сути вопроса 
и от степени его суеверности. Играло роль при этих расчетах, 
конечно, и опытное определение частоты, с какой появляются 
различные комбинации. То обстоятельство, что эти опытные 
данные при очень большом числе‘ повторений (и правильности 
наблюдений) приближаются к теоретическим результатам, было 
отмечено уже Кардано, высказавшим, таким образом, закон боль- 
ших чисел. Исчисление вероятностей, всецело построенное на 
точных заключениях, мы находим впервые, однако, только у 

г оиделн  пгособонноеенсена „ сидели, в особенности спо 
собствовал развитию столь важного для этого исчисления учения 
с соединениях. Паскаль и Ферма также принимают за исходный 
пункт применение к азартным играм; особенно большую роль 
сыграла здесь задача, которую предложил Паскалю его друг 
Мере, страстный игрок; олнако, оба ученые дают ясные и простые 
примеры и других более существенных приложений теории ве- 
роятностей 

Задача Мере заключалась в следующем; найти, как должна 
быть распределена между игроками ставка, если игра, состоящая 
из ряда партий, остается незаконченной. Предположим, что по- 
бедителем считается тот, кто первый выиграет 5 партий; пусть, 
далее, игра была прервана, когда А выиграл @ партий, а В— 
$ партий, где а<3, 6 <=. Задача эта рассматривалась, хотя и 
не особенно удачно. уже и раньше. Так, ею занимался Лука 
Пачиоло, думавший, что ставка должна быть распределена про- 
порционально числу выигранных каждым партий, т.е. в отно- 
шении а:6. Кардано правильно возражал на это, что здесь 
остается неучтенным количество $ партий, которые надо вообще 
выиграть. Он понимал, что решение требовало соглашения, осно- 
ванного на дальнейших возможностях; найти это решение ему, 
однако, не удалось. Действительно рациональный подход к за- 
даче видим мы только у Ферма и Паскаля; указания относи- 
тельно их решения мы находим в их переписке и в сочинении 

Паскаля об арифметическом треугольнике. 
Метод Ферма известен нам прежде всего из упоминания о 

нем в ответном письме. Паскаля и из поправки, сделанной Ферма 

Па 



170 АНАЛИЗ КОНЕЧНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

к предложенному Паскалем распространению задачи на случай, 
когда число игроков больше двух. Ферма исходит из того, что 
для окончания игры потребовалось бы самое большее —@-- 
4+$—6—1 партий. Он рассматривает все возможные их резуль- 
таты. Если бы в х случаях победителем оказывался А, ав В 
случаях В, то ставка должна быть разделена между ними в отно- 
шении а:8. Например, если $5 =3, а=1, $ =0, то число остав- 
шихся партий не превышает 4. Относительно результатов этих 
4 партий мы имеем следующие 16 возможностей: 

ААААВАААВВВАВВВВ 

ААДЛАВААВВААВВАВВВ 

ААВААВАВАВАВВАВВ 

АВАААВВАВААВВВАВ 

Только в 5 последних случаях победителем оказывается В, 
в 11 же остальных — А. Следовательно, А должен получить Чл у 
ставки, а В °/„, т.е. положение игры таково, как если бы А 
выиграл 3/з общей ставки, или 3/, ставки В, 

Найдекные дроби 11/; и 8/ представляют собою величины, 
которые мы теперь называем вероятностями выигрыша А или В; 

это — частные от деления числа случаев, благоприятных для А 
или В, на число всех возможных случаев. Таким образом этим 
понятием вероятности пользовались по существу уже в то время, 
хотя ему не дано еще было четкого определения. 

В одном из писем Паскаль сообщает, что Роберваль возра- 
жал, против того, что при этом методе во всех случаях предпо- 
лагается доигрывание 4 партий, тогда как в действительности 
для вынгрыша, например 2, в 8 случаях из вышенаписанных до- 
статочно 2 или 3 партий. Паскаль, напротив, указывает, что 
партии, которые игрались бы после выигрыша 4, именно в силу 
того, что они не отражаются на результате игры, можно по 
желанию присчитывать или нет. Предположение, на котором 

основано решение Ферма, было, таким образом, совершенно 
естественным, и он вправе был сделать его. Е 

Подтверждение этому Паскаль нашел в том, что сам он по- 
лучил тот же резуль`ат, исходя из совершенно других сообря- 
жений. Он начинает со случая, при котором. А выиграл из 3 нуж- 
ных партий 2, а В только 1 (в предыдущих обозначениях 5 = 3, 
а=2, 6=1).’ Следующая партия либо даст А окончательный 
выигрыш либо сравняет его с В. В первом из этих двух равно- 
вероятных случаев он получит всю ставку, во втором он может 
требовать половины ее. В случае, если игра будет прервана 
перед этой партией, он может, таким образом, претендовать на 

1 тоя на 

2 ИМИ + 
ставки. Если А выиграл 2 партии, а В ни одной, то новая пар- 
тия либо дастА победу, либо приведет к только что рассмотрен- 
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3 
ному случаю, в котором А может требовать 1 ставки. Если 

игра прервана перед этой партией, тоА имеетправо на получение 

1 18 7 
По 

ставки. Если, наконец, А имеет только одну выигранную партию» 
а Ани одной, то новая партия может с одинаковой вероятностью 

либо привести к предыдущему случаю, либо уравнять положение 
обоих игроков. Таким образом, если игра прервана перед этой 
партией, то А должен получить 

1 Е 11 

5855: ИИ 5 
ставки; к тому же результату мы пришли пользуясь методом 

Ферма. 
В сочинении об арифметическом треугольнике Паскаль дает 

общее решение; он доказывает, что, если А нехватает до выиг- 
рыша 12 партий, а В— п партий, то касса должна быть разделена 
между ними в отношении: 

а рые) 
1-- И 

Написанные здесь биномиальные коэфициенты выражены у 
Паскаля с помощью указания места их в арифметическом 
треугольнике, а доказательство проведено путем полной ин- 
дукции. 

Ферма и Паскаль занимались и другими задачами на вычи- 
сление вероятностей. Мы видели, что уже задача Мере заставила 
их нащупать общие принципы, которые должны были составить 
основу подобного рода исследований. Третьим не менее значи- 
тельным ученым, обратившимся несколько позже к вопросам 
теории вероятностей, был Гюйгенс. Занялся он ими под влия- 
нием сообщений об исследованиях Ферма и Паскаля, не будучи, 
однако, ближе знаком с эгими исследованиями. Гюйгенсу также 
далось вполне овладеть основными принципами исчисления. 

‘отчас же по окончании своего труда „О расчетах в азартной 
игре“ (1657) он послал французским математикам, чтобы испы+ 
тать их в этой области, несколько относящихся к ней задач; 
полученные им ответы убедили его, что Ферма и Паскаль также 
‘обладали общими методами решения. Сам Гюйгенс кладет 
в основу своих исследований следующее положение: если из 

р--а4 (равновероятных) случаев р случаев дают выигрыш а, а 
4 случаев — выигрыш $, то общая оценка ожидаемого выигрыша 
выражается числом 
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Мы видим, что это тот же принцип, который был применен и 
Паскалем, только выраженный в общем виде. Если, как у Пас- 
каля, величины @и 6 также представляют собою вероятности, 
то этот закон совпадает с законом, говорящим, что вероятность 
наступления либо одного либо другого из нескольких взаимно ис- 
ключающих друг друга случаев равна сумме вероятностей каж- 
дого отдельного случая. Второй основной закон, говорящий, 
что вероятность совмещения двух событий равна произведению 
вероятностей каждого из этих событий, как мы видим, также 
фактически применялся Паскалем. 

Ферма, Паскаль и Гюйгенс обладали, таким образом, основ- 
ными принципами, из которых вскоре развилась теория вероят- 
ностей, Через 14 лет после того, как появилось сочинение Гюй- 
генса, его известный соотечественник Жак де-Витт применил 
исчисление вероятностей к определению значений пожизненной 
ренты. 

Вопрос этот легко решался при помоши принципа Гюйгенса 
и вычисления сложных процентов, если только была известна 
вероятная продолжительность жизни лиц, достигших того или 
иного возраста. Относящиеся сюда предположения Витта были, 
однако, довольно произвольными. Двадцать лет спустя той же 
задачей занялся Галлей, но уже на основании результатов, взя- 
тых но дейстрительной таблицы смертностей. Его работа поме 
щена в „РаНозорса! ТгапзасНопз“ за 1693 г. Так как Галлей 
воспользовался только одним рядом наблюдений, то у него нет 
определення средних значений искомых вероятностей. В работе 
его затрагивается и вопрос о вероятности сложных событий, 
когда речь идет [9] продолжительности жизни двух или трех лиц. 

Ко всему сказанному можно добавить, что современное уче- 
ние о вероятностях и о наблюдениях было практически подго- 
товлено также вычислительными работами Кеплера и Бригга. 
Установление Кеплером законов на основании полученных из 

наблюдения числовых данных есть, в сущности говоря, не что 
иное, как „выравнивание“ полученных из наблюдения резуль- 
татов. 

10. Геометрия. Применение центральной проекции. 

Если, говоря о пышном расцвете большей части ветвей 
математики, мы до сих пор ничего не упоминали об успехах 
геометрии, то это вовсе не значит, что последняя находилась 
в рассматриваемый нами период на заднем плане или не полу- 
чала дальнейшего развития. Напротив, геометрия образовы- 
вала основание, на котором строились успехи других математи- 
ческих наук; именно в ней искали опоры, когда зданию надо 
было придать особую прочность. Мы видели, что так поступал 
даже Виета, и притом даже в ту пору, когда он вводил свою 
символику, которая при дальнейшем развитии создала матема- 
тику, независимую от геометрии. Геометрией пользовались, осо- 
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„бенно в начале рассматриваемого нами периода, и еще более 
непосредственным образом, представляя, например, при решении 
уравнений 3-й степени отдельные члены правой части формулы 

(ола 3076 4- За + м 
в виде кубов и параллелепипедов, из которых составлен куб 
(2-5). Мы видели, что Непер представляет диференциальное 
уравнение, служащее для определения логарифма, в геометрической 
форме (стр. 135), м увидим, что такая же форма давалась и первым 
исследованиям относительно бесконечно малых, Частично поль- 
зовались ею даже в задачах по теории чисел, в которых часто 
речь шла о прямоугольных треугольниках и т, д. 

В последнем случае все дело сводилось, конечно, только 
к сохранению старых названий; но, вообще говоря, во всех во- 
гросах, где речь шла о величинах, могущих принимать как ра- 

циональные, так и иррациональные значения, требование мате- 

матической точности по необходимости заставляло базироваться 
на геометрии и учении о пропорциях, которое некогда было 
поставлено с нею в связь. Математическая точность немыслима 
без полной уверенности в незыблемости основания, на котором 
производятся дальнейшие построения. Подготовить новое осно- 

вание, которое бы наилучшим образом соответствовало посте- 
пенно воздвигавшимся новым зданиям, не было еще времени. 
Поэтому приходилось искать для ких опору в том, что уже 
само по себе стояло прочно, а именно, в античной греческой 
геометрии. На фоне ее мы и должны рассматривать разобран- 
ные нами успехи науки. 

В то время было вполне естественно постоянно снова обра- 

щаться к этому основанию. Изучение древних было тогда еще 
общим отправным пунктом; тому, кто хотел наверняка быть по- 
нятым, приходилось постоянно делать ссылки на них. Классиков 
тогда знали, умели следить за ходом их мыслей и находить у 
них многое, что зачастую ускользает от современного матема- 

тика или историка, изучающего старых авторов < сознанием 

своего превосходства и потому поверхностно. 

Овладение античной геометрией повело к успехам, далеко 
выводившим за ес пределы, и дало в руки средства, которые 
можно’ было широко применить и вне областей, культивиро- 
вавшихся в древности. Мы уже видели, как геометрические ис- 
‘следования, благодаря которым получила развитие тригонометрия 
привели к формулам, имевшим большое значение для теории 
уравнений; в дальнейшем мы увидим и другие примеры такой 
же связн. 

Близкое знакомство с античной геометрией и с ее приемами 
должно было, конечно, принести новые плоды и внутри той 
области, в которой работали древние математики. Мы не можем, 
однако, останавливаться на этом в нашей книге, главный пред- 
мет которой — развитие математических воззрений и методов. 
Мы не будем поэтому описывать тех блестящих геометрических 
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достижений, благодаря которым Виета (стр. 123) приобрел себе 
имя галльского Аполлония, снова найдя построение окружности, 
касающейся трех данных окружностей и решив, таким образом, 
задачу, решенную в древности уже Аполлонием. Не будем мы 
также разбирать новых задач на построение, решенных им и 
другими математиками средствами, уже известными в древности. 

Новые геометрические средства, сразу же получившие круп- 
ное значение, а впоследствии приобретшие еще большее, мы на- 
ходим, с одной стороны, в новом и планомерном применении 

перспективы, или центральной проекции, а с другой— в связи 
геометрии с выросшей при ее поддержке алгеброй, достигшей 
постепенно такой независимости от геометрии, что теперь она, 
в свою очередь, могла оказывать последней поддержку. Начнем 
с центральной проекции, получившей ко времени Ферма у Де- 
зарга и Паскаля обширные применения, которые могли бы, бу- 
дучи продолжены в духе этих математиков, уже тогда привести 
к созданию проективной геометрни. 

Древними центральная проекция применялась при изучении 
свойств сечений конуса; однако, она служила здесь (Цейтен, 

„Древние и средние века", стр. 133 и след.) лишь для вывода. 
одного планиметрического свойства конических сечений, даль 
нейшее же исследование кривых исходило из этого свойства и 

имело исключительно планиметрический характер. Неоднократно 
пользовались древние, в частности з астрономии, особым видом. 
центральной проекции — стереографической проекцией. В „Ана- 
леммах“ Птоломея применяется прямоугольная проекция. 

Есть признаки, указывающие, что уже началу нового вре- 
мени было свойственно значительно более широкое пользование 
центральной проекцией. Альбрехт Дюрер дал ей дальнейшее 
развитие своими математическими правилами перспективных по- 

строений. Современник и соотечественник его Иоганн Вернер, 
знакомый, по сообщениям древних комментаторов, с тем, как 

определял конические сечения Мекехм, но вряд ли знавший труд 
Аполлония, получил стереометрическим путем уравнение кони- 
зеских сечений относительно осей. Прикято думать, что таким же 
путем пришел он ик уравнению относительно асимптот; в дей- 

ствительности, однако, он планиметрически вывел его из уравне- 
ния относительно осей. 

Напротив, Мавролико несколько позже дал стереометрический 
вывод уравнения относительно асимптот, сводящийся в основном 
к следующему. Пусть ГАВ (черт. 4) есть осевое сечение конуса 
вращения. Параллельно ему на расстоянии а находится гипербо- 
лическое сечение, которое проектируется на плоскость чертежа. 
гиперболой ЕРСН. Обозначив через /РСК проекцию любого се- 
чения, параллельного основанию, получаем, так как это сечение 
есть круг, что / . ЕК = @?. Отсюда легко вывести, что площадь 
параллелограмма, сторонами которого служат асимптоты и па- 
раллельные им прямые, проведенные через т‘чку Ё, имеет по- 
стоянную величину. Асимптоты гиперболического сечения Мав- 
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ролико, пользующийся другим чертежом, получает как следы, 
образуемые в плоскости гиперболы плоскостями, касательными 
к поверхности конуса и проходящими через образующие, па- 
раллельные плоскости сечения, Мавролико дает тькже стерео- 
метрические доказательства некоторых теорем о касательных; 
он вполне сознает противоположность своих методов стремле- 

ниям Аполлония доказать почти все 
планиметрически. Попытка Мавролико 7 
воспроизвести нсизвсстныс еще тогда 
книги 5 —7 Аполлония не соответствует 
тому, что в действительности находится 
в этих книгах; однако она показы- 
вает, что Мавролико достаточно хо- 
рошо знал Аполлония, чтобы на имев- 
шемся у того основании вести дальней 
шую самостоятельную работу. 

Вызванные коперниковой системой 
астрономические исследования также 
требовали применения стереометриче- 
ских методов. Дело шло теперь об Черг. 4. 
установлении зависимости между гелио- 
центрической, или действительной, и геоцентрической, или ка- 
жущейся, орбитами планеты. В то время как первал лежит 
в плоскости, проходящей через Солнце, последняя является 
проекцией первой на небесный свод. Дело весьма сильно услож- 
няется здесь тем, что движется самый центр проекций; но как 
раз в силу этого методы, с помощью которых Кеплер по кажу- 
щимся орбитам нашел действительные, знаменуют собою круп- 
ные успехи в применении стереометрии, и именко это способ- 

ствовало развитию принципов, ле- 
жащих в основании учения о про- 

екциях. В своем сочинении „Опти- 
ческая часть астрокомии“ („Азно- 
попиае рав орНса“, 16 г.) Кеп- 
лер прямо пользуется центральной 
проекцией, хотя здесь нет еще 
ее специальных применений к ко- 
ническим сечениям. Однако он уже 
часто пользуется новыми методами 
теории конических сечений, рас- 
сматривая параболу как переход- 
ную форму между эллипсом и ги- 
перболой и представляя основные 

предложения. относительно радиусов-векторов параболы как 
предельный случай соответствующих предложений для эллипса 
и гиперболы. 

Кеплерово определение планетных орбит сделало конические 
сечения, и в частности их фокусы, предметом особого внимания. 
Мы ваходим у Кеплера следующее предложение, играющее в его 
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исследованиях почти ту же роль, какую теперь играет уравнение 
конического сечения в полярных координатах с полюсом в фо- 
кусе. Если (черт. 5) из подвижной точки № круга с центром 
в О опустить перпендикуляр №О на неподвижный днаметр АС, 
то геометрическое место точки М этого. перпендикуляра, рас- 
стояние которой РМ от некоторой определенной точки РЁ диа- 
метра АС равно проекции (©М) ЁМ на диаметр ОМ (или, расстоя. 
нию РР от точки Е до касательной, проведенной из ‚ есть 
эллиис, имеющий диаметр АС главною осью, а точку Г фокусом. 
В настоящее время справедливость этого предложения легко 
проверить с помощью уравнения эллипса. 

Кеплер доказывает как это предложение, так и другие гео- 
метрически, на основании учения Аполлония о конических сече- 
ниях. Олно сделанное им замечание свидетельствует © том, что 
даже в его время, когда, как мы уже упоминали, в деле овла- 
дения античной математикой сделаны были большие успехи, со- 
чинение Аполлония не считалось особенно ясным. Чтобы оправ- 
дать тяжеловесность одного из своих доказательств, Кеплер 
приводит „Конические сечения“ Аполлония как пример того, 
что есть вещи, которые нельзя изложить так, чтобы они былн 
сразу понятны при беглом чтении, 

Для того чтобы учение о конических сечениях стало до- 
ступно более широкому кругу математиков, требовалось более 
простое и соответствующее времени изложение этого учения, 
нежели то, которое мы находим у Аполлония, Такое изложение 
дал современник и друг Декарта Мидорж. Мы, однако, не будем 
останавливаться на его работе, так как по существу он идет 
в ней теми же путями, что и Аполлоний. Совершенно новыми 
взглядами обязаны мы, напротив, Дезаргу, положившему в осно- 
вание своих геометрических исследований, в частностй исследо- 
ваний о конических сечениях, систематическое применение пер- 
спективы. 

Для того чтобы дать крупным успехам, связанным с именем 
Дезарга, правильное историческое освещение, недостаточно от- 
тенить путем сравнения с прежними очень, скромными попытками 
в этом направлении то новое, что принесли с собою эти успехи; 
надо еще проследить, какого развития достигло н этому оременн 
практическое учение о перспективе, положенное Дезаргом в ос- 
нову широких геометрических исследований, и посмотреть, на- 
сколько оно в тогдашнем его состоянии было пригодно для 
практического применения. Хорошее представление об этом можно 
получить из большого труда Гвидо Убальдо „Перспектива“ 
(„Регзресйуа“), появившегося в 1600 г, В этом произведении, 
отношения которого к более ранним работам по тому же во- 
просу мы не будем здесь касаться, особенно ясно и отчетливо 
изложены правила о перспективном изображении плоской фигуры 
(обычно горизонтальной) на другой плоскости (обычно, вертикаль- 
НОЙ) и приведены решения задач, в которых данными являются 
различные точки и отрезки. В основе всех этих решений лежит 
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перспективное изображение различных систем параллельных линий, 
лежащих в первоначальной плоскости, с помощью систем, про- 
ходящих через определенные точки прямой, параллельной линии 
пересечения плоскостей, Для получения изображения плоскость 
данной фигуры покрывается сеткой, состояшей из двух. систем 
параллелей, которые затем отображаются двумя пучками лучей 
{один из них, если одна из систем параллельных параллельна 
линии пересечения плоскостей, сам может быть пучком парал- 
лельных). Отображение Л“ точки Р получается тогда в точке 
пересечения лучей, соответствующих прямым, принадлежащим 
обеим системам параллельных и проходящим через Р. 

Убальдо ясно отмечает, что построение выполняется незави- 
симо от центра перспективы, если только известны точки схода 
А и В, соответствующие двум системам параллелей, лежащих 
в плоскости данной фигуры (черт. 6). Луч одного из опре- 
деленных таким образом и 
пучков, соответствующий р’ 
‘некоторой параллели со- 
огветствующего пучка 
параллелей,  характери- 
зуется тем, что он дол- 
жен пересекать линию 
‘пересечения обсих плос- 
костей в’той же точке, 
как и эта параллель. Та- 
ким образом дело сво- 
дится к построению двух 
соответственных или кол- 

лннеарных фигур, когда АР 
известны ось соответ- Черт. 6. . 
ствия и точки одной, со- 
ответствующие двум бесконечно удаленным точкам другой. Убаль- 
до строит, таким образом, эллипс, как изображение представленного 
на чертеже круга. Изображение центра круга, которое он также 
строит, является по отношению к эллипсу лолюсом прямой, про- 
ходящей через обе данные точки схода Аи В. Далее, одно из 
построений Убальдо показывает, что. хорды ‘эллипса, соединяю- 
щне концы двух хорд, проходящих через полюс, пересекаются 
на поляре. Убальдо упускает только случай вывести из своих 
построений общие геометрические заключения. Так, он не отме- 
чает, что здесь мы имеем дело со свойствами, которые принад- 
лежат каждой точке плоскости конического сечения и связанной 
с ней прямой. 

Убальдо огображал также тела, стоящие на основной плоско- 
сти. Масштаб ‘высот для различных плоскостей, параллельных 
картинной плоскости, он находит с помощью точек схода парал- 
‚лельных горизонтальных прямых. Рассматривал он и перспективу, 
на различных кривых поверхностях. Эти вопросы представляют, 
однако, для нас здесь сравнительно мало интереса. Не будем 

12 Кейтек История хатематеки, 
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останавливаться также на разборе того, в каких отношениях 

Дезарг в своем учении о перспективе (1636) ушел дальше Гвидо 
Убальдо. О том, что он был новатором и в этой практической 
области, свидетельствует уже то сопротивление, которое он встре- 
тил (стр. 47). В добавлении к своей работе Дезарг указывает на 
общие принципы, применяемые в учении о перспективе, и на 
средства, даваемые ими, Для дальнейших исследований. В том 
же добавлении он приводит рассматриваемую впоследствии в его 
учении о конических сечениях и важную для самой перспективы 
задачу построения прямых, изображающих оси конического 
сечения. 

На свое сочинение о конических сечениях (1639) сам Дезарг 
смотрел лишь как на предварительный набросок (ВгонШоп рто{ес!)- 
Поэтому мы должны обрашать гораздо больше вкимания на 
обилие содержащихся в нем совершенно новых для того времени 
методов и новых результатов, чем на недостаток связи между 
отдельными частями и результатами. Мы каходим здесь наряду 
с хорошо разработанными основаниями общего проективно-гео- 
метрического учения о конических сечениях много новых и при- 
том очень общих предложений, приводимых без доказательств; 
доказательства эти при пользовании новыми методами Дезарга 
выполняются довольно легко, в то время как без них они пред- 
ставлялн бы громадные затруднения. 

Установка Дезарга имеет совершенно общий проективно-гео- 
метрический характер. Он не только рассматривает параллельные 
прямые как частный случай пересекающихся, когда точка пере- 
сечения удалена в бесконечность, но и бесконечно удаленные 
точки плоскости он трактует как точки одной бесконечно удален- 
ной прямой. Цилиндр он рассматривает как частный случай ко. 
нуса. О параболах с общим диаметром говорится, что они 
касаются друг друга в бесконечно удаленной точке, а о двух 
гиперболах с общими асимптотами, — что они касаются в двух 
бесконечно удаленных точках. Все эти утверждения нмеют силу 
потому, что от частных случаев с помошью центральной проек- 
ции можно перейти к общим. Таким же образом мы получаем 
возможность переходить от предложений, касающихся наиболее . 
простых и хорошо знакомых частных случаев, к прелложениям 

более общим. 
Сам Дезарг широко пользовался этим. В то время как у Апол- 

лония мы находим из теории поляр только первоначальное опре- 
деление поляры как геометрического места точек, гармонических 
с полюсом по отношению к тем точкам, в которых прямая, про- 
ходящая через полюс, пересекает коническое сечение, — работа 
Дезарга дает гораздо большее: в ней, правда, нет вполне обос- 
нованной теории поляр, но есть целый ряд предложений, кото- 
рые могут быть развиты в такую теорию. Средн них мы можем 
указать, например, даже на установление того обстоятельства, 
что пары линий, соединяющих определенную точку конического. 
сечения с парами точек, отсекаемыми на нем лучами пучка, обра- 
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зуют инволюцию. Не только бесконечно удаленные, но и бес- 
конечно близкие элементы рассматриваются Дезаргом как част- 
вые случан общих соотношений. Касательная, например, является 
секущею, точки пересечения которой совпадают, и служит, та- 
ким образом, полярою своей точки касания, г 

Дезарг сам говорит, что большую часть этнх предложений 
он доказал прежде всего с помощью „рельефа“, т. е. методом 
перспективного перенесения, и определенно указывает, что при 
пользовании этим методом можно воспользоваться двумя различ- 
ными исходными образами. Можно взять, во-первых, полюс 
в центре круга; в этом случае доказательства основываются на 
том, что ординаты перпендикулярны к их диаметрам; можно, 
во-вторых, произвольный диаметр принять за поляру. От этих 
образов те или иные свойства переносятся затем на любую цен- 
тральную проекцию. Кроме предложений о полюсах и полярах 
мы должны отметить еще одко разбираемое ниже предложение, 
носящее общий характер и получаемое Дезаргом путем такого 
же обобщения, основанного на центральной проекции. 

Как ни легко выполняются подобные перенесения, однако 
остается еще то затруднение, что мы не получаем сразу полной 
уверенности в общности распространенного предложения. Дезарг 

` делает многое для устранения сомнений, могущих здесь возник- 
нуть, но все же его рассуждения, столь плодотворные в отно- 
шении получения новых результатов, не всегда проводятся таким 
образом, чтобы они давали вместе с тем и полное доказатель. 
ство. Доказательства отдельных предложений, действительно 
имеющиеся у него, связаны также не непосредственно с перспек- 
тивными обобщениями, но в большей мере с общей теорией, 
связное развитие основ которой дано в начале его сочинения. 
Так как дело идет о том, чтобы перенести на центральную 
проекцию не только дескриптивные, но и метрические свойства 

фигуры, то эта теория должна иметь алгебраический исходный 
пункт, хотя бы и в геометрической форме. Дезарг осуществляет 1 
это, давая в начале своего сочинения прежде всего полное уче- 
ние об инволюции пар точек прямой. Ему принадлежит и самый 
термин „инволюция“. Некоторые основные положения этого уче- 
пия имеются уже у Паппа в его сообщениях об утерянном сочи- 
нении Аполлония „Об определенном сечении“ (Цейтен, „Древ- 
ние и средние века“, стр. 147), содержавшем, повидимому, и дру- 
гие предложения, относившиеся к тому же вопросу. Дезарг, 
вероятно, знал эти сообщения столь же хорошо, как современ- 

ный ему критик его книги Богран {ВеаиетапЧ). указавший на 
соответствующее место из Паппа: но Дезарг дополнил и развил 
это учение применительно к своей трактовке конических сечений. 

Ряд пар точек прямой, образующих инволюцию (обозначим 
их через АА’, ВВ’, СС), опрёделяется прежде всего как такой 
ряд, по отношению к которому точка О прямой имеет одну и ту 
же степень, так что 

ОА. ОА’—ОВ. ОВ’ = ОС. ОС, 
12% 
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Путем алгебраических преобразований отсюда выводятся 
равенства 

ОА АВ. АВ" _ АС. АС” 

д’ = ТАУ ОА’ А’В- А’В 

и аналогичные им; таким образом мы получаем соотношения, 
выражающие тот факт, что 6 точек А, 4*; В, В’; С, С’ образуют 
инволюцию, не пользуясь при этом какими-либо иными точками. 
Как эти алгебраические преобразования, так и те, которые ведут 
к другим соотношениям, Дезарг проводит в соответствии с ан- 
тичной геометрической алгеброй 2-й книги Евклида, на которую 
он делает определенные ссылки. Относительно О — центральной 
точки, как мы сказали бы теперь — Дезарг указывает, что она 
связана з инволюции с бесконечно удаленной точкой. 

Дезарг разбирает различные положения, которые пары точек, 
образующие инволюцию, могут принимать по отношению к цен- 

тральной точке и друг к другу. Он показывает, что инволюцион- 
ные пары точек либо все разделяют друг друга, либо все не 
разделяют и что в послелием случае инволюция содержит две 
двойные точки В и С и что тогда (употребление знаков перед 
отрезками было несвойственно тому времеки) 

Сооткошекие это. которому мы теперь даем имя гармони- 
ческого, Дезарг называет инволюцией 4 точек. Не упускает ок 
и разбора частных случаев, например того, что середина отрезка 
по ‘отношению к концам его гармонически сопряжена с беско- 
нечно удаленной точкой. 

То, что инволюция есть проективног свойство, т. е. что 
центральнзя проекция трех пар точек, образующих инволюцию, 
`снова дает три пары точек, образующих инволюцию, Дезарг 
легко доказывает посредством соотношения между отрезками 
сторон треугольника, отсекаемыми любою трансверсалью. Он 
называет это соотношение птоломеевым; в действительности же, 

оно имеется уже у Менелая („Древние и средние века“, стр. 161). 
Из доказанной проективности следует соответствующее соотно- 

шение между 3 проектирующими парами линий. Дезарг рассмат- 
ривает при этом также „инволюцию 4 прямых“, в частности тот 

случаи ее, когда две прямые делят пополам углы между двумя 

другими. 
То, что прямая пересекается 6-40 сторонами полного четырех- 

угольника (как мы теперь называем его) в парах точек, образую- 
щих инволю Цит, Дезарг доказывает также с помощью предло- 

жения Менелая, Для того чтобы доказать то же относительно 
точек пересечения прямой с окружностью и сторонами вписан- 
ного четырехугольника, ему приходится вместе с тем восполь- 
зоваться предложениями, относящимися к степени точки отно- 

сительно окружности: эти предложения он цитирует по 3-й книге 
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Евклида. Ввиду фундаментальной важности предложения при- 
ведем вкратце это доказательство. 

Пусть ВСЬЕБ — вписанный четырехугольник, противополож- 
ные стороны которого пересекаются трансверсалью в парах то- 
чек Ри О, Ги К; точки пересечения траксверсали с окружностью 
пусть будут Си М. Обозначим, далее, буквою Р точку пересе- 
чения продолжений сторон СВ и ВЕ. Тогда имеем: 

9Е.9М _ 96.96 _ 96-06 РС.Ео _ 96-006 ЕВ-ЕЕ 
РЕ-РМ —`РВ.РЕ —"`ЕС-ЕВ ` РВ.РЕ — .ЕС.ЕБ `РВ-РЕЁ 

или вследствие того, что 
ЧС. ЕВ 9! 
ЕС `РВ Р: 

й 92. ‚РЕ _ ОК 
Ер "РЕ РК, 

получаем: 9%. 0м _ 9. ОК 

РЕ.РМ = РГРК" 
Инволюция точек А К; Г, М; Р, ©, таким образом, доказана. 

Так как всякая фигура, содержащая коническое сечение, вписан- 
ный четырехугольник и 
пересекающую их транс- 
версаль, может быть 
спроектирована в такую, 
в которой коническое се- 
чение заменено кругом 
та мы имеем полное до- 

казательство того, что 
трансверсаль дает в сече- 
нии с коническим сече- 

нием и противоположны- Черт. 7. 
ми сторонами четырех- 
угольника пары точек, образующие инволюцию, Дезарг уже 
раньше отметил, что когда он особо не оговаривает противного, 
его доказательства применимы ко всем случаям, а не только 
к взятому на данном чертеже взаимному расположению точек и 
прямых. Путем этого замечания он сообщает свом доказатель- 
ствам ту же общность, которая теперь более совершенным обра- 
зом достигается благодаря применению знаков. 

Можно, конечно, считать, что доказанное здесь предложение 
содержится в установленном уже древними предложении, что 
произвольное коническое сечение может быть получено как 
„место к четырем прямым“ („Древние и средние века“, стр. 148), 
и прелставляется весьма вероятным, что упомянутое выше сочи. 

нение Аполлония „Об определенном сечении“ содержало обра- 
ботку того материала, который это предложение могло дать для 
теории конических сечений. Однако данное этому предложению 
название „предложения Дезарга“ является вполне оправданным 

не только потому, что Дезарг первый вполне определенно уста- 
новил его, но и потому, что он выдвинул его в качестве общего 
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основания, исходя из когорого можно получить полное учение 

0 свойствах отдельных конических сечений, Примеры этого 
Дезарг дает в своих доказательствах уже упомянутых предложе- 
ний о полюсах и полярах, сопряженных диаметрах и т. д., хотя, 
по его словам, он сперва доказал их иначе, Он показывает так- 
же, что, применяя его общее предложение к частному случаю, 
когда четырехугольник является трапецией, мы приходим к 0606. 
щению обычной зполлониевой трактовки конических сечений, 
а, если за трансверсаль взять прямую, служащую диаметром для 
параллельных сторон трапсции, то мы, в частности, придем к трак- 
товке самого Аполлония. Только учекие о фокусах требует раз- 
вития некоторых новых элементарных предложений относительно 
круга; но и здесь Дезарг, как мы увидим, проявляет исключитель- 
ную для того времени независимость от приемов Аполлония. 

Принципы, проводимые Дезаргом в его наброске учения о ко- 
нических сечениях, позволяют ему решить задачу, поставленную 

в заключительной части его работы о перспективе: в перспек- 
тивном изображении конического сечения найти точки и прямые, 
соответствующие центру, осям и фокусам. Для этого ок поль- 
зуется получающимся на картинной плоскости следом $ плос- 
кости, проведенной через вершину ТГ проектирующего конуса 
параллельно плоскости самого конического сечения, Полюс Р 
этого следа язляется проекцией искомого центра, а сопряжен: 
вые лучи, проходящие через полюс, проекциями сопряженных 
лнаметров. Они определяют на 5 инволюцию. Вторая инволю- 
ция, произвольную пару точек которой обозначим через №, №, 
определяется на 5 с помощью пар ззаимно перпендикулярных 
прямых, проводимых через 7 в плоскости 75. Прямые, соединяю- 
щие Р с парой точек, общей обенм этим инволюциям, являются 

проекциями осей. Точка пересечения которой-нибудь из этих 
прямых с касательной, проведенной из точки М второй из упо- 
мянутых нами инволюций, и точка пересечения той же прямой 
с прямой, соединяющей точку касания с точкою №, принадлежа- 
шей к той же паре, что и №, образуют пару точек новой инво- 
люции. Эта новая инволюция является проекцией той, которая 
образуется на 5си точками пересечения с касательной и нормалью, 
проведенными из одной и той же точки кривой. Двойные точки 
этой инволюции, которые на одной из двух проекций осей будут 
действительны, представят, таким образом, проекции фокусов. 

Наше краткое изложение на языке современной геометрии 
является, конечно, несколько своболным по форме, но суть дела 
передает точно. Насколько хорошо Дезарг владел примененными 
здесь принципами, лучше всего в'дно, быть может, из того, что 
он, независимо от учения о фокусах, высказал общее проектив- 
ное предложение об инволюции, которое он использовал для 
построения проекций фокусов, а также из того, что с помощью 
одного из своих учеников Пюжо (Ри}0$) он получил прямое 
доказательство этого общего прелложения. первоначально най- 
денного путем проективного обобщения. Вопрос о разпростра- 
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чении теории поляр на поверхности 2-го порядка, равно как 
вопросы, относящиеся к свойствам пары конических сечений, 
разработаны Дезаргом слишком мало, чтобы дать значительные 
результаты, однако, эти исследования интересны как показатель 
того, что Дезарг ясно понимал широкую применимость своих 
методов. 

Дезарг, бывший, как помнит читатель, архитектором и инже- 
нером, издал также несколько небольших сочинений, в которых 
©го теории находят практическое применение в искусстве и ре- 
меслах: они прилагаются к учению о перспективе, причем он 
заботится даже о рациональном пользовании воздушной перспек- 
тивой, к выполнению резьбы на камне, к устройству солнеч- 
ных часов и т. д. В сочинениях этих, с одной стороны, предла- 
гается усовершенствование обычных практических приемов, с дру- 
гой — дается точное обоснование последних. Сочинения ученика 
его, гравера на меди Боссе, содержат указания, что они напи- 
саны в соответствии с методами Дезарга; кое-что Боссе берет 
от Дезарга непосредственно. 

Из небольших сочинений Дезарга мы хотим упомянуть о до- 
бавлекии к учению о перспективе, содержащем три чисто гео- 
метрических предложения. Предложения эти дают возможность 
выполнять перспективные построения в одной единственной 
плоскости. Оши касаются перспективных (коллниеарных) фигур 
плоскости, т. е. таких. в которых каждой точке одной соот- 
ветствует точка другой, а каждой прямой прямая, причем пря- 
мые, соединяющие соответственные точки, проходят через одну 
точку, а точки пересечения соответственных прямых лежат на 

одной прямой. 
Первое предложение утверждает, что два треугольника, обла- 

дающие первым из этих свойств, обладают и последним, второе, 
что два полных четы рехугольника коллинеарны, когда пять сто- 

рон одного пересекаются с соответственными сторонами другого 
в точках, лежащих на одной прямой. Эти предложения очевидны, 
хогда фигуры лежат в различных плоскостях. Если они лежат 
в одной плоскости, то доказательство получается с помощью 

предложения Менелая. Указанные предложения имеют, как из- 
вестно, основное значение для проективной геометрии в той 
ее форме, какую придает ей Штаут (Зап. В этом случае 
они должны быть, однако, доказаны без помощи пропорций. 

Третье предложение утверждает, что, если на сторонах че- 
тырехугольника АВСР выбрать 4 точки Ё на АВ, 4 точки Е на 
ВС, 4 точки О на СД и 4 точки Н на БА, то величина 

АЕ ВЕ са рН 
Па ПН сЕ`П в Пак, 

тде произведения /7 распространены для каждой прямой на все 
4 точки ее. при переходе к перспективной фигуре остается не- 
изменной. Предложение это, как известно, имеет силу и в том 
клучае, если заменить четырехугольник /7-утольником, а 4 точки 
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каждой стороны И точками; выбранное Дезаргом значение 4 для 

каждой из этих величин взято, несомненно, тоже лишь в виде 
примера. Доказательство выполняется ‹ помощью предложения 
Менелая. Указанное предложение было впоследствии положено 
Понселе (Ропсее{} в оскову исследования проективных метри- 
ческих свойств. 

Отметим еще, что Боссе в работе, изданной после смерти 
Дезарга, сделал попытку изложить указанный Дезаргом способ 
построения барельефа. Насколько можно судить по очень не- 
совершенному изложению, Дезарг применил здесь построение 
коллинеарных тел, что и само по себе представляется наиболее 
вероятным. У 

Мы уже упоминали талантливого сотрудника Дезарга, Пюжо; 
16-летний Паскаль дал в совсем маленьком сочинении „Опыт 

построения теории ко- 

Ра нических сечений“ („Ез- 
Г р ам ее зиг 1ез сошаиез“) 

лестящее продолже- 

ние работы Дезарга. 
Он установил здесь 
предложение, которо- 
му восхищенный Де- 
зарг, вполне понимав- 
ший сго значение, дал 

имя 1а Разсйе. Пред- 
ложение это касается 

фиуры, которую мы 
называем паскалевым 
шестиугольником, в то 
время как сам Пас- 
каль называет ее „ми- 
стический шестилиней- 
ник“ {„Нехазтапипа 

тузнсит“). Заключается оно, как известно, в том, что если 
шесть произвольных точек конического сечения, взятых в любом 
расположении, принять за вершины шестиугольника (собствен- 
ного или несобственного), то три точки пересечения противо- 
положных сторон лежат ил одной прямой. Отиосительно дока- 
зательства Паскаль замечает только, что сперва это свойство 
доказывается для круга, а затем с помощью проекции перено- 
сится на любое коническое сечение. Паскаль, указывающий сам, 
что его работё возникла под влиянием сочинений Дезарга, гово- 
рит, что из этого свойства можно вывести все предложения © 
диаметрах, параметре, касательных и т. д, & также построение 
конических сечений по данным точкам или другим данным усло- 
виям. Дезарг утверждает, что предложение Паскаля содержит 
в себе четыре первые книги Аполлония. 

Паскаль не тратит времени на вывод всех этих следствий. 
Зато он указывает на некоторые другие совершенно общие со- 

Черт. 8. 
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отношения между точками конического сечения. Одно из них 
заключается в том, что при обозначениях, указанных на черт. 8, 

РМ. 4$ _ РЕ. АТ 
Ма. 507 АЕ ТО” 

Значение этого предложения становится ясным, если кали- 

сать его в виде: 

РМ. РЕ _ АГ, 4$, 
мя ‘тя — ТФ *`59` 

оно выражает тогда, что двойное отношение Р, А, М, Ё равно 
двойному отношению между А, 0, Т, 5, или, иными словами, 
что двойные отношения пучков, проектирующих четыре точки 
конического сечения из любых двух 
его точек И и К, равны между 
собою. Другое общее предложение 
выражает зависимость межлу точ- 
ками пересечения конического сече- 
ния с тремя прямыми; оно обычно 
называется предложением Карно, так И 
как Карно распространил его на лю- 
бую алгебраическую кривую. Пас- 
каль усганавливает, сверх того, со- 
ответствующее . предложение для 
четырехугольника (МАРЕ): он утвер- 
ждает, что (черт. 9) 

МВ. МС АБ-АЕ_ МЕ. МК ЕН-ЕС . 

РЕ-РБ `АВ.Аб` РН.РО ЕК. ЕЁ" Черт. 9. уз 

Это предложение ясно свидетельствует об успехе, который 
представляют собою проективные методы по сравнению с прие- 
мами Аполлония. Действительно, если ВС | ОР, а КЕЙОН, то 
последние отношения в обеих частях равенства пропадают, и мы 
получаем предложение, которое было нами названо предложе 
нием о степени (Цейтен, „Древние и средние века“. стр. 136 и 143} 
и которое образует важнейшую основу для богатых солержа- 
нием предложений 3-й книги Аполлония. Паскаль, особенно 
стремившийся к тому, чтобы из его предложений можно было 
вывести все, что имеется у Аполлония, приводит в своем крат- 
ком обзоре вышеприведенное предложение, конечно, именно 
в силу того, что оно содержит в себе результат, столь важный 
для Аполлония. 

Паскаль приводит еше несколько теорем и задач, которые 
могут быть доказаны и решены с помощью его общих предло- 
жений; в числе их находится дезаргово предложение об инво- 
люции, пречем Паскаль отмечает большие заслуги Дезарга. Об- 
работку остальной части своего учения о конических сечениях 
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он пока что < юношеской скромностью откладываст; план ее 
был ему, во всяком случае, настолько ясен, что он чувствовал 
себя уверенным в его выполнении. То, что Паскаль действи- 
тельно сделал по этому плану, он показывал различным мате- 
матикам. Сейчас можно судить об этом только по краткому 
сообщению Лейбница, получившего во время пребывания во 
Франции от семьи умершего Паскаля во временное пользование 
его рукопись. Сообщение Лейбница показывает нам, что Паскаль 
действительно выполнил обещанное и сделал даже больше, так 
как он опредслял всвосй рукописи коинческое ссченис не только 
Г помощью пяти данных точек, но и пяти данных касательных 

и вообще с помощью точек и касательных, общее число кото- 
рых равно пяти. Указание на это мы имеем и в письме, адре- 
сованном кружку парижских математиков. Хотя, таким образом, 
мы и не злаем детально, как Паскаль осуществил свой замысел, 
однако знакомство с методами Дезарга позволяет нам легко по- 
нять, как он мог в действительности получить все нужные 

результаты, заставляя в своих общих предложениях отдель- 
ные точки или прямые сливаться или уходить в бесконеч- 

кость, 
На собраниях кружка математиков, куда Паскаль уже маль- 

чиком получил доступ через своего отца, он, несомненно, имел 
случай встречаться с Дззаргом. Возможно, таким образом, что 
тот сам познакомил Паскаля со своими воззрениями, про- 
никнуть в суть которых без личного его руководства, на осно- 
вании одной его книги было бы нелегко. Совершенно новые и 
тениальные руководящие мысли Дезарга, которые мы извлекли 
из ТОГО, что он говорит о полюсах и полярах и их связи с уче- 
нием о диаметрах, не выступают в начале его сочинения ‘< доста- 

точной ясностью. Кроме того, память читателя загромождается 
большим количеством со ершенно новых терминов, которые 
Дезарг считает нужаым ввести. В довершение всего к этому 
присоединяется тяжеловесная ев-лпдовская формулировка мно- 
гочисленных соотношений, изображающих инволюции. Читатель, 
который остановится на этом и не дойдет до геометрически 
приложений, для которых предназначены эти с отношения, есте- 
ственно, может увидеть в этом, как это и случилось с Бограном, 
только повторение сказанного Паипом в его разборе сочинения 
Аполлония. 

Как говорит Ферма, при такого рода чтении язык Дезарга 
должен представляться своего рола „жаргоном“. Сам Ферма 
отнюдь не разделяет этого мнения; он ставит работы Дезарга 
очень высоко. Для него не составляло труда поавильнс пони- 
мать их, так как, будучи знаком с древними авторами и в этой 
области, он решал геометрические задачи с той же уверенностью, 
как и задачи по теории чисел. В свое время он обменивался 
со старшим Паскалем трудными геометрическими задачами на 
по троение треугольников. Виета дал построения окружностей, 
касающихся трех данных окружностей. Ферма указал столь же 
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простое построение для шаров, касающихся четырех данных 
шаров. Ферма принадлежат также геометрические предложения, 
относительно которых он думал, основываясь на указании Папва, 
что они должны иметь тот же характер, что и предложения 
содержавшиеся в утерянном труде Евклида о поризмах; пред- 
ставляется спорным, правильна ли его догадка о характере 
евклидовых поризмов; но во всяком случае найденные им глу- 
бокие гепметрические соотнотения хоратто атвёцают духу иссле- 
дований древних. 

Эти попытки натолкнули Ферма, сверх того, на предложение, 
которое, как он ясно, указывает, при перспективном обобщении 
приводит прямо к „предложению Дезарга“. Предложение Ферма, 
0 котором ндег речь, заключается в следующем: если две опре- 
деленные точки окружности № и М (черт. 10) соединить с по- 
движной точкого ее. Р, то прямые РМ я РМ 
пересекают хорду 42, параллельную МА 

в таких двух точках О и \, что аОВУ, . У. рб 
остается постоянным. Если дать Р два 
различных положения и выполнить проек- 
тирование, то получается предложение 
Дезарга. Форма, которую дал своему пред- 
ложению Ферма, особенно интересна тем, 

что постоянная величина 027 предста- то п ЯН: ве. ина чу ро Пред 

вляет собою двойное отношение межзу А, 
РВ, Он У или между прямыми, проек- 
тирующими определенные точки кривой Черт. 10, 
А 0, Ми из подвижной точки ее. 
Пользуясь здесь и выше термином „двойное отношение“, мы 
не должны, конечно, забывать, что до действительного уста- 
новления этого понятия было еше далеко. Оно принадлежит 
лишь ХХ в. и идет от Мебиуса (МбЫиз), а геометрическую си- 
стему построили на нем льшь Штейнер (Зешег) и Шаль 
{Свафев) 1. 

Высокую оценку Дезарг нашел и у Декарта. Она относилась, 
олнако, прежде всего к его личности и пронипательности его 

ума, о которых Декарт говорит неоднократно в своих философ- 
ских и алгебраических работах, которые, в свою очередь, высоко 
ставил Дезарг. Декарт дает также лестную оценку практическим 
работам Дезарга и его стремлению найти полезные применения 
науки. Декарт отзывается с похвалой и о конических сечениях 
Дезарга; но чувствуется, что он: слишком занят своей собствен- 
ной новой трактовкой геометрии, чтобы вполне оценить тон- 

1 Нг. ВубттЪо нашел, однако, незавно у Менелая свидетельство о том, что пред- 
ложение о проективности двойных отношений, особенно на шаре, было опреде- 
ленно известно в древности, притом в общем виде (см. АБН. 2. Сезсй. 4. тает. 
МИ ззелесн., ХУ, стр. 96). 
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кость и большое значение методов Дезарга. То же отношенис, 
что у самого Декарта, находим мы иу всего математического 
мира того времени, быстро усвоившего декартовы методы. 
Правда, Декарт тоже давал совершенно новое освещение ши- 
роким областям геометрии; но, как мы скоро узидим, работа, 
которую надо было выполнить в этих областях, была подготов- 

лена как математикой древних, так и трудами, относившимися 
к непосредственно предшествовавшему перноду, так что можно 
было сразу взяться за дальнейшее развитие этих методов. Но- 
вые задачи, для которых был особенно пригоден декартов метод, 
также уже имелись — их доставляло зарождавшееся исчисление 
бесконечко-малых. Поэтому нанболее крупные математики скоро 
последовали за Декартом, а те области математики, к которым 
нельзя было применить методов Декарта, или результаты кото- 
рых не давали материала для дальнейшего развития этих мето- 
дов, остались в тени. Геометрия древних, в которой парал- 
лельные координаты играли уже’ большую роль, и в результа- 
тах которой параллели встречаются довольно часто, представляла 
собою для применения декартовых методов значительно более 

благодарную область, чем более общая проективная геометрия. 
Это ясно выдно хотя бы при сравяении аполлониева предложе- 

ния о степени с обобщением его у Паскаля (стр. 185). В ХХ в., 
правда, проективная геометрия ставила аналитической задачи, 
в большой степени способствовавшие развитию как понятия о 
координатах, так и алгебры, но для этого ни аналитическая гео- 
метрия Декарта, ни современная ему алгебра не были еще, ко- 
нечно, готовы, они просто уклонялись от таких задач. 

Из сказанного ясно, что проектнвная геометрия Дезарга, не- 
смотря на хороший прием. оказанный ей наиболее крупными 
математиками того времени, не могла еще тогда по-настоящему 
пустить корни. Для этого нужно было, помимо всего прочего, 
лучшее и более доступное изложение ес, чем то, которое было 
дано в наброске самого Дезарга; но оно, конечно, не заставило 
бы себя ждать, если бы эпоха была более восприимчива к такого 
рода идеям; оно даже имелось уже в неизвестном нам, правда, 
виде в рукописи Паскаля. Рукопись эта, однако, никогда не была 
опубликована, а работы самого Дезарга оставались до такой 
степени везамеченными, что даже наиболее значительная нз них. 

напечатанное всего в 50 экземплярах (2) сочинение о конических 
сечениях, не сохранилось, и содержание его дошло до нас только 
благодаря сделанной в 1679 г. де-ла-Гиром копии. Де-ла-Гир 
сам выпустил за шесть лет до этого сочинение о конических 
сеченнях, теперь, повидимому, утерянное. Он был слишком занят 
прежде всего своею собственной работой, чтобы правильно ‘оце- 
нить силу и общность методов Дезарга, значение которых да- 
леко выходит за пределы учения о конических сечениях; кри- 

тикует он и неудобную для выполнения алгебраических опера- 
ций и старомодную форму изложения у Дезарга. 

Собственные указания де-ла-Гира относительно его первой 
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работы позволяют предполагать, что она была выполнена по 
тому же хорошо обдуманному плану, как и следующий более 
обширный его труд, появившийся в 1685 г., --- „Конические сече- 
ния“ („бесцолез сопкае“). У де-ла-Гира тоже встречается рас- 
смотрение конического сечения на самом конусе и, следовательно, 
пользование перспективой, что уже в первом труле его могло 
явиться результатом косвенного влияния Дезарга; но он не вы- 
ходит при этом за пределы того, что ему нужно по его плану, 
и, видимо, не чувствует в полной мере значения проективных 
методов Дезарга. У де-ла-Гира нет их применения к обобщению 
знакомых предложений; он пользуется ими в первую очередь 
для совершенно противоположных" целей, правда, так же удачно 
и целесообразно. В то время как Дезарг выводиг предложения 
о полярах из предложений о диаметрах, де-ла-Гир дает прежде * 
всего изящное элементарное доказательство предложения о по- 
лярах по отношению к окружности и применяет затем проекти- 
рование, чтобы показать, что в коническом сечении каждая 

система параллельных хорд имеет диаметр, Таким путём он 
избегает пространного планиметрического доказательства, зани- 
мающего значительную часть 1-й книги Аполлония. У де-ла-Гира 
имеется и распространение предложений о полярах с круга на 
конические сечения, но он не пользуется при этом бесконечна 
удаленными точками. Вообще говоря, образцом для него, не- 
сомненно, являются конические сечения Аполлония, хотя доказа- 

тельства де ла-Гира проще и нередко объединнют в себе не- 
сколько отдельных доказательств Аполлония. Об общих проек- 
тивных предложениях, которые бы, подобно предложению Де- 
зарга или Паскаля, обнимали собою все учение о конических 
сечениях, у него нет и речи. 

Сочинение де-ла-Гира, получившее благодаря своей большей 
доступности сравнительно широкое распространение, ие могло, 
таким образом, содействовать популяризации идей Дезарга. 
Для того чтобы стать достоянием более широких кругов, они 
должны были зародиться сызнова. Так как это произошло лишь 
значительно позже рассматриваемого в настоящей книге перн- 
ола, то мы ограничимся злесь немногими указаниями. „Лам- 

берт (ГашЬБеи, 1758) снова применил дезарговы принципы цент- 
ральной проекции и дал им дальнейшее распространение. Однако 
возможность действительного развития проективная геометрия 
получила лишь благодаря школе Монжа (Мопве), начертатель- 
ная геометрия которого вообще позволила исследователям лучше 
освоиться с операциями в пространстве. Следует отметить ра- 
боты Брианшона (ВнапсПоп); по-настоящему же обосновал проек- 
тивную геометрию, сделав ее способной к дальнейшему разви- 
тию, Понселе (Ропсе!е). Работы Понселе совершенно незави- 
симы от дезарговых; о том, что занимавшие его идеи су- 
ществовали уже в ХУИ в.’ он узнал лишь по очень поверх- 
ностной статье Бограяа, притом умалявшей ззачение труда 
Дезарга. о 
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11. Работы Ферма по алгебре и аналитической геометрии. 
Координаты, 

Почти одновременно с появлением работ Дезарга по проек- 
тивной геометрии связь между геометрией и алгеброй, суще- 
ствовавшая с первых дней научной математики, достигла пово- 

ротного пункта. Повороту этому, полготовленному всем преды- 
дущим ходом вещей, суждено` было иметь громадное значение 
в дальнейшем развитии математики. Первоначально связь между 
геоистрией и алгеброй состояла в том, что геометрил и гсомс- 
трическая трактовка давали алгебре и алгебраическим операциям 
ту опору, которую мы ‘имеем телерь в математической символике. 
Однако уже в те времена’ развитие алгебры было столь значи- 
тельным, что она могла, в свою очерздь, оказывать геометрии 
существенные услуги, сводя, например, деление окружностн на 5 
равных частей к решению уравнения 2-й степени или позволяя 
Аполлонию трактовать вопрос о так называемом „пропорциональ- 
вом сечении“ чисто алгебраически. Самостоятельность алгебры 
и возможности применения ее к самой геометрии с тех пор все 
время росли, сперва потому, что алгебра по мере увеличения 
своих вычислительных ресурсов завязывала связи с совершенно 
иными областями помимо геометрин, а затем потому, что в но- 
вое время она получила свою собственную символику. Однако, 
пока математика продолжала развиваться на основании, данном 

Виета, наиболее точное выражение злгебранческим операциям 

продолжала давать, как мы уже не раз отмечали, безупречная 
в своей строгости геометрия древних. 

В новое положение по отношению к геометрии алгебра была 
поставлена Декартом. Он дал приложение алгебры к геометрёи 
в связн с координатным методом, которое мы теперь называем 

аналитической геометрией. Однако этот фундаментальный метод. 
мог получить развитие и без той реформы алгебры, которую 
предпринял Лекарт; это видно из того, что одновременно с по- 
явлением геометрии Декарта Ферма, в формально алгебранчес- 
ком отношении примыкавший еще к Виета, развил тот же метод 

в своем опубликованном, правда, значительно позже сочинении 
„Введение в теорию плоских и пространственных мест“ 1 („А4 10- 
с0$ р!апоз = 301405 1засове“}; относительно этого метода и важ- 
нейших применений его он сделал ряд сообщений своим париж- 

ским друзьям. Мы и начнем с рассмотрения координат у Ферма, 
так как его аналитическая геометрия ближе к математическим 
воззрениям предшествующего времени и к античной геометрии; 
к тому же самый метод выявляется у него непосредственнее, 
чем в геометрии Декарта. 

Сперва, однако, мы разберем одну чисто алгебраическую ра- 
боту Ферма, имевшую значение и для аналитической геометрии 

1 „Плоскими местами“ называли те геометрические места, которые представ- 
лялись прямой пли окружностью. „Пространственные места“ — геометрические 
места, представляющиеся коническими сечениямн. Прим. ред. 
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и для других встречающихся у него применений алгебры. Речь 
идет о маленьком сочинении, посвященном исключению неиз- 
вестных из уравнений высших степезей. Прием Ферма, показан- 
ный им на частном примере, состоит в следующем: пусть из 
уравнений: 

= м1 
ау а... а, цу-а, =0, 

У У + =0 
надо исключить у. Имеем: 

ау" а" ых _ У+ в 

а 

Сокращая на у, получаем уравнение, степень которого на | 
ниже, Повторное применение приема приводит в конце концов 
к желаемому исключению. 

В лобавлении это исключение применяется к освобождению 
уравнений от иррациональности. Для этого каждому радикалу 
дается новое обозначение, например, полагается 

Уах ах а 

Возводя это равенство в 1-ю степень, получаем новое рацио- 
нальное уравнение, причем к прежним неизвестным прибавилось 
новое Ё Исключение последовательно вводимых новых неиз- 
вестных дает в конце концов искомое рациональное уравнение 
$ первоначальными неизвестными. 

Так как работы Ферма по аналитической геометрии отно- 
сятся к более раннему времени, чем только что рассмотренная, 
то неудивительно, что в том же добавлении мы находим заме- 
чания откосительно того, что уравнение с одним неизвестным 

вполне определяет некоторую отдельную величину, уравнение 
< двумя неизвестными — геометрическое место на плоскости, 
уравнение с тремя неизвестными — поверхность в пространстве. 
Эти замечания указывают, впрочем, на способ, каким фактически 
уже в древности трактовались вопросы, сводящиеся к уравне- 
ниям с двумя или тремя неизвестными. Чисто алгебраическое 
значение этих уравнений и, в частности, существование беско- 
нечного количества решений такого ‘уравнения были уже в не- 
посредственно предществовавшее время с большой определен- 
ностью отмечены Баше (стр. 149) и Гетальди. 

Во вступлении к „!завосе“ Ферма дает указания относительно 
применения параллельных, в частности прямоугольных, координат 
на плоскости. Он заставляет обе неизвестные величины уравне- 
ния (рассматриваемые как отрезки) примыкать друг к другу под 
данным (обыкновенно прямым) углом (мы сохраняем здесь выра- 
жения самого Ферма). Конец и направленке одкой ок оставляет 
при этом неизменными и исследует кривую, пробегаемую другим 
концом образованной обеими координатами ломаной линик. 
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Такое изображение кривой по существу совпадает с тем, которое 
было употребительно уже в древности, Таким способом представля- 
ются у Аполлония конические сечения — между прочим при уста- 
новлении тех свойств, которые принимаются им за основные для 
планиметрического исследования конических сечений („Древние и 
средние века“, стр. 133 и след.). Различие заключается только 
в роли алгебры. В древности алгебраические уравнения с двумя 
неизвестными совсем не появлялись как нечто самостоятельное. 

В геометрической алгебре такое уравнение представляло собою 
только геометрическую зависимость между прямыми, которые мы 
называем теперь координатами, только так. называемое „симптома“ 
характеризуемой этой зависимостью кривой. Совершенно естес: 
венно, что Ферма этот термин переносит на уравнение кривой. 
Самое понятие о координатах у древних выражено не в столь 
явной форме, чтобы Ферма мог позаимствовать его у них: орди- 
наты ставятся у них в зависимость скорее вообще от положения 
точки оси абсцисс, из которой они выходят, чем прямо от аб- 
сциссы этой точки, или, иными словами, кривые определяются 

как места движущейся точки подвижной прямой неизменного 
направления, причем „симптома“ кривой выражает зависимость 

между обоими этими движениями. В промежуточное время поль- 

зование координатами не прекращалось. а в некоторых отноше- 

ниях даже усиливалось. Это относится, напрнмер, к примененню 
сферических координат для астрономических определений поло- 
жения, а затем для исследования движения планет; Орезм (Цей 
тен. „Древние и средние века“, стр.2;9) употреблял координаты 
для изображения эмпирических кривых. Гвидо Убальдо при по- 
строении перспективы плоск.й фигуры (стр. 177) также опреле- 
лял ее точки с помощью координатной сетки, состоящей из двух 
систем параллелей. Мы увидим, далее, когда подойдем к зачат- 
кам исчисления бесконечно малых, что и до Ферма интегрирова- 
ние постоянно выступало в форме квадратуры кривых, отнесен- 
ных к прямоугольным координатам, 

Введенное Ферма и Декартом применение координат к алге- 
“браическому определению геометрических мест стояло, однако, 
ближе к применению координат древними геометрами, особенно 
Аполлонием, чем к тому, которое мы находим у астрономов, 
у Орезма или в исследованиях, касающихся бесконечно малых. 
1мпульсами к установлевию и дальнейшему развитию своего 

метода координат Ферма был обязан сочинениям древних; осо- 
`бую роль играло тут его стремление доказать содержащиеся в 
них результаты, доказательства котсрых не дошли до нас. Боль- 

шее -развитие алгебры позволяет ему дать найденным результа- 
там более общую и сжатую форму. В качестве главного резуль- 
тата Ферма выставляет в начале „вакоре“ следующие общие 
положения: уравнение 1-й степени между координатами предстаз- 
ляет прямую линию уравнение 2-й степени, вообще говоря, кони- 
`ческое сечение. Главной целью сочинения является доказательство 
этих положений. 
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О том, как Ферма постепенно дошел до таких результатов, 

мы можем судить, с одной сторокы, по его более раннему сочи- 
нению „Две восстановленные книги Аполлония Пергского о плос- 
ких местах“ („АроНопи Регзае! ИЪи Чио Че 1осз р!ап!з тез ин“), 
с другой, — по его переписке. Упомянутое сочинение содержит 
доказательства тех предложений из пропавшего сочинения Апол- 
лония с плоских местах, которые дошли до нас благодаря Паппу. 
Предложения эти, частично очень простые, касаются геометри- 
ческих мест, представляющих собою прямую или окружность. 
Для того чтобы дать геометрическое доказательство большинству 
их, не требовалось еще никаких особых метолов. Только в двух 
случаях весьма общая форма выставленных предложений пред- 
ставляла некоторые затруднения; это относится к 7-му предло- 
жению 1-й книги, состочщему в том, что геометрическое место 

точек, расстояния которых от любого количества прямых удов- 
летворяют однородному уравнению 1-й степени, есть прямая, и 
к 5-му предложению 2-й книги, согласно которому геометриче- 
ское ‘место точек, расстояния которых от любого количества 
данных точек имеют определенную сумму квадратов, есть окруж- 
ность. Так, по крайней мере, истолковывает истинный смысл 
этих изложенных несколько иногоречиво предложений Ферма, 
хотя второе место у Паппа можно было бы понять и так, что 
между квадратами расстояний должно иметь место общее урав- 
вспие 1-Й степени. Излишнее ограничение о 7-м предложении | й 
книги, состоящее в том, что уравнение должно быть однородно, 
содержится у Паппа в явной форме. 

Трудность, которую в этом предложении представляет нали- 
чие любого числа ланных прямых, Ферма преодолевает в своем 
доказательстве последовательным распространением на большее 
число прямых. Что касается до второго предложения. состоящего 
в том, что геометрическое место точек, сумма квадратов расстоя- 

ний которых от данных точек равна определенной величине, есть 
окружность, то Ферма удается в первом сочинении устранить 
трудность, состоящую в наличии любого количества дакных 
точек, лишь в том случае, когда все эти точки лежат на одной 
прямой. Он достигает этого, относя искомую точку к прямо- 
угольной системе координат, в которой осью абсцисс служит 
прямая, проходящая через данные точки, причем абсциссы данных 
точек положительны, Он легко находит тогда, определяя квад- 
раты расстояний по пифагоровой теореме, что искомые точки 
находятся на одинаковом расстоянии от точки оси абснисс, 

абсцисса когорой равна среднему арифметическому абсцисс 
данных точек. 

Преимущества употребления координат настолько бросаются 
в этом случае в глаза, что это должно было побудить Ферма 

воспользоваться этим средством и в других вопросах. Он скоро 
увидел, как он сам замечает в конце „!завове“. что таким путем 
можно получить „гораздо более изяшные и обшие опрелеления 
плоских мест", чем те, которые он сам дал в своей реставрации 

13 центов. Истарая молематико. 
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сочинения Аполлоння, Он замечает также, что таким образом 
можно найти бесконечное количество других результатов, кото- 
рые можно поставить наряду с аполлониевыми; в частности, он 
‘указывает на обобщение 7-го предложения 1-й книги Аполлония 
на случай неоднородных уравнений. 

Равным образом Ферма должен был попытаться применить 
координатный метод и к упоминавшимся древними „простран- 
ственным местам“, и, в частности, к двум из них, бывшим пред- 

метом особого внимания Аполлония: „месту к трем прямым“ и 
„месту к четырем прямым“, т. е. к геометрическому месту точек, 
удовлетворяющих уравненням 

х=аух и лужа, 

где а«— постоянная, ах, }, =, и— расстояния точки от3 или 4 пря- 
мых. При эгом совершенно несущественио, берутся ли эти рас- 
стояния по направлениям, перпендикулярным к прямым, или об- 
разующим с вимн данный угол. Ферма занимался определением 
этих мест уже раньше, еще до появления „Геометрии“ Декарта 

они были предметом его письменных сообщеннй, встреченных” 
парнжскими математнками с большим интересом. Вначале ферма 
применял к этим геометрическим местам, так же как н к плос- 

ким, специальные прыемы. Первое его решение задачи о „месте 
к 3 пряхым“, довольно легкой для человека, знакомого с Апол- 
лонием, косвенным образом содержится у самого Аполлония в 
некогорых из доказательств, которые, как мы показали („Древние 
и средние века“. стр. 147}. можно поставить в соответствне с об- 
разованием конич. ского сечения с помощью проективных пучков. 
Эта трактовка прибльжается, таким образом, к методам анали- 
тической геометрии лишь постольку, поскольку ей родственен уже 
метод Аполлония. Когда Ферма позже попытался решить те же за- 
дачи, отнеся подвижную точку к определенным координатным осям, 
то он скоро увндел, что уравнения искомых мест квадратные. 
Задача Ферма состояла поэтому в том, чтобы показать, что ква. 
ратное уравнениг представляет коническое сечение, а также 
точнее определить форму и положение этого конического сечення. 

Таким образом мы хорошо знаем предварительную историю 
„Вавове“ Ферма. В „!засоне“ даются в кратком и ясном изло- 
женни полные указания относительно определения вида линий, 
представляемых уравнениями 1-Й и 2-й степени, причем, в част- 
ности, отмечается условие, при котором линия в последнем 
случае является окружностью. Ферма прежде всего доказывает 
с помощью подобных треугольников, что уравнение ах = Ву пред- 
ставляет прямую, проходящую через начало, и дает вывод урав- 
нений; окружности, отнесенной к двум взаимно перпендикуляр- 
вым диаметрам, гиверболы, отнесенной к асимптотам, параболы, 
отнесенной к днаметру и касательной в конце его, и эллипса или 
гиперболы, отнесенных к двум сопряженным дначетрам. Эти 
уравнения конических сечений взяты непосредственно, У Апол- 

лония. Далее, Ферма рассматривает другие виды уравиений 1-й 
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и 2-й степеви и сводит их посредством преобразования коорди- 
нат к прежде полученным формам. В случае отсутствия в урав- 
вении члена с ху для этого требуется только перенос начала, 
который не представлял затруднений. Прием, который надо при- 
менять при наличии члена с ху, Ферма поясняет на следующем 
примере. Уравнение 

22 22 + 2ху+ 

можно преобразовать в 

ху = а. 

Если взять за новые оси координат прямые х += О их== 0, 
то из чертежа видно, что новые координаты будут м = У, 
у=х-у; между ними имеем уравнение 

выражающее по Аполлонию, что кривая есть эллипс, в котором 
новые координатные оси служат сопряженными дизметрами. Так 
как при этом существенно только то обстоятельство, что коэфи- 
циентом при ху является величина постоянная или, как выра- 
жается Ферма, данная (Ча), то доказательство Ферма приме- 
нимо и к иным уравнениям, нежели взятое здесь в качестве 
примера. 

Ферма не оставляет без внимания и однородного уравнения 
2-й степени между хи. Он начинает с предположения, что 
кривая имеет в этом случае, кроме начала, еще одну точку, и 
показывает затем, что она содержит и всю прямую, соединяю- 

щую эти точки. 
Мы находим, таким образом, у Ферма уже очень полный 

разбор уравнений 1-й и 2-й стелени между параллельными коор- 
динатами на плоскости; надо, однако, отметить при этом, что в 
наиболее трудном пуякте этого разбора он вынужден еше стре ить 
свою аналитическую геометрию на геометрии древних. Действи- 
тельно, когда говорится как о знакомой ьещи о том, что урав- 
нение вида 

ТА Ву =Сс 

представляет коническое сечение также и в том случае, если 
координапя косоугольны, то при этом предполагается, что здесь 
идет речь о тех же кривых, как и при прямоугольных коорди- 
натах, или что всегда существует бесконечное количество пар 
сопряженных д-аметров, из которых одна образует прямые 
углы. Это предположение Ферма заниствует, таким образом, еще 
от Аполлония; то же самое делает в своей геометрии и Декарт. 

У дре них нахождение геометрических мест стояло в тесней- 
шей связи с применением их к решению геометрических задач 
или алгебраических задач в геометрической форме; для этой цели 
пользовались пересечением геометрических мест, и в частности, 

13% 
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для решения злдач, приводящихся к уравнениям 3-Й и 4-й сте- 
пени, — пересечением конвческих сечений, Хотя уже при возникно- 
вении аналитической геометрин алгебра обладала лучшими н 

чисто алгебраическими средствамн для прямого решения таких 

уравнений, было все же замечено, что новые алгебраические козр- 
дниатные мегоды представляли большие преимущества для при- 
менявшегося древними геометрического решения алгебраических 

задач. М вот мы видим, что Ферма, Декарт н другие математики, 
например де-Слюз, усердно применяют аналитаческую геометрию 
к нахожщению таких конических сеченнй, когорые особенно 
удобны для решених ураънений 3-Й и 4-й степени. причем корни 
уравнений определяются как абсциссы точек пересечения коки- 

ческих сечений. Так как это представляет собою лишь усовер- 
шезствование способа решения, который вскоре должен 
был утратить свое значение, то мы ограничимся по этому поводу 
лишь одним замсцанием, относящимся к Ферма. Ферма понимал, 
что такое решение уравнений 3-й в 4-й степени (которое могло 
заключаться лишь в том, чтобы посредством соотношения 9-й 
степени между пеизвестиою х и новою нензвестною у, например 
х? = ау, свести данное уравнейие, содержа‘иее х, к уравнению 2-й 
степени между хи у} можно осуществить бескоисчным количест- 
вом способов, — между прочим, так, чтобы решение уравнения 
опрелелялось пересечением параболы с окружностью. Это еще 
раз свидетельствует о той свободе, с которой он владел своим 
коорлинатным методом. Позже мы будем иметь случай говорить 
об усовершенствованиях, внссенных им в декартово решение 

уравнений высших степеней с помощью кривых в..сших порядков. 
Из писем Ферма и маленького сочинения его „агосе ай 

1060$ а4 зирейсет" („Введение в изучение поверхностных мест“) 
мы видим, что он применял свою аналитьческую геометрию и к 
определению геомегричесинх месг в пространстве. При этом он, 

однако, не употребляет пространственных координат, а опре 
деляет поверхности, исследуя свойства липни их. пересечения с 
любою плоскостью. С особенным удовлетворением он отмечает 
следующее пространственное расширение одного из прежних 
своих предложения: теометрическое место точек, квадраты рзс- 

стояный которых от данных точек з пространстве имеют дзяную 

сумму — или, в более общем случае, удовлетворяют уравнению 
1-й ст^пенн —есть шаровая поверхность. Действительно, если 
спроектировать на некоторую плоскость расстояния от данных 
точек до точек геометрического места. лежащих в этой плоско- 
сти, то квадраты проекций удовлетворяют уравнению того же 

вида, так что сечение плоскостью есть круг. Подобным же обра- 
зом Ферма находит, что геометрическое место точек, расстояния 

когорых от данных плоскостей удовлетворяют урапнению 1-й сте- 
пени, есть плоскость. Если эти расстояния удовлетво"яют ура- 
внению 2-й степени, то геометрическое место есть поверхность, 
перссекасмая любою плоскостью по коническому сечению или 

по прямым. Здесь у Ферма чувствуется, однако, некоторая не- 
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уверенность, так как позерхности 2-го порядка он знает в сущ- 
вости только по Архимеду. Хотя он и не ограничивается подобно 
последнему рассмотрением поверхностей вращения и хотя он 
рассматривает также эллиптические и гиперболические цилиндры, 
но ион не замечает существования эллиптических гиперболоидов 
и гиперболических параболоидов. Не замечает он также, что 
геометрическое место точек, расстояния которых х, у, 2 от трех 
плоскостей удовлетворяют уравнению ху==а2? (распространение 
на пространство места к 3 прямым), есть коническая или цилин- 
дрическая ` поверхность. 

„Симптомы“ кривых у древних не всегда были только сло- 
весным выражением алгебраического уравнения между прямо- 
угольными или параллельными координатами; были и такие, 
которые относили кривую (как например архимедову спираль) 
к полярным координатам или (как например квадратрису,— 
Цейтен, „Древние и средние века“, стр. 62) к смешанной системе 
прямоугольных и полярных координат. В новое время начали 
применять, по образцу Архимеда, полярные координаты тогда, 
когда стали продолжать инфинитезимальные исследования Архи- 
меда; при этом начали приводить во взаимную связь результаты, 
выражающиеся одинаковым образом в полярных и прямоуголь- 
ных коорлипатах. В лальнейшем мы булем полробнее говорить 
об этом; пока упомянем только, что Григорий Сен-Винцент в 
своём сочинении „Геометрическое решение задачи квадратуры 
круга и сечений конуса" (Оруз веоте сит диадгаигае сисиЙ её 
зесбопит соп?), появившемся лишь в 1647 г., но писавшемся до 
выхода „Геометрии“ Декарта, дал этому методу преобразования 
также иное применение. Он сравнивает различные свойства 
архимедовой спирали 

= а = 5-4, 

гдеги 8— полярные координаты, со свойствами параболы 

2— = 2ру= дя 

точки которой, определенные в прямоугольных или косоугольных 
координатах (х, у), так связаны с точками (и, 8), что х = у, у=л8. 

Таким путем он, пользуясь различными предложениями Архи- 
меда относительно спирали, получает предложения относительно 
параболы. Все они принадлежат, впрочем, к тем, которые легко 
можно вывести из уравнения самой параболы, написав его в виде 

х= 2рУ. Наибольший интерес представляют те из них, которые 

связаны с исследованиями, касающимися бесконечно малых, на- 

пример единообразное определение величин, которые мы назы- 
ваем теперь полярной подкасательной спирали и подкасательной 
параболы, или найденная, как мы увидим, также иным путем 
зависимость между квадратурами обеих кривых; Как ни просто 
все это, но Григорий вступил здесь на удачный путь. Мы уви- 
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дим, что и в других отношениях он достигает результатов, 
кото: ые, будучи просты сами по себе, в скором времени в рабо- 
тах других математиков принесли обильный урожай. 

12. Геометрия Декарта. 

В „Историческом обзоре развития геометрических методов“ 
Шаль (Сваз{е$) дает восторженную оцезку пдеям, которые Де- 
карт развил в своей „Геометрии“. „РгоГез &пе щайе стеаа“ — 

дети, появившиеся на свет без матери — так характеризует 
образно Шаль эти иден Декарта. 

Высокая оценка Шаля не является преувеличенной. Идеи 
Декарта, действительно, имели огромное преимущество перед 
теми, которые до него господствовали в математике: они оказа- 
лись способными проникать во все более и более широкие 
круги, приобщать эти круги к сокровнщам, составлявшим дотоле 
достояние немногих, и, более того, привлекать их к умножению 
этих сокровищ. Вот почему „Геометрия“ Декарта знаменует в 
истории математнкн переход к новой эпохе. 

Однако характеристика Шаля представляется нам глубоко 
ошибочной, н мы привели здесь этн известные его слова лишь 
для того, чтобы, опровергнув нх, сделать более ясной нашу кон- 
цепцию. Мы отиюдь ве хотим этим возражать против труда 
Шаля в целом. Большая заслуга этого труда состоит в том, что 
Шаль рассматривает в нем историческое развитие специфически 
геометрических методов, на что до него обрашалось очень малое 

внимание. В частности, Шаль заострил внимание на вопросе об 
историческом развитии методов новой геометрии, одним из наи- 

более выдающихся представителей которей являстся он сам. 
В сущности именно Шаль познакомил нас с реботами Дезарга. 
Влияние же „Геометрии“ Декарта сказывалось на всей матема- 
тике и было общеизвестным. Заниматься им Шалю поэтому не 
было особенной надобности. Таким образом процитнированные 
слова его указывают в первую очередь только на то, что он 
вполне понимал чрезвычайное значение трула Декарта и новизну 
заложенных в нем идеи. 

Дитя без матери— это сравнение, как мы видели, полхолит 
скорее к проективной геометрии Дезарга; имснно поэтому она 
и не смогла принести плоды; она сама была некоторым обра- 
зом бесплодной матерью. „Геометрия“ Декарта была, напротив, 
хорошо подготовлена, и эта подготовка состояла в такой обра- 
ботке всей математической почвы, что новые мысли Декарта 
вскоре же смогли принести обильные плоды. 

еньше всего эпитет „дитя без матери“ может быть отнесен 
к декартовой аналитнческой геометрии в узком смысле слова, 
так как мы только что познакомились с ее сестрою-близнецом, 

аналитической геометрией Ферма, пронсхождение которой мы 
установили в предыдущей главе. Применение связанных с алгеб- 
рою координат у Ферма и Декарта было почти одннаково, 
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если говорить только о тех собственно математических трудно- 
<тях, которые при этом преодолевались. Значит, в „Геометрии“ Де- 
карта должно было содержаться, кроме того, и нечто нное, что 
именно и обеспечило ей блестящий ее уснех. Причиной этого 
успеха отнюдь не язляется то случайное обстоятельство, что 
работа Декарта вышла в свет задолго до работы Ферма. Ведь 
Ферма еще до появления „Геометрии“ Декарта сообщал о своих 
исслелованиях по аналитической геометрии парижским матема- 
тикам, от которых он раньше всего мог ожидать понимания и 
которые действительно оценили значение его работ. 

Дело в том, что идеи „Геометрии“ Декарта отнюдь неё огра- 
ничиваются тем плодотворным применением алгебры к геомет- 
рни, которое составляет предмет собственно аналитической гео- 

метрии; они совершенно изменяют существовавшее до тех пор 
соотношение между алгеброй и геометрией и знаменуют, таким 
образом, реформу всей математики, до той поры имевшей свое 
признанное основание в геометрии, а теперь получающей его в 
алгебре. Последняя не могла уже впредь снова базироваться на 
геометрии, а должна была вести дальнейшее существование 
самостоятельно и непосредственно как общий аппарат арифме- 
твки. Реформа эта в значительной степени была подготовлена 
всем предшествующим развитием. При рассмотрении аналитиче- 
ской геометрии Ферма мы уже имели случай коснуться одного 
из факторов этого развития. Именно, мы указали на предше- 
ствующее развитие сзязи между геометрией и алгеброй в форме 
геометрической алгебры, в которой, правда, эта связь носит 
обратный характер. К этому нужно добавить еще развитие тех- 
ники счета и вспомогательных средств самой алгебры. в частн 
сти ее символики. Последняя была особенно нужна, чтобы дей- 
ствительно обеспечить алгебре как в логическом, так и в тех- 
ническом отношении необходимую независимость от геометрии, 
столь хорошо вооруженной благодаря успехам предшествующего 
времени. На это развитие мы уже неоднократно указывали выше. 
Арифметическое понимание алгебры, видящее в алгебраических 
операциях только выражение арифметических расчетов, встре- 
чалось уже нередко. Индусы и’не знали иного понимания; на- 
ходим мы такое повимание и у отдельных арабских писателей, 
а из новых математиков, например, у Симона Стевииа (стр. 101). 
Оно имеется даже и там, где авторы еще чувствовали себя 
логически обязанными представлять себе операции, имеющие 
общее значение, геометрически. Однако только у Декарта по- 
строенная на арифметике алгебра достигает такого развития, 
что алгебраический метод может получить полное признание не 
только как метод, несущий с собой огромные облегчения, но и 
как метод точный и общий, 

Чтобы правильно судить о сущности успехов, которыми мы 
обязаны Декарту, надо сравнить его понимание алгебры и его 
алгебраические ресурсы с теми, которые были у Виета. Правда, 
в алгебраическую символику Виета быль уже до Декарта вве- 
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дены некоторые усовершенствования (капример его обозначение 
степеней особымн словами анадгайит, сибиз и т. д. было заме- 
нено повторением равного сомножителя, так что вместо А сириз 
сталин писать ААА), но все же у наиболее значительных матема- 
тиков, как, например, у Ферма, в основе лежит все еще, главным 
образом, алгебра Виета. Мы должны при этом иметь в виду, 
что Виета хотя и применял фактически повсюду символику для 
обозначения арифметических операций, но считал еще нужным 
обращаться к геометрическому их представлению всякий раз, 
как требовалась полная уверенность в общности результата. 
Мы видели также, что и Дезарг построил алгебраичесьую тео- 
рию инволюций, лежащую в основе его геометрических иссле- 
дований, в стиле Евклида (стр. 180). Как раз по поводу связанных 
с этим трудностей Декарт указывает Дезаргу в одном из писем, 
что есть гораздо больше людей, которые знают, чтб такое 
умножение, чем людей, которые знают, чтб такое составление 
отношений. 

Декарт ясно видел, что понятная и легко применимая алгебра 
должна иметь исходный пункт в арифметике, а не в геометри- 
ческих операциях, которыми до него было связано с геомет- 
рией, например, учение о пропорциях. Этот новый исходный 
пункт он ясно и определенно выдвигает на первых же страви- 
цах своей „Геометрии“, Когда он говорнт на этих страницах, 
чтб нужно сделать в. геометрии, это равносильно тому, что он 
решает задачу основания общей математики, так как ло сих пор 
последняя находила в геометрии свое наиболее полное выра- 

жение. ы 
Декарт начинает с замечания, что все геометрические задачи 

можно свести к определению длин отрезков. „Подобно тому, 
как вся арифметика состоит только из 4—5 действий, а именно, 
сложения, вычитания, умножения, деления и извлечення корня, 
и в геометрии для нахождения искомых отрезков надо только 

прибавлять или отнимать пругие; или, имея отрезок, который 
я для лучшей связи с числами буду называть единицей и кото- 
рый вообще можно выбирать по произволу, и имея кроме него 
два лругих отрезка, надо найти четвертый, который так отно- 
сится к одному из этих двух. как другой к единице, — э7710 равно- 
сильно умножению; или приходится находить четвертый, кото- 

рый так относнтся к одному из двух данных, как единица к 
другому, —э/0 равносильно делению; или, наконец, случается 
находить одно, два или несколько средних пропорциональных 

между единицей и другим отрезком — 370 равносильно извлече- 
нию корня. И я нисколько не колеблюсь ввести эти арнфмети- 

ческие выражения в геометрию, чтобы мое изложение было 
более понятным“. 

В этом введении Декарт дает общие, независимые от рацио- 
нальности величин определения арифметических действий: умно- 
жения, деления и извлечения корня, Общность результатов до- 
стигается здесь, правда, лишь тем, что эти определения основы - 
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ваются на принадлежавшем до тех пор геометрии учении о 
пропорциях; но, во-первых, это обращение к геометрии делается 
раз навсегда, тогда как раньше к геометрин приходилось при- 
бегать при каждом новом исследовании; во-вторых, учение о 
пропорциях легко освободить от геометрической формы. Когда 
Декарт в дальнейшем применяет математические формулы, то с 
самого начала становится совершенно ясно, что содержащиеся 
в них умножения и т. п. нало понимать в соответствии с лан- 
ными общими определениями. Формулы при этом имеют смысл 
независимо от того, однородны они по отношению’ к содержа- 
щимся в них отрезкам или нст. В первом случае они не завысят 
от выбора единицы, в последнем они соответствуют, как отме- 
чает сам Декарт, вполне определенной единице. Величины а?, 9% 
он, правда, называет, в согласин с обычной терминологией, 
квадратом и кубом; но он определенно отмечает, что`‘их можно 
понимать и как отрезки. Геометрическое обозначение величин 
сохранилось, таким образом, и у пего, но у него оно, как мы 
видим, применяется так, как теперь применяется понятие числа. 
Связь с геометрией, необходимая для применения алгебры к гео- 
иетрическим задачам, полдерживается при помощи определенных 

указаний относительно построений, с помощью которых описан- 
ные алгебраические операции выполняются геометрически. 

После установления указанных предпосылок (на стр. 3—4} 1 
Даются общие правила для аналитического решения задачи: 

предположим, что задача решена; дадим всем входящим в нее 

величинам, как неизвестным, так и известным, обозначения; не 

делая между ними различия, пользуемся денными задачи для 
того, чтобы выразить одну и ту же величину двумя различными 
способами, и таким образом получаем уравнение; образуем 
столько уравнений, сколько имеем неизвестных; если этого 
нельзя сделать. то задача является неопределенной, и часть 
величин можно выбрать тогда по произволу. После этого набра- 
сывается ход дальнейшего алгебранческого решения. 

Прежде чем перейти к более подробному рассмотрению того. 
как Декарт примевяет свои правила и, в частности, по какому 

поводу и в каком виде появляются у. него координаты, остано- 
вимся на имевшихся з его распоряжении техничаских ресурсах, 
особенно на символике. 

Символика ко времени Декарта была, как мы видели, на- 
столько развита, что он смог, сделав одно единственное усовер- 

шенствовавие, пользоваться ею не только для наглядного обо- 
значевия алгебраических операций, но и для их выполнения. 
Упомянутое усовершенствование состояло во введении употре- 
бительного теперь обозначения степени. Вскоре после Декарта 
оно привело к рассмотрению степеней с любыми непрерывно 
изменяющимися показателями, что позволило, например, при объ- 
яснении логарифмов обходиться без рассмотрения связн между 

1 По френиузскому изданию 1586 г. (А. Нелпапп). 
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геометрической и арифметической прогресснями. В труде самого 
Декарта это его нововведение сообщает всем формулам и вынол- 
няемым операциям такую простоту и наглядность, что за ними 
можою следить © тою же легкостыо, как и за алгебраическимн 

операциями в какой-нибудь современной книге. Символика Де- 
карта отличается от теперешней, в сущисстн, только отсутствием 

показателей корией (кубичный корень, например, он обозначает 

через УС... ), иною формою знака равенства и, наконен, тем, 
что относительно букв, обозначающих у него безразлично рацио- 
нальные и нррацновальные величнны, всегда предполагается, 
что они представляют собию изложительные величины (стр. 104). 
Чтобы избежать отрицательных корней, он прибегает на стр. 5 
к тому же видоизменению уравнезия, как Виета; изображенные 
буквами известные величины он также рассматривает как поло- 

жительные. Поэтому уравнение 4-й степени (без члена 3-й стс- 
пени) с совершен произвольнымы (действительными} коэфи- 
циентами он записываст на стр. 66 в выде: 

+... 5"... 9х... Гоэб, 

где точки обозначают + или —. Лишь Гудде в своем доба- 
влении к „Гсомстрии“ Декарта (1658), содержание которого мы 
будем разбирать ниже, обозначил отдельными буквами р, 4, Г 
коэфициснты вмсстс с их знаками м, гакнм образом, дал совер- 
шенно общую алгебранческую трактовку. 

Мы видели выше, что и другне математики пользовались 

символикой, во многих отношениях близкой к декартовой; вн- 
дели, что древние авторы выражали без всякой символики ход 
свовх мыслей, для передачи которого мы должны были прибег- 
нуть к этой символике; видели и увидим в дальмейием, что 
Ферма преодолевает более значительные н более глубокие трул- 
ности, чем Декарт; видели, наконец, что Ферма созлал аналити- 
ческую геомстршо без помощи иных алгебраических средств, 
кроме тех, которые уже имелись к тому времени; все это может 
побудить нас недообценить те успехи, которые поставлены здесь 

во главу всей математической деятельности Декарта. Значение 
этих успехов становится, однако, понятным, еслн мы прнмем вс 

вивманне, как часто мы должны были для изложения идей более 
ранних авторов прибегать к пользованию алгебраической фор- 
мой Декарта; без нее мы вряд ли смогли бы это сделать сколь- 
ко-нибудь сжато и наглядно. Мы смогли воспользоваться этой 
алгебраической формой, с одной стороны, потому, что декартова 
трактовка алгебры благодаря своим преимуществам получила 

ныне широкое распространенне, и знакомство с ней иприобре- 
тастся уже в школе. С другой стороны, она уже сама ис себе 
в большой мере расчистила путь многому, что раньше могло 
быть изложено лишь весьма громоздким образом п было поэтому 
доступно лишь очень способным математикам. 

В связн с этим мы должны обратить внимание на необходи- 
мость не забывать различия между идеями, развитие которых 
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мы излагали, пользуясь представленным у Декарта в своем 
завершенном виде языком алгебры, и между самим этим язы- 
ком. То обстоятельство, что раньше те же мысли могли фикси- 
роваться н без помощи этого языка, нисколько не уменьшает 
нашего удивления перед ним. Благодаря Декарту он позучил 
полное развитие и полное признание, так что теперь преиму- 
ществами его может пользоваться всякий, кто только приобре- 
тет нужные навыки в его употреблении. 

Навыки этн, однако необходимы, а сам Декарт в своей „Гео- 
метрин“ не ставит себе непосредственно задачу развития этих 
навыков. Методы Декарта могут быть усвоены, в сущности го- 
воря, только при изучении того, как он их применяет. Его по- 
яснения являются скорее ориентирующими замечаниями, чем 
подробными пояснениями. Многнх выкладок Декарт совсем не 
выполняет, он просто предлагает читателю самому проделать 

их. Декарт говорит, что понимание некоторых частей своей 
„Геометрии“ он даже намеренно затруднил с целью показать 
тому, кто решил бы, что он и сам мог бы достичь тех же ре- 
зультатов, что не так-то просто можно нх получить. 

Если, несмотря на это, методы Декарта вошли в общее упо- 

„Геометрни“, которое, правда, не было издано, но все же стало 
достаточно широко известно, так как тотчас же по выходе в 
свет „Геометрии“ (1637) было переслано Мерсенну. В этом „Вве- 
дении“ содержатся подробные правила буквенного исчисления, 
основанные на применении развитой Декартом символики; сво- 
бода в обращении с ними являлась необходимым условием воз- 

можности применять символику к выкладкам и вообще полу- 
чать с помощью ее надежные математические выводы. Правила 
относительно составления уравнений также изложены здесь 
полнее, чем в „Геометрии“. Полнее разъяснена здесь и декар- 
това алгебраическая геометрня („аналитическая геометрия“). Ал- 
гебраические методы применены затем к некоторым тригономе- 
трическим и геометрическим задачам, в том числе к рассматри- 
вавшейся впоследствии Ферма (стр. 186) задаче о нахождении 
шара, касающегося четырех других шаров. 

То, что сообщает применению координату Декарта совершен- 
но иной характер по сравнению с применением них у древних 
или даже у Ферма — это, главным образом, новое арифметиче- 
ское основание алгебры и значительное развитие техники алге- 

браических выкладок. Геометрические операции в гораздо бо0- 

лее полной мере становятся объектом исчисления. Декарт, 
однако, не устанавливает в своей „Геометрии“ общих правил 
для аналитической геометрии. Он показывает их, главным обра- 
зом, на решении задач, и это делает особенно ясным превоскод- 

«ство новых методов над прежними. Но как ни велико это пре- 
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восходство, Декарт все же переоценивает его, когда на стр. 7—9 
дает пренебрежительный и совершенно поверхностный отзыв о 
работах древних, на которые он сам опирается в стольких во- 
просах и которые содержат результаты, которые он сам стре- 
мился получить новыми методами. К таким результатам для него, 
как и для Ферма, в первую очередь принадлежало то положе- 

ние, что место к трем и четырем прямым (стр. 194) предста- 
вляет собою коническое сечение. Декарт, однако, тотчас же 
применил свою аналитическую геометрию и к нахождению упо- 
минаемых у Паппа мест более чем к 4 прямым („Древние и 
средние века“, стр. 164). Это — геомегрические места точек, 
обладающих тем свойством, что произведенне их расстояний от 
в прямых находится в постоянном отношении к произведеник» 

их расстояний от й илн и —1 других прямых. Декарт находит, 
что такая кривая выражается уравлением /-й степени; ок при- 
нимает при этом на стр. 10—13 одну из прямых за ось абсцисс, 
а расстояния от неё за ординаты. Так как расстояния берутся 
под любым углом к прямым, то координаты в общем являются. 
косоугольными. Для расстояний от остальных прямых можно 
получить с помощью тригонометрии выражения 1-й степеки. 

Декарт ке только устанавливает, что уравнение кривой имеет 
п-ю степень относительно 08. переменных хи у, но на 
стр. 13—14 указывает также, что для места к 24 —1 прямой 
(еслн у обозначает расстояние от одной из п первых прямых) 
степень уравнения относительно х равна лишь й — 1; поэтому, 
например, построение точек „места к 5 прямым“ является 
„плоскостной задачей“ (т. е. задачей, разрешимой с помощью 
циркуля и линейки) „Древние и средние века“, стр. 145) 2. 

Вряд лн можно поставить Декарту в упрек, что он не за- 
метил, что построение точек „места к 6 прямым“ также является 

задачей „плоскостной“, так как эти точки можно получать на 
прямых, проводимых из точки пересечения двух данных пря- 
мых, из которых одна принадлежит к первой, а другая ко вто- 
рой группе *, 

> Примем за ось Х одну из трех прямых первой группы. а уравнения двух дру- 
гих прямых этой группы предстазим в виде: ах оу =. ах-Р Ву + с, 
Произведение расстояний точки (=, у} д» этих трёх прямых пропорционально 
произведению у(а.х-- Ву —— 21} (а-х В, с,); коэфициент. пропорциовальности 
зависит от постоянных 4, $, @ и ОГ везичинь тех углов, под которыми берутся 
расстояния. Произведение расстояний до двух прямнх второй группы пропор- 
ционально произвелению (Ах -- ль у -- из) (1х -- ву из], множители которого 
пред тавляюг левые части уравнений Этих прямых. Искомое геометрическое место. 
имеет уравнение у (их -- и -[ с) (ас ву д (Вх р вву-еп бух + пыу -- 
{- 2), где # — постоянная, зависящая от зёлизины данного отношения, углов, под 
которыми берутся расстояния и постоянных а, 2, с, /. №, и. Очевидно, это ‘ура- 
внение 3-й степени. По отношению к х оно квадратное. 

Прим. ред. 
з Пользуясь теми же обозначениями, что и в прелыдушей сноске, и прини- 

мая за ось у одну из трех прямых второй группы, мы напишем уравнение „места 
к 6 прямым" в виде: 

ху а (ах въу-- су) = Вх (па ту + в) ур пьу + п). 
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Все вышеизложенное составляет содержание первой -из трех 
книг „Геометрии“ Декарта. Вторая посвящена более подробному 
рассмотрек ю кривых, частными видами которых являются най- 
денные геометрические места. Отступая несколько от порядка 
изложения, принятого Декартом, мы передадим вкратце содер- 
жащееся на стр. 21—26 ‘доказательство того, что уравнение 2-й 
степени представляет собою коническое сечевкие и что, следо- 

вательно, места к 3 или 4 прямым, будучи выражаемы уравне- 
ниями 2-Й степени, являются коническими сечениями. Решая 
уравкение относительно у, Декарт получает выражение вида: 

у=ахоч Имя - ах е. 

Здесь у—ах— 8 представляет умноженное на постоянную 
величину расстояние от прямой у==ах - 6, а величины х про- 
порциональны отрезкам, которые ординаты отсекают на этой 
линии (если за начало отсчета принять точку пересечения этой 

прямой с осью у}. Поэтому в новой системе координат, в кото- 
рой за ось абсцисс взята прямая у=ах 6, а направление ор- 
динат оставлено прежним, кривая выразится уравнением вида: 

У=Ахз+ Вх + С; 

последнее же легко сводится к виду, представляющему по Апол- 

яонию коническое сечение, отнесенное к сопряженным диаме- 

трам. Изложение Декарта является более пространным, с одной 
стороны, потому, что он проделывает преобразования, соответ- 
ствующие переносу вачала в центр, с другой — потому, что он 
рассматривает каждый из трех видов конических сечений в от- 
дельности и определяет их параметры, соответствующие сопря- 
женным днаметрам. Декарт добавляет далее (стр. 26—28) к про- 
деланному им анализу синтез. доказывая, что кривые, предста-. 
вляемые уравнениями, выводимыми для каждого из трех видов 
конических сечений, действительно обладают требуемыми свой- 
ствами. Эго доказательство выполняется с помощью тех же 

преобразований, как и анализ, путем которого уравнения кри- 
вых были выведены из этих свойств; только теперь, конечно, 
преобразования ведутся в противоположном направлении. Как 
мы видим, Декарт проводит свой анализ не дальше, чем ферма, 
подобно последнему, он, опираясь фактически на результаты 
Аполлония, основывает свое рассуждение на том, что кониче- 

[го можно переписать так: 
И = ыы уно] = 

Прэводя через начало координат прямую р = и, мы позучаем для определе- 

ния абсциссы х точки ее пересечения с искомым „местом“ квадратное уравнение, 
Прим. ред. 
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ские сечения могут быть отнесены к произвольной паре сопря- 
женных днаметров. 

Докарт совершенно правилько придает большое значение 
обшему обзору всех алгебраических или, как он называет их, 
геометрических кривых и связанной с этим классификации их 
по степени уравнения, служащего для их изображения. Честь. 
введения этой классификации, благодаря которой можно сделать 
предметом исследования не отдельные, а все алгебраические 

кривые, принадлежит Декарту, хотя никоим образом нельзя 
одобрить того, чго на стр. 18 и 20 он объединяет кривые, 
представляемые уравнениями (2и— 1)-Й н 9-й степени, в один 
и-й „род“ (вепге). Склонило его к этому неправильное предпо- 
ложение, что, подобно тому как уравнение 4-й степени с одной 
неизвестной (в качестве которой Декарт рассматривает орди- 
нату) можно свести к уравнению 3-й степени, так же можно 
свести уравнение 6-й степени к уравнению 5-й степены и т. д. 
Ошибкой является также предположение Декарта (стр. 21), что 
всякую кривую его и-го „рода“ можно получить как „место к 

4п прямым“. Если бы это было так, то мы имели бы уже у 
Паппа определение, охватывающее все алгебранческие кривые, 

Так как Декарт не в силах построить общую теорию кривых 
второго и высших родов (третьего ин высшего порядков), то он 
отыскивает, с одной стороны, такие кривые, построение кото- 
рых можно более или менее легко выполнить механически, с 
другой — такне, которые можно рассматризать как простейшие 
образцы кривых данного рода. Обоим этим требованиям удо- 
влетворяет кривая 

м — ау — а*у- 223 = аху, 

Она, с одной стороны, как Декарт показывает на сгр. 36, 
является местом к 5 прямым. из которых 4 параллельны и экви- 
дистантны (х=0, у = — а, у=0, у=а, у=даь а с другой сто- 
роны, она принадлежит к классу кривых, которые можко по- 
строить помощью общего приема, излагаемого „Декартом на 
стр. 18 следующим образом. 

Пусть прямая вращается вокруг неподвижной точки (0, 6). В неиз- 
мекной связи с точкою пересечения этой прямой носи абсцисс пере- 
двигается параллельно оси абсцисснекоторая кривая [/(х', ") = О;где 
будем считать абсциссу х’от точки пересечения вращающейся пря- 
мой с осью абсцисс]. Пусть искомой кривой будет геометрическое 
место точек пересечения вращающейся прямой и движущейся кри- 
вой. Уравнение ее найдем, вставляя в уравнение движущейся кривой 

Вышенаписанное уравнение получается в значение х’ = 

том случае, когда ф=2а и дви тущеюся кривою является пара- 
бола у: =а'а—л’). Обобшекие построенной таким образом кри- 
вой Декарт получает, с одной стороны, применяя косоугольные 
координаты, с другой — давая неподвижным прямым различ- 
ные расстояния другот друга. Способ построения взят, очевидно, 
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из построения конхоиды, для которой движущейся кривою 
является окружность с центром в точке пересечения вращаю- 
щейся прямой и оси абсцисс. Если движущуюся кривую заме- 
нить прямой, то получается гипербола, уравнение которой дается 
Декартом. На стр. 20 Лекарт делает ошибку, которая, ввиду 
того, что образование уравнения кривой указано им правильно, 
могла явиться лишь результатом недостаточно тщательной про- 
верки. Он говорит, что „род“ полученной кривой должен быть 
вообще на единицу выше, чем „род“ движущейся. Ферма, ис- 
правивший в небольшом сочинении ошибии „Геометрии“ Де- 
карта — как действительные, так и приписанные ему по недо- 
разумению, возникшему из трудно.ти понимания слишком сжа- 
того языка Декарта, — показывает на примере, что утвержде- 
ние Декарта является неверным; общего результата он, однако, 
не дает, 

Одной из важнейших частей содержания 2-й книги является 
правило для определения нормалей, а следовательно и каса- 
тельных к алгебраическим кривым. Подробнее мы будем гово- 
рить об этом определении и о связанном с ним у Декарта при- 
менении метода неопределенных козфициентов дальше, в связи 
с другими исследованиями, касающимися бесконечно малых. Де- 
карт применяет свой метод не только к коническим сечениям и 

к только что рассмотренной кривой, но и к кривым, получив- 
шим пазвание дскартовых овалов. Определепие касательных к 
ним представляло для него, как мы увидим, большой интерес с 
точки зрения оптики. 

В коние 2-й книги (стр. 52} Декарт касается еще распро- 
странения своей аналитической :еоъетрии на пространство, в- 
частности, изображений пространствен, ой кривой. Он получает 
его, относя проекции ее нё две взаимно перпендикулярные 
плоскости к координатам в этих плоскостях При этом линия 
пересенения этих плоскостей служит общей осью двух систем 
координат. Наметив, таким образом путь к построению про- 
странственной системы координат, Декарт совершает вслед за 
тем ошибку. Он утверждает, что нормали к двум плоским кри- 
вым, проведенные через проекции точки кривой, являются 
проекциями нормали к пространственной кривой. 

Как и Ферма, Декарт видит в геометрических местах, для 
определения которых он вашел новые пути, в сущности, вспо- 
могательное средство для графического решения уравнений. Это 
и составляет предмет 3-й книги. В качестве подготозительного 
материала Декарт должен предпослать ряд общих предложений 
из теории уравнений. Мы встречаем здесь не оторые преобра- 
зования. которые были знакомы и Виета; но уже на ких мы ви- 
дим, как много д.ло в смысле наглядности декартово усовер- 

шенствование символики. Новым является предложение, извест- 
ное и сейчас под именем „правила знаков. Декарта“. Декарт 

утверждает, что алгебраическое уравнение имеет столько поло- 
жительных корней, сколько мы инеем перемен знака в ряду его 
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коэфициентов, и столько отрицательных корней, сколько в этом 
ряду повторений знака. Доказательства Декарт не дает. Ве- 
роятно, Декарт получил правило, исходя из того, что каждому 

положительному кли отрицательному корню -Е а соответствует 
множитель х- а левой части уравнения. Декарт мог заметить, 
что умножение многочлена на х— а вводит в него новую пере- 
мену знака. Декарт распространяет свое правило и на случай 
мнимых корней, говоря также о числе положительных и отри- 
цательпых мпимых корней и опрсдсляя эти числа так, чтобы 
правило охватывало и действительные и мнимые корни. 

Из остального материала, содержащегося в 3-Й книге, наи- 
больший интерес представляет, во-первых, новое решение урав- 
нений 4-й степени и, во-вторых, исчерпыъающее решение вопро- 
са, в каких случаях задача, сводящаяся к уравнению 3-й и 4-й 
степени, разрешима с помощью линейки и циркуля или, другими 
словами, в каких случаях уравнение 3-Й или 4-й степени разре- 
шимо в квадратных радикалах. 

Пусть уравнение 4-й с:епени приведено к виду: 

я ре ах г =0, 

где мы для удобства предполагаем, что коэфициенты могут быть 
положительны или отрицательны;: Декарт указывает, что левая 

часть можат быть написана в виде произведения двух сомножи- 
телей 2-й степени 

ы 
14 —ух+ ], й 

о 4\ ++) ( 
где у определяется из уравнения 

Ури -ти-р 
это последнее уравнение есть уравнение 3-й степени относи- 
тельно у’. Декарг дает этот результат лишь в готовом синтети- 
ческом зиде; ведущий к нему анализ мы находим в одобренном 
Декартом комментарии Скоутена. Ле-ая часть уравнения 4-й сте- 
„мени отождествляется здесь с произведением 

(фи ам + ух- 9); 

Уравнения, необходимые для определения у, 2 и 9, получаются 
путем приравнивания коэфициентов при одинаковых степенях х. 
Мы видим здесь, тахим об, азом, применение только что упомя- 
нутого метода неопределенных коэфициентов. 

Чго касается до разрешимости с помощью линейки и цирку- 
„ля (или в квадратных радикалах), то Декарт на стр 65 указы- 
вает, что уравнение 3-й степени разрешимо только тогда. когда 
это уравненне приводимо, т. е. когда его мо кно разложить на 
уравнение 1-й степени и уравнение 2-й степени. Если уравнение 
преобразовано таким образом, что коэфициенты его являются 
целыми числами, и притом первый из них ‘равен единице, то оно 
„должно в указанном случае иметь целый корень, который может 
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находиться только среди делителей свободного члена. На стр. 67 
Декарт утверждает, что для того, чтобы было разрешимо с по- 
мощью линейки и циркуля (или в квадратных радикалах; ура- 
виение 4-й степени, должно разрешаться в квадратных радика- 
лах вышеприведенное вспомогательное уравнение, являющееся 
уравнением 3-й степени огиосительно уз. В качестве задачи, ко- 
торая мэжет быть решена таким образом, Дэкарт рассматривает 
на стр. 70 одну из известных античных задач на „вдвижение“ 3, 
а именно, построение прямой, которая проходит через данную 
точку биссектрисы прямого угла и на которой сторонами угла 
отсекается отрезок данной длины. Задача эза, как мы видели, 
привлекала внимание и других математиков нового времени. 

Жирар (стр. 112) нашел ее алгебранческое решение, Гетальди 
решил ее геометрически, а в письмах Гюйгенса имеется третье 
изящное решение, В алгебраической трактовке Декарта задача 
получает особое значение, как прумер прим.нения его общего 
метода к вопросу о разрешимости задачи с помощью линейзи и 
циркуля За неизвестное Декарт приним ет ‘отрезок одной из 
сторон угла, ограниченный проекцией данной точки и точкой пе- 
ресечен я этой стороны с искомой прямой Уравнение получается 
4-й степени, иричем соответствующее вспомогательное уравнение 
3-й степени оказывается разложимым. Декарт замечает, что то 
Е самое пибло бы мЕс10 и в 10м случае, сели бы за иснзнесг- 
ное была принята другая величица. Так м образом способ его 
покоится не только на удачном выборе приема, ведущего к .це- 
ли имезно в этой задаче. Решение, однако, может быть упро- 
щено целесообразным выбором неизвестного, как это показывает 
Ньютон при рассмотрении той же задачи во „Всеобщей арифме- 
тике"”. Действительно, если неизвестное определяет полол.ение 
середины вдвинуто о отрезка, то уравнение получается всего 
лишь 2-й степени. Ныотон пользуется этой задачей как примером 
на следующее правило: для того чтобы получить уравнение воз- 
можи. более низкой степени, надо выбрать за неизвестиое вели- 
чину, которая ие может быть с тем же правом заменена другою. 

В ХХ в. бы7о вполне строго доказано, что решение уравне- 
ний 3-Й и 4 Й степени лействительно невыполиимо в одних квад- 
ратных раликалах (или с помомью линейки и пиркуля), :л ис- 
ключением случаев, указанных Декартом. Декарт, обычно пред- 
лагающий своему читателю самому выполнять в виде упражнения 

доказательства. представляющие прямое применение его метолов, 
видит, что в этом пункте речь илет о вопросе принципиального 
значен 'я, дать ответ на который должен ок сам. Рассуждения 
его, содержащиеся на стр. 79, ‹ видетельствуют о проницательи м 
понимании того, что большую ро‘ь здесь должно играть число 

неотделяемых корней, но доказательствами их назвать нельзя. 

# Термин „Втястекиие“ можно перевести также словом „встатка“, как это, 
например, сделано в перезоде „Истории математики в древности и в средкие века". 

Прим. ред. 

14 Пебтец. История малематини, 
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В задачах о двух ‘средних пропорциональных и о трисекции уг- 
ла, к которым сводится резиение уравненнй Зйи 4-й степени, 

нужно определить — говорит Декарт — двг средние величины или 

две средние точки: этого нельзя сделать при помощи окруж- 
носги, кривизна когорой повсюду олннакова, но можно пре по- 

мощи конических сечений, кривизна когорых „завихит от двух 
разанчных вел.ей“. 

Уравнения ЗЙ и 4-й степени Декарт решает на стр. 72 с по- 
мощью параболы и охружноств, изпример урлвиспис 

с помощью параболы 

и окружности 

крыму» 
Решение кубичного уравнения получается отсюда, если по- 

ложить г = 0. 
Для решения уравнений 5й ибй степенн Декарт пользуется 

на стр. 30 пгресечением окружности с кривою. которая обра- 
зуется изложенным выше способом при помощи вращающ-йся 
прямой н движущейся параллельно самой себе параболы. Урав- 
нение 

08 р — 5 уе =0 
решается с помощыо кривой 

1 у Ра пл ВА ИЕ 0, 2 2Уа 

об образовании которой даются подробные указания, и окруж- 
ности 

где 

Хотя эти приемы решения не могли иметь большого значения 
‚для развития математики, но уже самый факт того. что резуль- 
таты, полученные древними, были вновь получены и обобщены 
при помощи единого метода, — этот ф‘кт дал неоспоримое дока- 
зательство превосходства аналитической геометрин. Декарг де- 
лает еще неко'орые общие и не вполне ясные замечания. каса- 
ющиеся решения уравнений высших степеней тем же методом. 
Ферма понял его замечания как определенные указания на „род“ 
требующихся для этого кривых; в лаком смысле эти указания 
быля бы неправильными. Ферма, разделяющий кривые просто 
по степени их уравнений, показывает, что уравнение 2-й степени 



АНАЛИЗ КОНЕЧНОЙ ВЕЛИЧИНЫ ПОСЛЕ ДЕКАРТА. 211 

может быть решено с помощью двух кривых 2-й степени, 
причем во многих частных случаях можно довольствоваться кри- 

выми низших степеней. В частности, он показывает, что такое 
упрощение имеет место в случае кривых, которые должны слу- 

жить лля опрелеления некоторого количества средних пропор- 

циовальных, т. е. для решения двучленных уравнений. 

13. Анализ конечной величины после Декарта. 

Благодаря „Геометрии“ Декарта алгебра и основанный на ней 
анализ конечной величины достигли той степени развития, до 
которой мы должны были довести наше изложение. В этой кни- 
ге, однако, захвачен несколько более продолжительный период, 
так как исследования, касающнеся бесконечно малых, лишь 

к концу ХУП в достигли вполне соотвегствующего поворотного 
пункта, 

Мы имеем в виду переход от отдельных исследований к ис- 
следозаниям по общим методам — переход, который во многих 
отношениях можно сравнить с переходом индустрии от ремес- 

ленного к фабричному производству. Сделанные ручным спосо- 
бом предметы, заслужившие того, чтобы быть сохраненными 
ва позднейшее времч, и бывшие для этого достаточно прочны- 
ми, являются произведениями отдельных одаренных личностей, 
умевших придать каждой отдельной своей работе отнечаток 
своей практической к художественной индивидуальности. Каждый 
предмет представл»ет собою некоторую самостоятельную цен- 
ность; так как мастер в течение долгого времени был закят од- 
ною единственною работою, не отвлекаясь ничем другим, так 
что он мог сосредоточиться на изыскании наилучших средств 

для выполнения этой работы, то он часто достигал такого совер- 
шенств-, что позднейшие попытки сравняться с ним оставались 
тщетными. Когда мастер брался затем за новую задачу. то он 
пользовался при этом всем тем опытом, который дала ему пред- 
шествующая. Таким образом он постененно овладевал извест- 

ными методами работы; он посвящал в вих своих помощников, 
и методы эти получали все более широкое и более разнообраз- 
ное применение. Ремесленник отнюдь не стремился при этом 
к такому резонтню истодов, при котором даже совершенно нс- 
под! о’овленный человек мог бы выполнить некоторую. часть ра- 
боты и при котором вся работа была бы разделена между мно- 
гими одновременно работающими людьми. Напротив, ремеслен- 
ник боялся конкуренции, отсюда вытекающей 

Но именно благодаря такому развитию методов крупная про- 
мышленность смогла воспользоваться большим количеством ра- 
бочих меньшей квалифи‹ации и занять одних из них лишь в 
одной, других лишь в другой части той или иной работы. Бла- 
голиря этому разделению труда она смогла наладить массовое 
про'зволетво однородных и весьма целесообразных, но часто 
нё представляющих особого интер“са предметов. Ей удалось 
использовать одни ите же рабочие руки для изготовления самых 

14* 
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разнообразных предметов и создать новые орудия производства, 
при помощи которых можно было преодолеть трудности, казав- 
шиеся ранее неразрешимыми. В целях сравнения, которое мы 
имеем здесь в виду, упомянем еще о том, что промышленник, 

желающий в вастоящее время создать в той или иной области 
что-нибудь осо .енно выдающееся по качеству или стремящийся 
руководствоваться в разоте идеями, отличными от общеприня- 
тых теперь, ве может игнорировать сделанного теми масте- 
рамк-оливочками, которые в свое время работали в той же 
облас:и. 

Когда математик наших дней слышит о том, что уже в древ- 
ности или в рассмотренный нами период нового времени было 

известно какое-нибудь предложение, которое чеперь смогло бы 
появиться лишь как результат более новых методов и к кото- 
рому, быть может, вряд ли пришел бы даже человек, знакомый 
с этими методами, то для него является естественным, соответ- 
ственно тому способу, каким он сам привык получать новые ре- 
зультаты, подумать сначала, что то время облапало совершенно 
иными методами. Если он углубится затем в исследование, при 
ведшее к данному результату, то ему легче всего будет понять 
ход мыслей автора, сопоставляя его с обычными для него самого 
способами рассуждения, т. е. в большинстве случаев переводя 
его на современн 1й алгебраический язык и заменяя логические 
построения буквезным исчисченнем. Он сможет таким образом 
добраться ло ословной идеи, и нередко оказывается, что эта 
идея совпадает с той, которую он сам положил бы в основу 
рассуждений, если бы он работал собственными свонми метода- 
ми. Это обстоятельство является пр стым следствием того, что 

логические завнсимостн обладают чисто объективною значимость, 
независимой от различных форм, в каких они возникают в нашем 
сознании. Он заметит, однако, что к этой основной идее, кото- 
рую он сам может выразить в нескольких строках, старый автор 
идет по извилистом- окольному пути. Эти окольные пуги в боль- 
шинстве случаев состоят в том, что старым авторам приходится 
в каждом отдельном случае развивать все то, чему современный 

математик научился раз навсегда, чтобы применять это во всех 
подобных случаях. Но если бы требовалось, как это и имело 
место в прежнее время, решить определенную отдельную зада- 

чу, не укладывающуюся в рамки существующих методов, то, на- 
оборот, современный математ; к, прак'икующийся в общих мето- 
дах, находящих в отдельном случае лишь весьма частное примене- 

ние, должен был бы совершить значительно больший окольный 
путь, чем древчий автор, который рассматривает только то, что 

имет непосредственное значение для данного вопроса. Окаль- 

ные же пути, проделанные древним автором, идут обыкновенно 
вокруг самого рассматриваемого вопроса и спасобствуют такому 
глубокому пониманию его, которое совершенно ускользает от 
человека, прямо прибегающего к методам, одинаково пригодным 
как к данному вопросу, так и к другим. Понятно поэтому, что 
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з древнее время часто открывали такие стороны рассматривае- 
мого предмета, которые, правда, легко доказываются новейшими 
методами, но которые теперь просто вряд ли были бы замечены. 
Неудивительно также, что новые результаты были найдены 
и доказаны в большинстве случаев теми же по существу путями, 
к которым приводят и современные методы, как бы ни была 
при этом разлачна форма изложения. Понятно, наконец, что 
крупные успехи прежиего орсмсии объясняются также и тсм, что 
они найдены выдающимися учеными, которые, несомненно, и в 
настоящее время нашли бы средства разрешать вопросы, для 
ответа на которые еще и теперь нет готовых методов. 

Такие люди приобретают опыт в деле выбора именно того 
пути, который ведет к успешному решению, и могут переносить 
метод, использовавный уже прежде, из одной задачи в другую и 

даже из одной области в другую, совершенно отличную от пер- 
вой, валример из геометрии в теорию чисел. Ови имеют в сво- 
ем распоряжении также опыт, накопленный при рассмотрении 
других вопросов их предшественниками. Методы, частное при- 
менение которых мы, владея ими, можем усмотреть уже у ма- 

тематиков глубокой древности, все яснее осознатотся учеными и, 
наконец, получают свое самостоятельное оформление; метод 
усваивается раз навсегда, и при достаточном упражнении он 
дает такие механические навыки, которые позволяют непосред- 
ственно решать большое количество задач, требовавших раньше 
каждая особого подхода. 

К моменту, до которого мы дошли теперь в нашем обзоре, 
в таком положепии оказалось буквенное исчисление, применя- 
емое почти так же механически, как и числовые выкладки, и со 
времени Декарта охватывающее все опсрации математики конеч- 
пых величин. Операции геометрической алгебры были превра- 
щены во „Введении“ к „Геометрии“ Декарта в задачи на вычис- 
ление, и то же произошло со связывавшимея ранее с геометри- 
ческой алгеброй применением координат. Последнее получило 
длагодаря этому более систематический характер, и одновремев- 
00 с геометрией вся математика, имевшая до тех пор в геомет- 
рии свою прочную основу, оказалась тесно связанной с исчисле- 
нием, основанным на символике. Математика бесконечно малых- 
величин достигла такого же состояния в конце столетия благо- 
даря созданию диференуиального и интегрального исчислений, после 
предшествующего развития, которое, как читатель увидит в 3-й 
части нашей книги, дает много поводов для сравнения с высо- 
кокачественным кустарным производством. В еше более раннее 
время перелом подобного же рода совершился тогда, когда 
благодаря введению индусской нумерации производство число- 
вых выкладок получило такое развитие, что для каждого стало 

возможным выполнять их механически. Перелом этот, как из- 
вестно, в разных местах произошел в очень разное время. 

С появлением общего метода, который можно применять 
механически, вся математическая работа или, по крайней мере, 
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часть ее, охватывасмая этнм методом, вступает в новую стадию. 
Прежде всего, благодаря этому возрастает общекультурное зна- 
чение математики. Отныне она становится вполне доступной для 
широкого круга людей, нуждающихся в ее помощи, но не обла- 
дающих осо ‘ымя математическими дарованнями. Для развития 

самой млтематики этб большее распространение ее имеет то зна- 
чение, что расширонный круг лиц, занимающихся ею, необхо- 
димо включает в себя ряд таких, математические дарования ко- 

торых при иных условиях никогда не были бы вычвлены;, сверх 

того, растущее число применений все время выдвигает перед 
самои математикои новые проолемы существенного’ значения, 
Далее, многое во внутреннем развитии математики происходит 
почти само собою: действительно, общий метод дазт возмож- 
ность совершенствовать технический аппарат данной дисциплины 
и находить нозые результаты, которые, в виде легко остающихся 
в памяти формул, дают исходкые пункты для новых механических 
операций; благодаря существованию общего метода получают 
разрешение и те вопросы, которые сами собой возникают но 
мере продвижения начатых исследований. Но как ни значитель- 
ны могут быть результаты таких исследований, они, конечно, 

` не представляют такого интереса, как те, которые требуют со- 
вершенно новых соображений и не могут быть проведены при 
помощи готового метода, Готовые методы могут, однако, ока- 
зать самую разнообразную помощь и в этих новых исследова- 
ниях, даже не будучи непосредственно предназначены для них. 
Так, мы увидим в следующей главе, как сильно способствовали 
только что созданная алгебра, связанное с нею буквенное исчис- 
ление и аналитическая геомстрия развитню метолов математики 

бесконечного. С другой стороны, различные успехи самой ал- 
гебры, как, например, учение о равных корнях и © разделенин 
корн:й уравне ия, тесно связаны с инфиннтезимальными иссле- 
дованиями, в силу чего они и нашли место лишь в следующей 
части нашей книги. 

Это обстоятельство, а также и то, что вопросы анализа бес- 
конечно малых представляют сейчас для математиков наиболь- 
ший интерес, дает нам право ограничиться здесь лишь отдель- 
нымн замечаниями, относящимися к истории анализа конечных 

величин во второй половине ХУ в 
Прежде всего скажем несколько слов по поводу принци- 

пиального вопроса об основании алгебры. Как было упомянуто 
в предыдущей главе, Декарт упрочил значение алгебры тем, что 
операции, изображаемые с помощью символики, являются у него 
общими операциями, находившими до тех пор свое точное вы- 
ражеине в античном учении о пропорциях. Так как это послед- 
нее было тесно связано с геометрическим изображением величин, 
то Декартом был сделан, таким образом, заем у геометрии. По 
существу, однако, принципы учения о пропорциях, содержащиеся 
в 5-й книге Евклида, не являются геометрическими, так что не- 
трудно было бы расплатиться по этому займу. Об этом, однако, 
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никто не думлл. Общее внимание было заняго задачей распро- 
стринения господства алгебры на все обласги математики, что 
стало возможно после Декарга и для че. о алгебра получала все 
лучшие и лучшие технические средства: о ло’ическом же 060- 
сновании этого господства вплоть до Х/Х в. заботились очень 
мало. 

Такое более практическое направление выступает особенно 
сильно в сочинении Валлися с характерным заглязием: „Всеобщая 
математика или полный курс арифметики“ („® а(Нез!з ит уегзабз 
эуе атенсит ориз ебтит“). Алгебра является здесь про- 
стым и выполняемым без доказательств распространением вычи- 
слительных операций, применявшихся раньше к целым числам, 
на всевозможные величины, Валлис не скрывает этой чисто пра- 
ктической тенденции, которую он проводит как здесь, таки в 
области исчисления бесконечно малых. Он полчерк вает разли- 
чие между арифметикой (и геометрией) „спекулятивной“ (т. е. 
теоретической) и арифметикой (и геометрией} практической [агИй- 
тейса (её веотеёча)} зресшаНуа и агинтейса ‹е1 сеотейа) рга- 
сНса]. О первой он отзывается почтительно, но холодно: более 
важным для него является распропагандировать пользу и преи- 
мущества „практической арифметики“ и „практической геоме- 
трии“; первую он называет наукой о том, как хорошо вычислять 
(эсепна Бепе питегапа!), вторую — наукой о том, как хорошо 
измерять (з4епба Бепе тезигап@й). 

Что касается до основанной на арифметике алгебры, то ее 
преимущества состоят в большой легкости, с которою выпол- 
няются все операции. Валлис демонстрирует это особенно ясно, 
разбирая содержание 92-Й книги Евклида. образующей основу 
геометрической алгебры, и 5-й книги, дающей обоснование свя- 
занному с геометрией учению о пропорциях. Преимущества 
арифметического построения алгебры достаются ему, конечно, 
за недорогую цену, так как он совершенно не заботится о логи- 
ческой строгости, заставлявшей древних изображать величины, 
могущие принимать любые значения, геометрически, как во 2-й 
книге Евклида, и развивать такое учение © пропорциях, какое 
дано в 5-й книге. Для него отношение совершенно тождественно 
< частным от деления двух однородных величин; он оперирует 
с ним как с дробью. 

В своей большой алгебре, появившейся в 1685 г. на англий- 
ском языке и в 1693 г. на латинском, Валлис уделяет несколько 
больше внимания обоснованию евклидова учения о пропорциях, 
но и здесь он сгоит на той же практически-арифметической точке 
зрения, как в упомячутом выше сочинении. Квига эта чрезвы- 
чайно содержательна и дает сведения обо всем, что появилось 
к тому времени в области алгебры. Однако. имеющиеся” в ней 
исторические указания относительно того, кому принадлежат те 
или иные результаты, лишены объективности — Валлис проявляет 
совершенно недопустимое пристрастие в отношении к своим 
соотечественникам. 
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Практическая арифметика, так же хак основанная на ней 

алгебра, смогла благодаря своей легкости войти в школьное 
пренодавание, в котором она и до настоящего времени занимает 
слое естесгвенное место; наряду с этим мы наблюдаем странное 
явление, что одновременно с этим сохраняет свои унаследован- 
ные от греков права „спекулятнвная геометрия“. Особенно ясно 
прозвляется это в том, что при доказательствах пропорциональ- 
ности геометрических фигур всякий раз особо рассматривается 
случай неспизмеримости, и к нему применяется метод исчерпы- 
вания, между тем как в арифметике учение о пропорциях 
строится исключительно на операциях с соизмеримыми чи- 
слами 

Принимаемая в первом случае мера предосторожности оказы- 
вается, олкако, совершенно напрасной, так как в конце концов 
для преобразований отношений между геометрическими величи- 
нами применяются предложения. доказанные арифиетически. Осо- 
бенно ясна станет здесь сила исторической традиции, если мы 
вспомним, что такое взаимоотношение арифметического и геоме- 
трического доказательств сохраняется в элементарном препода- 
вании в то время, как в научной области арифметическое 0б0- 
снование анализа уже давно достигло такого развития, что ана- 
лиз во многих отношениях обладает строгостью, гораздо боль- 
шей. чем геометрия. Что касается до отношений и пропорци 
то относительно них и вообще должно было бы возникнуть со- 
мнение, не должна ли эта форма сопоставления величин полностью 
уступить место алгебраическим операциям, и притом не только 
в элементарной области, где они представляют не что иное, как 
результаты истолкованных арифметически операций, но и в науч- 
ной, где современное понятие числа охватывает все то, чего 
хотели достичь древние путем применения пропорций. 

В одной важной области, в тригонометрии, указанная ре- 
форма была выполнена уже Валлесом; до него все тригономе- 
трическне формулы изображались в виде пропорций, при этом 
преобразовачия выполнялись не при помощи обычного исчисле- 
ния, а по особым правилам, установленным специально для про- 
порций. Соотечественник Валлиса Вильям Аутрид (\УИИат 
Опзпыей) применял уже в своей геометрии более последова- 
тельно, чем это имело место раньше, сокращенные обозначения 
для тригонометрических величин, как, например, $ агс для синуса 
и т. д., а также ввел, вместо прежних многословных указаний, 
что величины соответствуют дополнительному углу, такне же 

краткие обозначения (например, соагсдля косинуса и т, л.}. Ему 
же принадлежит употреблявшийся дол! ое время после него знак : 
для обозначения „равенства двух отношений, составляющих про- 
порцию. Так как он не применял здесь обычного знака равен- 
ства, то он до некоторой степени удалялся от указанной ре- 
формы. Валлис не только применил более простые обозначения 
для шести тригонометрических величин {5, У, Т, 1, $, °), но и 
обращался с содержащими их пропорциями как с равенствами, 



АНАЛНЯ КОНЕЧНОЙ ВЕЛИЧИНЫ ПОСЛЕ ДЕКАРТА 217 

и оперировал с этими величинами, как и с другими величинами, 
выраженными символиче. ки. 

Хотя Валлис интересовался практической геометрией, пови- 
димому, больше, чем „спекулятивной“, но он внес кое-что и в 
последнюю. Он занимался даже постулатами Евклида, особенно 
5-м (или так называемой 11-й аксиомой). Этим вопросам посвя- 
щены несколько его лекций об Евклиде, читанных им в Окс- 
форлском университете. Относительно 5-го постулата он сперва 
сообщает некоторые соображения, высказанные Наср-Эддином 
{Стр. 114}; затем говорит, что вместо этого постулата можно бы- 
ло бы постулировать существование пожобных треугольников, 
выставив следующее положение: имея любой треугольник, можно 
постронть подобный ему треугольник в любом масштабе. В дей. 
ствительности, требование это значительно шнре, чем необходимо. 
Саккери (Засспен) в своем вышедшем в 1733 г. сочинении пока- 
зал, что достаточно постулировать существование одной един- 
ственной пары треугольников, которые, не будучи конгрузнтны, 
имеют равные углы. Валлис определенно отмечает, что он вполне 
понимает стремление Евклида возможно уменьшить количество 
недоказанных положений. Сам он сообразно своему практиче- 
скому направлению предпочитает, однако, постулировать все то, 
чего никто не станет оспаривать; он пахолит по сушеству неле- 

пым, что Евклид, вместо того, чтобы просто постулировать, что 
сторона треугольника меньше суммы двух других сторон, при- 
ходит к доказательству этого при помощи ряда других предло- 
жений. 

Как мы видели, в алгебре главное внимание обращали вна- 
чале на непосредственное применение ее богатых технических 
средств, не зависящих от геометрических соображений; никого 
не смущало то обстоятельство, что логическое обоснование ее 
было заимствовано Декартом из геометрического учения о про- 
порциях, и никто не заботился о том, чтобы заменить это обо- 
снование арифметическим; так же обстояло дело, как мы будем 
еще говорить об этом, в ХУШ в. с исчислением, бесконечно ма- 
лых. Здесь мы хотим упомянуть, что н в области аналитической 
геометрии вначале больше думали о применениях ее к доказа- 
тельству и отыскиванию отдельных предложений, нежели о том, 
зтобы обеспечить самому методу более самостоятельное поло- 
жение по отиошению к геометрии, чем то, которое мы находим 
еще у Ферма и Декарта в их исследованиях кривых, выражен- 
ных уравнениями 2-й степени. Мы увидим, как полезна оказа- 
лась аналитическая геометрия для развития исчисления беско- 
нечно малых. Мы имеем здесь в виду не самое употребление 
координат, которые в этой области, где, например, интегралы 

представлялись как площади, применялись задолго до зарожде- 
ния настоящей аналитической геометрии; важно знать то, что 
благодаря применению в связи с координатами современной ал- 
гебры (вместо прежней геометрической) удалось достигнуть 
больших практических упрощений. Благодаря этой реформе 
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алгебры стало также возможным, не прибегая к систематическому 

построению теорин конических сечений, доказывать отдельные 
предложения © конических сечениях, в частности те, которые 

содержались в первых двух книгах Аполлония. Это было тем 
легче, что для этого не требовалось никаких других координат, 
кроме имеющихся уже у самого Аполлоних; таким образом 
можно было непосредственно воспользоваться практически преи- 
муществами новой алгебры, которые сказались с особенной си- 
лой тогда, когда отпала необходимость углубляться в геометри- 

ческие формы старой алгебры. 
Прамеры такого применения алгебры в связи с употребле- 

нием координат мы находим у Валлиса в сочинении „Грактат по 
теории конических сечений, изложенной новым метолом" (,Тга- 
сашз Че зесНопфиз сов поуа шеШо4о ехроз$“, 1655}, 
в котором он доказывает, главным образом, те предложения 0 
конических сечениях, которые нужны ему в его „Арифметике 
бесконечно малых“. В геометрическом отношении это сочинение 
столь же тесно примыкает к Аполлонию, как и к Декарту. 
Часть доказанных здесь предложений устанавливает, что коии- 
ческое сечение, заданное первоначально соотношениями, отне- 

сенными к озной паре сопряженных диаметров, имеет бесконеч- 
ное количество пар сопряженных диаметров, к которым оно мо- 
жст быть отнессно с помощью тсх же соотношений. Однако до- 
казательства того, что среди сопряженных диаметров всегда 
имеется пара взаимно перпендикулярных, у Валлиса нет. Другая 
часть доказанных предложений имеет связанное с этой трактов- 
кой определение касательных. Все эти предложения имеются 
уже в 1-й книге Аполлония, мало того — Валлис следует Аполло- 
нию и в доказательствах, так же как у последнего основанных 
на рассмотрении подобных треугольников. Как и Аполлоний, 
Валлис доказывает правильность выполняемых построений каса- 
тельных, основываясь на том, что ординаты построенной прямой 
по обе стороны точки касания бо-ьше, чем соответствующие 
ординаты кривой (Цейтен, „Древние и стедние века“, стр. 142). 
Различие в трактовке состоят в том, что Валлис вводит для 0б0- 
значения различных отрезков и, прежде всего, координат отдель- 
ные буквы, и благоларя этому произволнмые преобразования 
выражаются помощью алгебраитеских операций. Валлис демон- 
стрирует достигаемую таким путем большую легкость и нагляд- 
ность трактовки, применяя тот же прием к другой кривой —к 
кубической параболе а*у = л3. Ок доказывает, что эта кривая, в 
противоположность параболе 2-го пор»дка, не имеет других диа- 
метров, к которым она могла бы быть отнесена помощью урав- 
нения того же вида; кроме того, он решает для этой кривой за- 
дачу о нахождении касательных. На чертеже его сказывается 
свойственный его времени недостаток внимания к знакам: части 
кривой ло обе стороны от вершины изображены так, как у обы- 
кновенной параболы, без узета того обстоятельства, что ‘у в урав- 
нении меняет знак вместе с х. Отметим еще, что в рассмятри- 
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ваемом сочинении впервые появляется употребительный теперь 
знак бесконечности (с°}. 

Сочинение Валлиса имело значение в том отношении, что 
оно показало, как легко с помощью получавшего все большее 

распространение буквекного исчисления сделать доступными 
даже вопросы, разбиравшиеся у трудного для понимания Апол- 
лония. С точки зрения систематичности изложения гораздо боль- 
шее значение имели „Элементы теории кривых линий“ (НМемеша 
|{пеагитй сигуагит) Жана де.Витт. Сочинение это. было помещено 
в качестве одного из дополнений к „Геометрии“ Декарта в ла- 
тинском скоутеиовском издании ее (1659). Оно имело целью 
усовершенствовать исследование кривых 2 го порядка, содержа- 
щееся в „Геометрии“ Декарта и ведущее к тому результату. что 
эти кривые представляют собою конические сечения. Вспомним 
{стр. 205), что этот результат получен у Декарта, так же как у 
Ферма, тем путем, что кривая относится к такой (вообще говоря, 
косоугольной) системе координат, в которой квадрат ординаты 
оказывается пропорционален  прямоугольнику, построенному на 
отрезках, на которые ордината делит диаметр, выбранный га ось 
абсцисс. То, что в этом случае кривая представляет собою эл- 
липс, гиперболу или в пограничном случае параболу, было из- 
вестно по’ сочинению Аполлония, на которого Декарт и делает 
ссылку. Итак, только из сочинения Аполлония было известно, 

что кривые, обладающие этим свойством по отношению к неко- 
торой системе параллельных координат, не отличаются от тех, 
которые обладают тем же свойством по отношению к прямо- 
угольной системе координат, или, иначе говоря, что они всегда 
имеют две оси, Даже у Аполлония благодаря своеобразию по- 
строения его первой книги, общий план которой Декарт, по соб- 
ственному его признанию, лишь с трудом уяснял себе, этот ре- 
зультат выступает не особенно рельефно. Главная задача, кото- 
рая решается в этой книге при помощи ряда исследований, 

имеющих и большое самостоятельное значение („Древние и сред- 
ние века“, стр. 138 и след.), является еще более широкой; она 
состоит в доказательстве того, что рассматриваемые авто! ом 
произвольные плоские сечекия у любого конуса, имеющего 
основанием круг, прелставляют собою те же кривые, что и 
плоские сечения конуса вращения. 

Мы видели, разбирая проектизную геометрию ХУН в., что 
последняя также занималась определением осей конического се- 
чения; но, во-первых, исследования Дезарга и Паскаля не поль- 

зовались широкой известностью, а работы де-ла-Гнра относятся 
лишь к самому концу столетия; во вторых же, от результатов, 
полученных этими учеными, нужно было бы пролелать к анали- 
тико-геометрическому рассмотрению еще более длинный путь, 
чем тот, который подсказызался изучением Аполлония, 

Таким образом перед Виттом стояла задача дать непосред- 
ственное доказательство того предложения, которое Декарт взял 
как готовый результат у Аполлония. 
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Юная аналитическая геометрия была, однако, еще недоста- 
точно развита, чтобы с.мостоятельно взяться за преобразование, 
подобное тому, посредством которого мы находим теперь оси 

кривой 2-го порядка и относим к ним кривые. Витту пришлось 
поэтому в первой его книге решить ту же задачу чисто геоме- 
трически. Он трактует ее таким образом и в таких формах, как 
это мог бы сделать уже Аполлоний. Однако так как он ставиг 
задачу иначе, он не может базироваться на Аполлонии; ‘он само- 
стоятельно развивает н.вые геометрические соображения, а бла- 
годаря этому его решение, несмотря на чисто формально сход- 
ство, в геометрическом отношении оказывается гораздо более 
независимым от аполлониева, чем алгебраические исследования 

Валлиса. 
Что касается до гиперболы, то Витт пользуется ее асимпто- 

тами, углы между которыми делятся осями пополам, и опреде- 
ление осей не представляет особых трудностей При рассмотре- 
НИИ параболы и эллипса он исходит нз нового определения 

этих кривых как геометрических мест. Так, он определяет пара- 
болу прежде всего как геометрическое место точек пересечения 
одной из сторон врашающегося около своей вершины угла и 
прямой данного направления, проходящей через точку пересе- 
чения другой ‘стороны угла с некоторой веподвижной прямой. 
Отсюда Витт выводит лиаметральные свойства параболы н пока- 
зывает, что существует бесконечко большое количество взаимно: 
параллельных диаметров, имеющих каждый свою систему хорл. 
Витт определяет касательные и пользуется ими при решении 
главной задачи — нахождения диаметра, образующего с своей. 
системой хорд данный угол. Ёели этот угол прямой, то мы по- 
лучаем оси, Витт определенно подчеркивает это; также и в даль- 
нейшем нахождение осей гиперболы н эллипса отчетливо высту- 
пает как важный результат проведенного в 1-й книге геометри- 
ческого исследования этих кривых. 

Таким сбразом Витт в своей 1-Й книге самостоятельно, хотя 
и чисто геометрическим путем, получает то, что Декарт заим- 
ствовал от Аполлония. Он может после этого во 2 й книге, по- 
добно Декарту, ограничиться преобразованием уравнения любой 
кривой 2-го порядка и отнести ее к паре сопряженных диаме- 
тров. Хотя эти последние вообще не образуют прямого угла, но. 
Витт знает из своей первой книги, что всегда имеется пара 
взаимно перпендикулярных лиаметров н что, следовательно, 
кривая есть эллипс, гипербола или парабола. Прием, употреб- 
ленный им в этой книге, тот же, что у Декарта и Ферма; но у 
Витта подробнее рассматривается, как преобразуются различные 
формы первоначально данного уравнения и к каким кривым они 
ведут. В качестве приложения доказывается затем методом ана- 

литической геометрии, что кривая, точки которой равноудалены 
от данной точки и данной прямой, есть парабола, а кривая, 
расстояния точек которой от двух данных точек имеют опреде- 
ленную сумму ини разность, есть соответственно эллипс нли 
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гипербола. В связи с этимн определениями, имеющимися уже у 
Ферма, даны геометрические доказательства предложений об 
углах между касательными и радиусами-векторами. › 

Чисто геометрический характер 1-й книги Витта показы вает, 
(и это вполне естественно}, что аналитическая геометрия, несмотря 
на сразу выявившиеся преимущества ее, не могла еще собствён- 
ными средствами достичь всего того, что давали старые методы. 

Прошло еще сравнительно много времени до тех пор. пока ана- 
литическая геометрия смогла дать в рассматривавшихся раньше 

областях и, в частности, в учении 0 конических сечениях, го10- 

вые результаты в такой полноте, какую мы находим у Аполлония. 
Неудивительно поэтому, что Ныотон, несмотря на свое восхи- 
щение перед Декартом, на „Геометрию“ которого он в одном 
из писем обращает внимание читателей своих „Начал“, при вы- 
воде ксплеровых законов из предложений механики прибегает 
к предложениям Аполлония. 

Геометрические предложения, применяемые Ныотоном, взяты 
из сравнительно более известной !-Й книги Аполлония; однако 
В одной из глав „Начал“, имеющей чисто геометрическое содер- 
жание, Ныотон обнаруживает редкое как для его, так и для 
нашего времени понимание тогс круга идей, который лежит 
в основе весьма общих предложений 3-й книги Аполлония. Про- 
ективная геометрия, как мы могли усмотреть из предложения 

Паскаля (стр. 185), дала, пр.вда, предложениям еще более общую 
форму; но для этого были применены методы, чуждые Апол- 
лонию. 

В руках Ферма и Декарта аналитическая геометрия была 
удобным средством для определения „мест к трем или четырем 

прямым“. Ныюотон применяет при нахождении этих мест методы 
и предложения 3-й книги Аполлония, которая, по указанию самого 

Аполлония, должна была служить для определення как этих, 

так и других подобных геометрических мест. В частности, Нью- 
тон пользуется предложением, которое мы назвали „предложе- 
нием о степени точки“ и которое у Аполлония занимает цен 
тральное положение („Древние исредние века," стр. 143). В свое 
геометрической работе, о которой мы будем ниже говорить 
особо. Ньюгон распространил это предложение на кривые 3-го 
порядка, и притом таким способом, который с тем же успехом 
может быть применен к кривым высшего порядка. Общее пред- 
ло кение получило позтому виоследствии название „пре ложения 
Ныюотова“; это название нередко применяется и к игравшему 
в древности такую большую роль предложению о конических 
сечениях. 

Исследования Ньютона имеют связь и с той группой пред- 
ложений 3-й книги Аполлония, в которой рассматриваются свой- 
ства касательных к коническим сечениям, независимые от точек 
касания, и следовательно, конические сечения рассматриваются 
фактически как огибающие („Древние и средние века“, стр. 144). 
Ныотон идет в этом пункте значительно дальше, чем это сделал 
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Аполлоний в каком-либо из его дошедших до нас сочинений: 

средн применений предложений Аполлония мы находим у него 
докязатезьство Слелующего предложения: коническое сеч'ние 

является огибающей системы прямых, отсекающих на двух бы х 
касательных, считая от двух заданных па этих касательных точек, 
отрезки, произвеление которых ностонн! о. Это предложение есть 

не что иное, как основное предложение о получении конинеского 
сечения с помощью прямых, соединяющих соответственные точки 
двух прэенктивных рядов точен; только здесь, как и при 
прежнем определении кривых как геометрических мест (стр. 187}, 
связь между этьми рядами устанавливается лишь отдельным 

частным способом, без введения общего понятия о проек- 
тивности, 

Сверх того, Ныютон применяет свои предложения к постро- 
ению конических сечений, подйнующихся данным условиям, 
в частности, проходящих через данные гочки нли касающихся 

данн.х прямых. Если не говорить об утерянном сочинении Пас- 
каля (стр. 186), то Ньютон здесь впервые решил все адачи, осно- 

ванные на комбинации этих двух условий. Наряду с этим он 
рассматривает и отдель’ ые другие условия, например то, что 
коничесхое сечение должно быть подобно или конгрузнтно дру- 
гому, ити что фокус должен находиться в давной точке. Благо- 
ларя ввелению этого послелнего условия его залачи об ипре- 

делении конических сечений превращаются в задачи об опре- 
делении планетных орбит и получают, таким образом, с. язь 
© оснозным содержанием „Начал“. В этой связи Ныотов их и 
дает. Надо думать, что Ныютон занимался решением этих вепро- 

сов из чисто геометрического интереса, и в „Началах“ привел 
лишь ранее найленные им результаты; трузно предноложить, 
чтобы при быстроте, с которой писались „Начала“, он располагал 
временем для столь обсгоятельных побочных геометрических 
исследовани 

Геометрическая глава „Начал“, как было упомянуто, нахолится 
в теснейшей связи с 3-Й книгой Аполлония: ни нналитической 
геометрией, ни центральной проекцией Ньютон в ней ни в какой 
мере не пользуется. Оба эти новых срелства он применяет в своей 
работе „Перечисление линий третьего порядка” („Епитегацо Ппе- 
агит {е[{И ог@т!5“), опубликованной в 1704 г. в виде добавления 
к его оптике, Главным образом он пользуется аналитической 

геометрией, применяемой им здесь в т..й области, где ее пре- 

имущества выступают особенно ясно. Даже те предложения, 
которые он приводил здесь без доказательства. таковы, что их 

легче всего получить. пользуясь параллельными координатами и 

применяя предложения об „лгебраических уравнениях. Это отно- 
сится, например, к упомянутому уже расширенному предложению 
с степени точки и к определению прямолннейных диаметров 
кривой как гесметрич.ских мест точек ряда параллельных прямых, 
расстояния которых от точек пересечения прямых с кривою имеют 

алгебраическую сумму, равную нулю. Что касается до централь- 
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ной проекции, то мы находим ее применение там, где Ньютон 
дает имеющий важное значение ‹бщий обзор. 

Пре перечислении различных видов кривых 3-го порядка, что 
и составляет главны? прелмет сочинения, Ньыюхон исходит из 
рассмотрения бесконечных ветвей. Каждая кр, вая нечетного 
порядка имеет их по меньшей мере две ‘проходящих, по совре- 
менному пониманию, через одну и ту же бесконечно удаленную: 
точку}. Если это ветви гиперболическо: а тина, то обычно можно 
бывает, припимая асииптоту за ось ординат и выбирая над- 
лежащим образом озь абсцисс, привести уравнение к следующему 
виду: 

ху? + еу = ах? + вх? + сх-а. 

Существование других асимптот, кроме оси ординат, зависит 
от знака а. Касательные, параллельные оси ординат, опреде- 
ляются с помощью уравнения 

да в ре ах = 0. 

Мы получаем различные виды, смотря по тому, имеет ли это 
уравнение 0, 2 или 4 действи'ельных корня; случаи равных кор-. 
ней дают промежуточные виды. Подобным же образом разби- 
раются случан, в ноторых параллели к оси ординат пересекаются 
только в одной точке, или в которых асимптота, параллельная 
оси ординат, сама удаляется в бесконечность. Изучение частного 
случая кривых последнего типа, а именно так называемой полу- 
кубической параболы: 

= аж р --ех + 4, 

дает Ньютону возможность наилучшим образом обозреть все 
типы кривых 3-го порядка. Именно, Ныютон замечает, что каж- 
дая кривая 3-го порядка может быть представлена как централь- 
ная проекция, как „тень“ такой кубической параболы. Пять видов, 
которые может иметь послелняя кривая, дают. таким образом, 
все проективно различные виды, вообще возможные для кривой 
3-го порядка. Принадлежность к одному из этих пяти видов 
определяется свойствами трех корней уравнения у? = 0, где уз 
равно вышенаписанному выражению 3-й степени. Возможны сле- 
дующие случаи: 1} уравнение имеет 3 действительных и различ- 
ных корня; кривая состоит тогда из.2 отдельных ветвей; 2) урав- 
нение имеет 2 мнимых корня; кривая имеет только одну ветвь; 
при 2 равных корнях кривая имеет либо 3) двойную точку либо 
4) изолированную точку; наконец, 5) уравнение может иметь 
3 равных корня; кривая имеет тогда точку возврата. 

Ньютон указывает еще простые способы построения точек 
конических сечении и кривых 3-го порядка с двойной точкой; 
эти его указания не имеют, однако, проективного характера. 

Могло бы казаться, что с содержанием вышеупомянутых 
геометрических глав „Начал“, в которых конические сечения 
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определяются по данным точкам, связано одно замечание Нью- 
тока о приближенных квадратурах, содержнщееся во втором 
пнсьме к Лейбницу (стр. 65). Он говорит, что квадратуры могут 
быть выполнены путем замены кривых простыми кривыми, про- 
ходящими через часть точек первых. Однако Ньютон достигает 
этой цели в своей общей формуле интерполирования другим 
способом. Эта формула подробно рассматривается в его работе 
„Разностный метод“ {„Мешобиз ЧШегеяНа!! 5“), вышедшей в 17 г. 
в сжатой форме она приведена уже в одном из вспомогатель- 
ных предложений „Начал“ (Ш, лемма 5). 

Применяемые здесь в качестве приближений „параболические“ 
кривые, представляемые уравнениями вида; 

у=а-ох+ с? +..., 

были использованы уже в 1668 г. Джемсом Грегори для вывода 
известной формулы, называемой формулой (Симпсона по имени 
мотематика, впоследствии снова нашедшего ее. Ныотон отли- 

чается от Грегори и от авторов более ранних формул интер- 
полирования, в частности от Бригга (сгр 141, тем, что ой не 
ограничивается случаем. когда последовательные значения не- 
‘зависимого переменного разнятся на постоянную величину, так 
что ординаты точек, определяющих вспомогательную кривую, 
отсекают на оси абсцисе равные отрезки. Правда, он нзчиизет 
с рассмотрения этого случая, но затем он предполагает коорди- 
наты точек, через которые проводится вспомогательная кривая, 
совершенно произвольными. Обозначим эти координалы через 
Хх, №; Хь Уз Хь уз... Ньютон последовательно образует отно- 
шения разностей 

1=А т =дуь 
Ву ре & = АЗ, ий = Му... 
ми Аа 

и получает, что 

УЕ фм Му +.. 

Сам Ныотон обозначает отношения Ау, Ау,..., взятые с. про- 

тивоположными знаками, через 2, 26, 36,.... отношения Ау, 
&'у,... через с, 26. 8с,... и т. д. Числа. написанные нм в виде 
коэфициентов, в действительности являются, таким образом, 
индексами. 

Мы не будем останавливаться на более подробной работе 
1711 г.: заметим только, что Ныютон выводит в ней из своей 
интерполяционной формулы формулу, получившую впоследствии 
название формулы Стирлинга 

Ко времени появления „Начал“ индексы употреблялись уже 
и Лейбницем, правда, в неопубликованной его руботе. У него 
онн служат здесь для различения точек кривой, обозначавшихся 
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тогда обычно, если речь шла о ряде положений подвижной точки, 
одною и тою же буквою (черт. 31). Большее значение имеет 
применение, которое Дейбниц, со свойственной ему зоркостью 
ко всему, что может способствовать усовершенствованию техники 
математических вычислений, дал указателям при решении системы 

уравнений ]-й степени с несколькими неизвестными. Он сопро- 
вождает здесь каждый коэфициент двумя индексами (10, 11, 12, 
20, 21,...), из которых первый соответствует номеру уравнения, 
а второй номеру неизвестного, при котором стоиг козфициент. 
Благаларя этому. Леййнии получает возможность лать наглялное 
выражение окончательному результату, получаемому путем исклю- 
чения неизвестных. Даваемое им правило тождественно с прави- 
лом образования детерминанта уравнений. Оно имеется как в од- 
ном из писем сго к Лопиталю, так и в сохранившихся после его 

смерти бумагах. В последних есть также указание на то, каким 
образом можно исключение одного неизвестного из двух ураз- 
нений высших степеней свести к исключению из нескольких 
уравнений 1-й степени, т. е. к образованию детерминанта. Его 
способ совпадает со способом, найденным впоследствии Эйлером 
и получившим имЯ последнего. Здесь, как и в других случаях, 
где Лейбниц имеет дело с несколькими уравнениями или много- 
членами, содержащими одно неизвестное, он также обозначает 
коэфициенты с помощью двух индексов, указывающих соответ- 
ственио па номер многочлена и ий показателя степепи пензосст- 
ного, при которой стоит данный коэфициент. 

К подобной же наглядности Лейбниц стремится, когда он 
в своей „Геометрической характеристике“ (стр. 83) символически 
изображает геометрические операции и выводы. Мы не будем 
останавливаться на этом, так как эта его илея не получила 
практических применений. 

Постепенно совершенствовавшаяся алгебраическая символика 
и получавшие все более широкое распространение навыки в овла- 
дении ею `оказались особенно плодотворными для изучения 
алгебраических уравнений высших степеней с одним неизвестным. 
Относящееся сюда определение равных корней и границ, внутри 
которых лежат один или несколько корней, а также приближен- 
ное вычисление корней мы разберем ниже в связи с инфините- 
зимальными исследованиями, в которых часто применялись по- 

добные алгебраические вспомогательные средства. Естественно, 
что изучение уравнекий шло и по пути попыток найти алгебра- 
ическое решение уравнений зыше чем 4-Й степени; этой задачей 
занимались, между прочим, Чирнгауз и Лейбниц во время их 
пребывания в Париже. 

Естественным средством для решения этой задачи должны 
были казаться такие преобразования, которые ведут к уничто- 
жению некоторых членов уравнения. Если бы удалось уничтожить 
все члены, кроме первого и последнего, то решение уравнения 
свелось бы к извлечению корня. Чирнгауз опубликовал в „Ас 
еги4Иогит“ предложенный им прием длятакого уничтожения членов. 

15 Цойтов, Шоорол мотемотшьи. 
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Пусть дано уравнение 

ха" ах +... += 

если положить 1 . 
УР... ыы -Ь г 

тдер <, и исключить из обоих уравнений х, то получим урав- 
нение относительно у, которое, как отмечает Чирнгауз, также 
лолжно быть п- степени; это видно из тога, что каждому 

корню данного уравнения соответствует только одно значение у. 
В выражения коэфициентов нового уравнения входят р произволь- 
ных величин 5, 6,,...,6; при соответствующем их выборе р 
коэфициентов преобразованного уравнения можно обратить в нуль 
Если р=и—1, то можно уничтожить таким образом все л— 1 
средних членов. 

Однако претензии Чирнгауза на то, что его способ дает воз- 
можнасть получать алгебраическое решение уравнений и-й сте- 
пени, неосновательны. Определение вспомогательных величин 

требует, вообще говоря, решекия уравнений более высокой 
степени, чем степень данного уравнения. Уравнения 3-й и 4-й 
степени могут быть решены его способом; что касается до пер- 
вых, то он сам дает их решение. В возможности же получить. 
таким путем решение уравнений 5-й степени Лейбниц высказывал 
сомнения еще до опубликования метода Чирнгауза. В одном из 
писем к последнему он говорит, что, по его мнению, этот метод. 
не может дать решения уравнений выше 4-й степени, за исклю- 
чением особых случаев. Более того, Лейбниц полагал даже, что 
он может это доказать. В ХХ в. Абель доказал, что не только: 
методом Чирнгауза, но и вообще невозможно решить алгебраи- 
чески уравнение 5-й и более высокой степени. 

Несмотря на предупреждение Лейбница Чирнгауз опубликовал 
свой метод без какого-либо замечания о границах его примени- 
мости, быть может, в надежде, что общее решение удастся 
получить в будущем. Что касается до уравнений 5-й степени, 
то лишь впоследствии удалось использовать метод Чирнгауза 
для приведения их к виду: 

ах =0. 

Новые результаты, касающиеся алгебраических уравнений, 
находим мы также во „Всеобщей арифметике" Ныютона, издан- 
ной, правда, лишь в 1707 г. его преемником по кафедре в Кэм- 
бридже, но имеющей в основе лекции, которые Ныютон читал 
значительно раньше. Эта книга исходит из тех же основанных на 
учении о пропорциях общих определений операций, какими поль- 
зуется и Декарт. Мы уже имели случай касаться этой работы 
(стр 209), в дальнейшем нам также придется с ней встретиться. 
Здесь мы отметим, что Ньютон приводит в ней метод, который дает 
возможность подстановкой в данный многочлен простых численных 
значений найти его рациональные множители 1-й или 2-й степени 
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если последние существуют. Для определения числа мнимых кор- 
ней уравнения Ньютон дает правило, аналогичное декартову 
правилу знаков, служащему для определения‘ числа положитель- 
ных и отрицательных корней. Правило Ньютона, однако, не 
всегда дает верный результат и является лишь первым шагом” 
в том направлении, в котором лишь Штурму удалось достигнуть 
цели. В этой же работе мы находим общее правило образования 
рекуррентиых урависпий, с помощью которых суммы степсией 
корней алгебраического уравнения могут быть выражены через 
коэфициенты этого уравнения; напомним, что уже Жираром 
{стр. 112) эти суммы были определены до суммы 4-х степеней 
включительно. Правило это, которое могло бы быть полезным, 
например, при выполнении исключения по методу Чирнгауза, 

Ныютон приводит без доказательства. В книге его мы находим, 
далее, болышое число применений алгебры к решению геометри- 
ческих и других задач, 

15* 



Ш. Возникновение и первоначальное развитие 
исчисления бесконечно малых. ' 

1. Механика к началу нового времени, 

Исследуя происхождение современного, более точного, логи- 
чески определенного и более общего понятия функции, сложив- 
шегося в новейшее время, историки замечали, что в прежней 
своей форме, исторически подготовлявшейся в течение того 
периода, которым мы в этой книге занимаемся, это понятие 
фузкции строилось бессознательно по образцу тех функций, 
с которыми приходится иметь дело в механике. Так оно н было 
на самом деле. И дело здесь не только в том, что многие весьма 
важные пнфинитезимальные исследования (а такие исследования 
актически имели дело с функциями даже тогда, когда понятие 

учкции не было еще установлено} возникли под давлением 

запросез, предъявлявшихся к математике механикой. Дело также 
в том, что само представление 0б одновременном изменении 
величин, из которых одна все время является, по современной 
терминологии, функцией другой, тесно связано с предста- 
влевием о движении. Пусть даже это движение стало пони- 
маться в более абстрактном смысле, — первообраз его заклю- 
чался все же в таких движениях, которые действительно проис- 
ходят в природе. Представлением, позаимствованным у природы, 
было представление о непрерывности как функций, так и их 
производных всех порядков — непрерывности, которая могла на- 
рушаться только в том случае, если для некоторых определен- 
ных значений независимых переменных функция становится бес- 
конечной. Это представление заимствовано непосредственно из 
представления о совершающихся в природе движениях, или 
изменениях, происходящих во времени. Согласно этому представ- 
лению в природе не может произойти никакого конечного изме- 
нения, на которое не потребовалось бы времени; никакая частица 

не может изменить своего места, не пройдя ряда непрерывно 
следующих друг за другом промежуточных положений. В связи 
с этим долго, даже в Х!Х в., исследование функций, не удовле- 

творяющих условиям непрерывности, считалось делом, вряд ли 
заслуживающим труда, даже в том случае, если такве функции 
встречались на пути анализа. 
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До известной степени эти требования непрерывности стояли 
в связи также с унаследованным от древних геометрическим 
изображением величин. Отрезок представляет величину, которая 
может непрерывно изменяться; когда уже в дрезности для изоб- 
ражения не вполне определенных точек и линий, а следовательно, 
косвенным образом, и для изображения связи между взаимно 
зависимыми величинами пользовались геометрическими местами, 
то при этом фактически предполагалось, что найденные таким 
образом кривые илн поверхности непрерывны. При этом, однако, 
как известно, непрерывность не понималась как такое свойство, 
которое позволяло бы, например, непосредственно переносить 
предложение, справедливое для всех рациональных величин, на 
иррациональные или предложение, справедливоедля всех вписан- 
ных в кривую ломаных, на эту кривую. Нет, хотя и не сомне- 
вались в том, что такое перенесение могло приводить к общим 
предложениям, но эти предложения не считались еще доказан- 
ными до тех пор, пока они не были облечены в строгую форму 
евдоксова учения о пропорциях в первом случае и метода исчер- 
пывания — во втором. 

Только такие полные доказательства содержатся в дошедших 
до нас созинениях древних 1. 

Щепетильность эта, которую мы находим уже у Зенона из 
Элеи („Превние и срелние века“. стр. 56) и которую греческие 
авторы продолжали проявлять, несмотря на то, что ‘Аристотель 
опроверг софизмы Зенона, лишила античную математику могуще- 

1 Эта книга вышла в 1903 г. Спустя три года ближайшим из сотрудников 
Цейтена, профессором Копенгагенского университета Гейбергом было открыто 
неизвестное прежде сочинение Архимеда — его пославие к Эратосфену. В этом 
послании ряд геометрических и ме‘анических предложений устанавливается при 
помощи инфинитезимальных соображений, аналогичных тем, которые в ХУ в. при- 
менялись Кеплером, Кавальери и другими авторами, работы которых разобраны 
в этой кинге. Архимед, правда, указывает, что приводимые им рассуждения не соста- 
вляют еще настоящего „геометрического“ доказательства, но они, по мнению Архи- 
меда, свидетельствуют о том, что результаты правильны. Остается только доказать их 
строго. Некоторые из установленных в „Послании“ предложений локазаны Архи- 
медом „геомегрически” в других дошедших до нас созинениях. При этом иногда, 
как, например, в знаменитой „Квалратуре параболы“, ход рассужщений остается 
тот же, что и в „Послании“, только вместо прямого доказательства фигурирует 
характериае дла метоля исцерпыяания ломаоательство от противного, которое 
требует гораздо больше места и времени. Ивогда же ход рассужлений суще- 
ственно иной. Так, в „Послании“ Архимед определяег объем шара, после чего, 
представляя этот объем как сумму объемов бесконечно тонких пирамид с вер- 
шинами в центре шара, легко ‘найти поверхность шара, что Архимед и делает. 
В сочинении же „О шаре и цилиндре“ Архимеп методом исчерпывания вычислиет 
непосредственно поверхность шара, исходя из поверхности, образованной враще- 
нием правильного многоугольника с четным числом сторон вокруг циаметра опи- 
санного круга. 

Представляется чрезвычайно интересным вопрос, было ли известно „Посла- 
Нне“ математякам ХУЙ в. Нет никаких оснований для положительного ответа на 
вего. Ряд соображений делает очень вероятным отрицательный ответ. Однако не 
исключена возможность, что если не в подлиннике, то через устную традицию 
ученые Х\УП в. могли быть знакомы с ннфинитезимальными методами Архимеда. 

Прим. ред. 
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ственного средства, позволяющего легко обозревать связь между 
переменными величинами. Логически эта осторожность была, конеч- 
но, оправдана; но фактически многого нечего было бы бояться 
и при меньшей строгости. Действительно, с одной стороны, в тех 
случаях, которые исследовались, предположенная непрерывность 
имела место на самом деле, так что окончательные результаты 
получались правильные; с другой стороны, с помощью античных 
приемов доказательства всегда можно было убедиться в этой 
правильности и задним числом. 

Неперово определение логарифмов (стр. 135} уже дало нам 
пример плодотворности такого механического, или, лучше сказать, 

кинематического, представления связи между изменениями двух 
величин. Подобное представление сделалось еще более естествен- 

ным, когда вскоре после этого Галилей сделал предметом своих 
исследований само движение точки. Правда, эти исследования 
касались собственно физического движения и поверялись опы- 
тами; но произведены они были на основании математических 
рассуждений, которые можно было применить и к движениям 
по произвольно взятому математическому закону и, следова- 
тельно, также к любым величинам, изменение которых истолко- 
вывалось кинематически. Мы увидим, что работы Галилея дей- 
ствительно оказали в этом направлении влияние на методы исчи- 
сления бесконечно малых. 

По существу, предметом настоящей книги является история 
математики в тесном смысле; вы шеприведенкые замечания показы- 

вают, однако, что для правильного понимания ее необходимо кос- 
нуться и соседних областей, в частности той, которую мы назы- 
ваем теперь рациональной механикой. Область эта как в древ- 
ности, так и в рассматриваемые нами века, была тесно связана 
с математикой и разрабатывалась математиками. Из сказанного 
ясно, что, прежде чем говорить о развитии исчисления беско- 
нечно малых, следует рассказать о работах Галилея по изучению 
движения точки. Равным образом здесь уместно будет коснуться 
и других механических, особенно статических, исследований. Так, 
например, задача об определении центра тяжести различных тел 
была источником первых инфинитезимальных построений. В то 
время как новое учение о движении открывало исследованиям о 
бесконечно малых новые точки зрения и новые области, статиче- 
ские исследования в более сильной степени были связаны с антич- 
ной математикой. С них поэтому мы к начнем. 

Находящаяся на высокой ступени ‘развития архитектура эпохи 
Возрождения предполагает знакомство, по крайней мере, с прак- 
тическими применениями механики и особый интерес к ним. Ука- 
зания, имеющиеся на этот счет у Герона и Паппа, изучались 
с большим увлечением, они служили, между прочим, импульсом 
для попыток воспроизведения различных механических кунст- 
штюков. Так, например, знаменитые часы на Страсбургском соборе 
скояструированы по указаниям и описаниям древних; в частно- 
сти идея вращающегося небесного глобуса, совершающего свой 
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оборот в течение 24 часов, почерпнута из описания архимедова 
планетария. Изучались также и более рациональные вопросы, 
особенно принадлежавшие к развитой уже в древности статике — 
части механики, имеющей особое значение для архитектора. Так, 
великий художник Леонардо да-Винчи, бывший выдающимся 
архитектором и математиком, сноза дал правильное определение 
центра тяжести пирамиды. Более обстоятельное знакомство 
с Архимедом дало толчок переводчику Паппа Коммандино 
и переводчику Архимеда Мавролико к самостоятельному иссле- 
дованию ряда вопросов, особенно таких, которые могли попол- 
нить. оставленное Архимедом наследство. Именно им обязаны мы 
доказательствами справедливости применявшегося Архимедом 
предложения, согласно которому центр тяжести сегмента пара- 
болоида вращения лежит на оси сегмента в той точке, расстоя- 
ния которой от вершины и от основания относятся как 2 к! 

Весьма изящную форму это доказательство имеет у Мавро- 
лико, который в приложении к своему изданию сочинения Архи- 

меда о равновесии плоских фигур продолжает его исследова- 
ния по этому вопросу, а также определяет центры тяжести не- 
которых тел. Основная мысль его доказательства заключается 
В ТОМ, что в сегменте параболоида площади сечений, параллель- 
ных основанию сегмента, относятся как квадраты ординат осе- 
вого сечения, т. е. как соответствующие абсциссы. В силу этого 
центр тяжести определяется так же, как в треугольнике, в кото- 
ром ось параболоида служит средней линией. Доказательство 
этого соответствия выполнено строго, причем, с одной стороны, 
в заключенные между сечениями части параболоида вписаны 
и около них описаны цилиндры, а с другой, —в получившиеся 
от соответственного деления треугольника трапеции вписаны 

и около них описаны параллелограмы. 
Позже Лука Валерио (Гиса Уайецо, 1552—1618) в появившемся 

в 1604 г. сочинении „Ое село втауЦаНз зоошт“ подобным 
же образом нашел центры тяжести сегментов и слоев эллипсо- 
идоз и гиперболоидов вращения (около главной оси), отсекаемых 
плоскостями, перпендикулярными оси вращения. Уже Архимед 
нашел объем таких тел („Древние к средние века“, стр. 128). В ка- 
честве примера можно рассмотреть здесь поверхность, образо- 
ванную вращением гиперболы у? = 2рх -- «2х? около оси Хх. 
Валерио, знавший от древних о свойстве гиперболы, выражаемом 
нами этим уравнением, замечает, что плоскость, перпендикуляр- 
ная оси, пересечет поверхность по кругу, составляющему сум- 
му кругов, по которым эта плоскость пересекает гараболоид. 
и конус, образуемые, соответственно, вращением параболы 
У =2рх и прямой у=ох. Отсюда он заключает, что сегмент 
гиперболоида равновелик сумме сегмента параболоида и конуса, 
Таким путем можно определить не только объем, как у Архимеда, 
но и центр тяжести. 

Подобно тому как определение центра тяжестк сегмента 
параболоида Мавролико свел к знакомому уже определению 
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центра тяжести треугольника, Валерно в более позднем сочине- 
нии применил знакомое определение центра тяжести полушария 
к определению центра тяжести плоской фигуры, состоящей из 
двух конгруэнтных полусегментов параболы у*= 2рх, симмет- 
рично расположенных один возле лругого так, что ордината 
является у них общей. Если принять ее за ось ординат, то урав- 
нение одной из парабол можно написать в виде: 

м-у 
х= 

Эр * 

отсюда следует, что заключающиеся внутри нашей плоской фи- 
гуры отрезки прямых, параллельных оси абсцисс, пропорциональзы 
площадям кругов, по которым плоскости, проведенные через эти 

параллели  перпенди- 
3 хулярно к оси орли- 

нат, пересекают шар, 
образованный враще- 
нием круга х == 2?— 
около оси ординат. Рас- 

5 сматриваемая площадь 
имеет, следовательно, 

С тот же центр тяжести, 
что н полушарие. Этот 
результат Валерно ис- 
пользует затем для 
построения оригкналь- 
ного решения задачи 
о квадратуре параболы. 

Черг. 11. Исследования Ва- 
лерио свидетельствуют 

как © знакомстве его с инфинитезимальными исследованиями 
дрезних, так и о большой личной изобретательности, Они встре- 
тили живое признание у Галилея и оказали, вероятно, некоторое 
влияние на Кавальери; последний, как мы увидим, дал четкую 
формулировку принципу, бывшему фактически руководящим для 
Валерио, и применял его в широких размерах. 

Заслуживает упоминания здесь также одно несколько более 
позднее определение центра тяжести, интересное своею формою 
и своеобразным применением бесконечно малых; мы имеем в виду 
принадлежащее ла-Файлю определение центра тяжести кругового 
сектора; вместе с связанным с ним определением центра тяжести 
эллиптического сектора оно образует тему сочинения, вышедшего 
в 1632 г. Ход мыслей, на котором оно основано, можно передать, 
примерно, следующим образом. 

Если известен (черт. 11) центр тяжести 7 кругового сектора АОВ, 
лежащий, очевидно, на средней линии его ОД, то можно опре- 
делить центр тяжости Р другого сектора АОС с тем же радиу- 
сом, но любым центральным углом. Расположим оба сектора 
по одну сторону от общего начального радиуса АО. Центр тя- 
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жести Р сектора АОС должен лежать на биссектрисе ОЁ угла 
АОС, а центр тяжести 5 сектора ВОС — на биссектрисе ОР угла 
ВОС. Далее, центры тяжести 7, Р, $ должны быть расположены 
на одной прямой так, чтобы было: 

ТР _ ВОС _ ВЕ _ РЕ 
25$ ^ д0В `В — БЕ 

(вследствие того, что СЕОЕ= 3 АОВ = ДРОВ). Таким об- 

разом если длины дуг известны, “то задача сводится к следу- 
ющей: через точку 7 провести прямую ТРЗ так, чтобы отрезки 
ТР и 2$, отсекаемые данными прямыми ОБ и ОХ, находились 
в данном отношении. 

Построением этим, как легко видеть и как позже отмечает 
при рассмотрении его Гульден, нельзя воспользоваться в том 
случае, когда сектор АОВ составляет целый круг; таким обра- 
зом, то обстоятельство, что центр тяжести круга лежиг в его 
центре, не может быть использовано. Поэтому ла-Файль, чтобы 
получить сектор с известным центром тяжести, обращается 
к такому сектору, в котором, как мы сказали бы теперь, цент- 
ральный угол АОВ бесконечно мал и центр тяжести Т делит 
поэтому радиус ОД, совпадающий теперь с ОД, так, что ОТ = 

2 
Е ОА. В этом случае прямая ТР должна быть проведена так, 

чтобы ЛОРТ был равновелик ограниченкому ОРи ОТ круговому 
сектору ОРО с центром в О и радиусом ОР. В справедливости 

ТР 
этого легко убедиться: действительно, отношение 55 равно от- 

ношению между высотами, опущенными на РО в треугольниках 
ОРТ и $ОР, Первая из этих высот, по предположенному постро- 
ению, равна дуге РО. Вторая в предельном случае равна от- 
резку, отсекаемому на той же дуге углом ЕОЕ. Таким образом 
сообразно этому построению в предельном случае имеем: 

ТР _ 3092 _ -БЕ 
2$ —Р5  ЗЕР* 

Мы не будем остававливаться на том, как выполняется ука- 
занное здесь построение; отметим только, что автор самостоя- 

тельно и правильно совершает здесь новую предельную опера- 
цию и дает построению строгую форму в полном согласии с тре- 

бованиями античной геометрии, Как далеко идет он в этом отно- 

шении, видно из того, что он находит необходимым начать свое 

определение доказательствами существования применямых им 

фигур. Так, первое его предложение утверждает, что, когда дан 
круговой сектор, через конец дуги можно провести прямую, 
ограничивающую вместе ‹ обоими радиусами (один из которых 
продолжен) треугольник, равновеликий сектору. 8-е предложение 
указывает способ определения в данном круге такого сектора, 
чтобы при построении треугольника, о котором идет речь в пер 
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зом предложении, прололженкый радиус, образующий одну из 
сторон треугольника, превосходил радиус на. отрезок, меньший 
любого данного. Требование такого рода как раз представляет 
материал для точного доказательства методом исчерпывания. 

При таком изложении решение отдельной задачи удачным 
искусственным приемом, приложимым только к ней, может со- 
ставить содержание целого сочинения. Понятно, что, когда новые 
идеи, подобные примененной здесь, начали появляться со всех 
сторон в большом количестве, стало совершенно непосильным 
придавать каждой такой задаче традиционную форму изложения, 
строгую, но чрезмерно пространную. Кеплер еще раньше отка 
зался от нее; несколько позже то же сделал Кавальери. Собрат 
ла-Файля по ордену иезуитов и продолжатель его работ по оп- 
ределению центров тяжести Гульден, в противоположность Кег- 
леру и Казальери, придерживался в своем большом труде „О 
центре тяжести" {„СепкоБагуса“) старых форм, которые, впрочем, 
хак мы увидим. не всегда ограждали его от ошибок; однако, 
чтобы найти тот же цектр тяжести. что и ла-Файль, он применял 
методы, которые можно было применить к более широкому 
хругу задан. 

Определение центра тяжести кругового сектора связано у 
Гульдена с определением центра тяжести дуги круга, Чтобы 
найти последний, он пользуется, по крайней мере, в более пол, 

ном показательстве в своей 8-й 

книге, теоремой о моментах 
плоской фигуры: произведение 
величины всей плоской фигуры 
на расстояние ее центра тя- 
жести от некоторой линии, ле- 
жащей в её плоскости, равно 
сумме статических моментов от- 

дельных частей фигуры относи- 
тельно этой линии, 

Черт. 12. Гульден применяет это пред- 
ложение (черт. 12) к моментам 

четного числа последовательных сторон правильного многоуголь- 

ника АВСОЕ относительно диаметра ММ, параллельного АЕ. Если 
Г ель середина хорды АВ, и мы обозначим маленькими буквами 
проекции на МА/ то момент АВ.ЕЁ = аё.сЁ. Преобразуя подоб- 
ным же образом моменты остальных сторон и применяя метод 
исчерлывания, Гульден легко находит, что дуга круга относится 
к своей хорде, как радиус к расстоянию между центром тяжести 
дуги и центром круга, 

Примененное здесь преобразование выражения моментов тож- 
дествекно с употребленным Архимедом при вычислении поверх- 
ности шара преобразованием площади кривых поверхностей, 
образуемых вращением сторон многоугольника около ММ. Гуль- 
ден, нашедший это преобразование, несомнекно, у Архимеда, 
должен был при сравнении своего рассуждения с архимедовым 
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притти к обобщающему предложению, что плоская дуга, вращаясь 
около лежащей в ее плоскости оси, образует поверхность, пло- 
щадь которой измеряется произведением длины образующей 
дуги на путь ее центра тяжести. Кроме этого предложения Гуль- 
ден нашел также о: получаемое из первого заменою дуги 
площадью плоской фигуры и площади поверхности вращения 
объемом тела, образованного вращением площади. Повидимому, 
ни Гульдену, ни его современникам не было известно, что эти 
предложения, правда, в сжатой форме и без доказательства, име- 

ются уже у Паппа. Гульден неоднократно пользуется ими для 
измерения поверхностей и объемов тел вращения. Что касается 
последних, то результаты в большинстве случаев были найдены 
уже раньше Кеплером и Кавальери *. Мы дадим в дальнейшем 
разбор их работ, несомненно, имевших значительное и плоло- 
творное влияние на Гульдена, что не помешало ему подвергнуть 
их резкой критике. 

Ошибочным является другое общее предложение Гульдена, 
утверждающее, что нентр тяжести поверхности зращения дол- 
жен совпадать с центром тяжести фигуры, по которой поверх- 
ность вращения пересекается плоскостью меридиана. Это пред- 
ложение справедливо, если поверхность вращения есть полная 
или усеченная коническая поверхность; но когда Гульден хочет 
распространить его на любую поверхность вращения, то он 
упускает из виду, что площади усеченных конических поверх- 
ностей, вписанных в поверхность вращения, вообще не пропор- 
циональны площадям соответствующих трапеций плоскости ме- 

ридиана. 
Рассмотрим далее, возвращаясь к несколько более раннему 

времени, работы по статике Симона Стевина. В произведенных 

1 Трудно сказать, каким образом Гульден пришел к установлению двух пред- 
ложений, носящих сейчас его имя, но ‘содержащихся, как указано в тексте, уже 
у Паппа. Столь же вероятным, как и гипотеза Цейтена, является и то предпо- 
ложенке, что Гульщен обобщил индуктивно целый ряд частных случаев, найден- 
ных другими авторами до него. Не вполне исключена и возможность. что Гуль- 
Ден взял эти предложения прямо у Паппа. Во всяком случае, интересно отыетить 
тот факт, что Гульден не был в состоянии доказать эти предложения. Правда, 
он претендует На доказательство, но его пространные рассуждения носят скорее 
метафизический, чем математический характер. Любопытно, что это обстоятель- 
ство дало в руки Кавальери прекрасный аргумент в его полемике с Гульденом. 
В том же сочинении „О центре тяжести“, в котором Гульден выставил два „своих“ 
предложения, он обрушился из Кеплера и Кавальери с резкчми нападками, утвер- 
ждая, что иифинитезймальные методы, ими употребляемые, ничего общего ’с мате- 
матическими методами доказательства не имеют. Кавальери ответил на эти на- 
падки специальной работой, в которой он пространно шаг за шагом анадизирует 
предъявленные ему Гульденом обвинения и, опровергая их, вместе с тем, разви- 
вает методы, изложенные им в той работе, которую критикует Гульден. В своём 
ответе Кавальери, между прочим, указывает на то, что выставленным Гульденом 
предложениям о поверхности н объеме тел вращения сам Гульден ие смог дать 
вразумительного доказательства; между тем, с помощью тех методов, на которые 
Гульден нападает, такое доказательство легко дать. Кав ‘лье ‘и приводит затем 
изящное инфинитезимальное доказательство „теоремы Гульдена", принадлежащее, 
го его слолач, одному из его друзей. : 

Прим. ред. 
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им определениях центров тяжести мы не можем отметить ничего 
существенно нового по сравнению ‘с тем, что имелось уже у 
Коммандино и Мавролико; зато в „Гидростатике“ его, в которой 
он продолжает работы Архимеда, мы находим новое применение 
учения о центре тяжести: давление, производимое тяжелой жид- 
костью на плоскую фигуру, непараллельную свободной по- 
верхности, выражается у него весом жидкости, заполняющей 
усеченный цилиндр с вертикальной образующей, опирающейся 
на эту плоскую фигуру; центром давления является проекция 
центра тяжести цилиндра на испытывающую давление позерх- 
ность. 

Из содержания работы Стевина по статике, дающей обстоя-. 
тельное и систематическое изложение предмета, отметим еще его 
определение условия равновесия на наклонной плоскости. Он рас- 
сматривазт треугольную призму с нижней горизонтальной и двумя 
наклонными боковыми гранями. Он представляет себе, что на эту 
призму надета замкнутая однородная цепь. Очевидно, что цень 
эта должна находиться в равновесии, так как, если бы она сколь- 
зила по одной наклонной плоскости вниз и, следовательно, по 
другой вверх, то, вследствие ее однородности, это не вызывало 
бы никаких изменений в ее расположении, и движение должио 
было бы продолжаться, так что мы имели бы здесь регрешит 
мое. Так как часть, лежащая под горизонтальной гранью, на- 
ходится сама по себе в равновесии, то и между частями, лежа- 
щими на двух других боковых гранях, должно существовать рав- 
новесие. 

Отсюда Стевин переходит к учению о сложении и разложении 
сил. Он показывает, что вес Р части цепи, лежащей на одной из 
боковых граней, пропорциональный длине этой наклонной пло- 
скости, в направлении самой цепи действует только как сила, 
пропорциональная высоте наклонной плоскости, или как Рсозт, 
где о угол, образованный цепью и вертикалью. Стевин идет, 
таким образом, путем, противоположным тому, который избираем 
мы, выводя условие равновесия на наклонной плоскости с по- 

мощью разложения сил. - 
Галилей дает доказательство предложения о равновесии на 

наклонной плоскости с помощью принципа рычага. Для равно- 
весия безразлично, предположить ли, что тело может беспре- 
пятственно скользить вниз по наклонной плоскости, или вра- 
щаться в вертикальной плоскости вокруг некоторой неподвиж- 
НОЙ точки нормали к наклонной плоскости. Поэтому момент веса 
тела относительно точки будет равен моменту относительно той 
же точки силы, вызывающей соскальзывание его по наклонной 
плоскости. Сила эта и сила веса должны, таким образом, быть 
обратно пропорциональны расстояниям точки от линий, по 
которым направлены эти сиды; эти расстояния, в свою очередь, 

относятся как длина наклонной линии к ее высоте. Галилей от- 
‘мечает дальше, что между телами, лежащими на двух наклонных 
плоскостях, равновесие существует в том случае, когда высоты, 
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на которые одно тело опускается, а другое одновременно под- 
нимается, обратко пропорциональны весам. Ученик Галилея То- 
ричелли дал этому принципу более общую форму: равновесие 
существует в том случае, если при сдвиге общий центр тяжести 
не понижается и не повышается. Это условие равновесия на на- 
клонной плоскости, а также аналогичные принципы, применяемые 
Стевином в его исследовании сложных блоков, представляют 
собой первые шаги на пути установления принципа возможных 
перемещений. : Р 

Если расширение существовавшего уже с древних времен 
учения о равновесии сыграло большую роль в развитии матема- 
тики, то в еще большей степени это относится к обоснованному 
Галилеем учению о движении. Единственного предшественника 
в этой области Галилей имел в ХУ] в. в лице Бенедетти, кото- 
рый первый высказал закон икерции, утверждая, что действие 
сил выражается не в том, что они поддерживают то или иное 

состояние движения, как это раньше думали, а в том, что они 
изменяют прямолинейное равномерное движение. Это открытие 
заслуживает быть отмеченным тем более, что старая точка зре- 
ния встречается еще в попытках Кеплера объяснить дзижения 
небесных тел, с такой точностью описанные им в его законах. 
Бенедетти, в согласии с законом инерции, объясняет центробеж- 
ную силу стремлением тел к прямолинейному движению; ра-ту- 
щую скорость падения он объясняет так же, как Галилей, но 
только не использует этого объяснения для получения точных 
количественных соотношений. Близость к ныотонову покиманию 
силы Бенедетти проявляет и в другом пункте: он указывает, 
что ускорекие одного и того же тяжелого тела в различных 
средах пропорционально его различному весу в них, вычисля- 
емому по закону Архимеда. При этом он, однако, не замечает су- 
ществования сопротивления среды. 

Учение Галилея о движении изложено в его знаменитых „0- 
$с0131“ (1638). В третьей беседе он исследует прямолинейное рав- 
номерко ускоренное движение. Оно характеризуется тем, что 
скорость движущейся точки в каждый момент пропорциональна 
времени, прошедшему от начала движения. Мы можем выразить 
это соотношением 

9=8, 

где #— время, 9 — скорость и =— постоянный сомножитель. Гали- 
лей доказывает, что путь, пройденный к моменту времени &, имеет 
величину 

р о 
#=5 8, 

или, как он говорит, равен пути, проходимому в то же время 
& 1 

при постоянной скорости, равной =. В своем геометрическом 

доказательстве этого он пользуется координатами, применение 
которых, как мы уже отмечали, отнюдь не было чем-то неизвестным 
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до Ферма и Декарта. Время # служит абециссой, скорость 9 ор- 
дннатой. Если бы $ было постоянно, то конец ординаты пробегал 
бы параллель к оси абсцисс, и пройденный путь представлялся 

бы площадью прямоугольника, заключенного между этою парал- 
лельо н осью абсцисс, Такого рода определение пройденного пути 
с помошью плошади можно перенести ина другие движения. 
В рассматриваемом Галилеем случае, когда у ==3 конец орди- 
ваты пробегает прямую, и в доказательстве Галилея пройденный 
путь х изображается плокалью треугольника, ограниченного 
этою прямою, абсциссою Ё и ординатое о = 2! Этот треуголь- 
ник равновелик, как это и утзерждалось. прямоугольнику с ос- 

1 
нованием Ё и высотою 9. То обстоятельство, что падение. тя- 

желого тела является (если пренебречь сопротивлением воздуха} 
таким равноускоренным движением, Галилей доказывает опы- 
тами, к которым мы в дальнейшем вернемся. 

В 4-й беседе Галилей исследует движение, *совершаемое тя- 
желой точкою, брошенною с некоторою горизонтальною началь- 
ной скоростью (назовем ее и). Так как перемещения в горизон- 
тальном направлении {которые мы будем рассматривать здесь 
как абсциссы х) пропорциональны соответствующим промежут- 
кам времени, а перемешения по гертикали (у) — квадратам этих 
промежутков, то траектория точки будет параболой. Параметр 
ее Галилей определяет как учетверенную высоту падения, кото- 
рая была бы нужна. чтобы сообщить точке скорость, равную 
начальной горизонтальной скорости. Действительно, уравнения 

{хи 

где параметр Е как раз равен учетРеренному пути, на котором 

была бы достигнута скорость падения и. Всли обозначить пара- 
метр через 2р, то легко видеть, что отношение вертикальной 
скорости 2 к горизонтальной и равно — или У .У Галилея при- 

веден и этот результат, применение которого мы позже найдем у 
Торичелли. Кроме того, Галилей устанавливает и другие предло- 
жения относительно движения брошенного тела, например то, 
что наибольшая дальность полета достигается, если направле- 
ние начальной скорости, величина которой рассматривается как 

данная, составляет с своею горизонтальной проекцией угол в 45°. 
Это утверждал уже'и Тарталья, который, однако, не был в со- 
стоянии вывести законы падения. Далее, Галилей указывает, что 
два бросания дают одинаковую дальность, если направления их 
начальных скоростей образуют с плоскостью горизонта углы, откло- 
няющиеся на одинаковую величину в ту и другую сторону от 45°, 
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Чтобы проверить установленный закон падения опытами, Га- 
лилей заменил свободное падение падением по наклонной плос- 
кости. Полученные им результаты, касающиеся равновесия на 
наклонной плоскости (стр. 236), были недостаточны, чтобы сделать 
из них вывод относительно. уменьшения скорости падения, имею- 
щей место при его постановке опыта. Вывод этот Галилей получил, 
базируясь на следующем принципе: падающее тело, спускающееся 
различными путями до одного и того же уровня, получает ту же 
конечную скорость, посредством которой оно снова мбжет быть 
поднято по другим путям на ту же высоту, Чтобы проверить пра- 
ВИЛЬНОСТЬ ЭТОГО закона, Галилей воспользовался простым китяным 
маятником с тяжелым шариком. Когда маятник достигал своего по- 
ложения равновесия, нить задерживалась гвоздем, заставлявшим 
шарик двигаться вверх по кругу меньшего радиуса; но и на этом 
круге он достигал такой же высоты, с какой упал по первому 
кругу; результат этот подтверждался всякий раз, независимо от 
того, в какой точке нить задерживалась. 

Галилей вывел из своего принципа и из учения о равномерно 
ускоренном движении предложение, утверждающее, что различ- 
ные хорды, проходящие через верхною или нижнюю точку вер- 

тикального круга, пробегаются падающими точками в одинако- 
вое время. Это дало ему возможность получить геометрическое 
решение задач, подобных следующей: найги наклонную прямую, 
по которой тяжелая точка упадет из данной точки на данную 
линию всего быстрее. Галилей нашел также, что не превышаю- 
щая 90” дуга вертикального круга, оканчивающаяся нижкей точ- 
кой круга, пробегается в более короткое время, чем ряд после- 
довательных хорд, если конечная скорость на одной из них пе- 
реносится на следующую как начальная; он ошибался, однако, 
предполагая в связи с этим, что дуга круга есть вообще кривая, 
по которой тяжелая точка падает из одного положения в другое 

всего быстрее. —‚, 
Галилей пытался также использовать свой принцип дяя опре- 

деления продолжнтельности качания маятника данной длины. 

Независимость этой продолжительности от величины отклоне- 
ния (для малых отклонений) была замечена им уже раньше (стр.21}; 
в теоретическом исследовании этого вопроса он, однако, не имел 
успеха. Выполнить такое исследование удалось только Гюйгенсу. 
Гюйгенс нашел, что кривая, у которой изохронность имеет место 
для отклонений любой величины, есть циклоида, и определил 
продолжительность колебания циклоидального маятника. (теюда, 
рассматривая соприкасающийся с циклондой круг, можно найги 
зависимость между длиной кругового маятника и продолжитель- 
ностью малых его колебаний.) Исследования Гюйгенсё о циклоиде 
мы разберем в особой главе, специально посвященной этой 
кривой, . 

Здесь мы коснемся другой задачи, полное решение которой 
также принадлежит Гюйгенсу и приведено в его „Маятниковых 
часах" („Ноюовний озсШаюни“) — задачи о нахождении приве- 
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денной длины физического маятника, качающегося под действием 
силы тяжести около горизонтальной оси (т. е. о нахождении длины 
математического маятника, имеющего тот же период качания, как 
и данный физический). Гюйгенс исходит из того принципа, что, 
если бы в то мгновение, когда центр тяжести маятника дости- 
гает напнизшего положення, отдельные частицы физического 
маятника былн вдруг освобождены ‘от их связей, и кажлая про- 
должала качаться около той же оси сс скоростью, которою она 
обладала в это мгновение, то общий центр тяжести достиг бы 
той же высоты, с которой он упал при общем движении. Если 
мы обозначим через ® угловую скорость в тот момент, когда 
маятпик проходит через свое положение равновесия, то частица 

т, находящаяся па расстоянии ^ от оси, имеет в этот момент 
скорость «г и может, следовательно, если она будет качаться 

лез 
дальше с этою же скоростью, достичь высоты е над тем по- 

ложепием, которое она завимает в этот момент. 
Таким образом, если бы все частицы двигались вокруг оси 

независимо друг от друга, центр тяжести поднялся бы на высоту: 

х= 

з Уш 

где через № обозначена масса, нли, как говорит Гюйгенс, вес 
отдельных частиц. Эта высота должна равняться той, с которой 

центр тяжести упал при общем движении маятника, т. е. должна 
равняться: (1 — с0$а) . а, где ® — угол, образованный плоскостью, 
проходящей через ось в начальное положепие центра тяжести, 
с вертикальною плоскостью, проходящей через ось, аа — рассто- 
яние центра тяжести от оси. Мы имеем таким образом: 

(1 — соя) а т = 

Для соответствующего математического маятника длины { мы 
должны иметь: 

. 
1-сова=е 4 

отсюда 1 

1 В этом выводе предполагается, что два маятника (с различно распределен- 
ными массами) имеют один и тот же периох, если при одном и том же угле откло- 
нения они имеют одинаковую угловую скорость, прох”дя через положение равно- 
весня. 

Прим. ред, 
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Если все частицы лежат в одной и той же плоскости, прохо- 
дящей через ось, то это выражение может быть написано в виде 

Хин 
= иг 
ном частном случае, было еще раньше дано Декартом. Но Декарт 
ошибочно считал его общим результатом, за что подвергся 
нападкам со стороны Роберваля. Роберваль был, несомненно, 
знаком с правильным разрешением волрося: в возниктей па этому 
поводу полемике он правильно указывает, что приведенная длина 
маятника, имеющего форму кругового сектора (с радиусом а, 
дугою Ё и хордою ‹), качающегося в своей плоскости около 

центра, равна Не 

Исследование Гюйгенса, изложенное нами для краткости очень 
свободно и в современных обозначениях, выдвигает новую 
задачу исчисления бесконечно малых, о В 
именно определение величины №2, по- 
лучившей позднее название момента инер В 

ции. Принципы, примененные Гюйгенсом и 
Галилеем, содержатся, как легко видеть, 
в позднейшем лейбницевом принципе жи- у 

вых сил. 
Подобные‘же рассуждения мы находим 

в учении Гюйгенса об ударе абсолютно 

упругих тел. Скорости до и после удара 
характеризуются посредством высот паде- 
ния, которые были бы нужны для их воз- 
никновения. Две высоты, которых достиг бы 
центр тяжести сисемы, если бы тела были подняты до и после 
удара на высоты, соответствующие их скоростям, должны быть 
равны между собою. Из этого делается затем вывод, что сумма 
произведений масс (весов) на квадраты скоростей должна быть 
одинакова и до и после удара. В своих доказательствах Гюйгенс 
пользуется, между прочим, относительными движениями, 

выставляя предпосылку, что удар совершается одинаково 
как в том случае, когда пространство, в котором происходит 
движение, неподвижно, так и в том случае, когда оно дви- 
жется. р 

В своем исследовании относительно центробежной силы 
Гюйгенс также пользуется сравнением с действием силы тяжести. 
Когда частица движется с равномерною скоростью по кругу, то 
(бесконечно малые) отрезки СЕ, ОЕ (черт. 13), на которые дви- 
жущаяся частица удаляется от касательной, по которой она 
в силу закона инерции должна была бы двигаться дальше, про- 
порциональны квадрату времени, как это имеет место и при 
падении. Таким образом ускоряющую силу, нужную для получе- 
ния этих отклонений (а следовательно, и противоположную ей 
центробежную силу}, можно измерять,. как и силу тяжести, 
приращением скорости, отнесенным к единице времени. 

Это выражение, дающее правильный результат в дан- 

Черт. 13. 

16 цейтош История математики. 
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2. Интегрирование до интегрального исчисления. 

а) Кеглер. Как мы видели в предыдущей главе, архимедовы 
приемы определения центров тяжести и лежащие в их основе 
принципы, предвосхищающие методы интегрального исчисления, 
были настолько хорошо усвоены, что стало возможным само- 
стоятельно получать новые результаты в этой области. Быстрому 
развитию таких исследований мешал, однако, пиетет в отношении 
‹ строгим доказательствам древних. Вне областей, рассматри- 
вавшихся древними, достичь подобной строгости было делом 
чрезвычайно трудным уже по одному. тому, что точное прове- 
дение доказательств по методу древних возможно лишь тогда, 

когда самое предложение уже найдено и когда та область, из 
которой берется материал для доказательства, хорощо изучена. 
Успехи, имевшие действительно серьезное значение, были достиг- 
нуты только тогда, когда для завоевания новых областей было 
применено более легкое, хотя и менее отточенное, оружие и 
когда были приобретены необходимые для победы навыки в 
обращении с этим оружием. Эти навыки Кеплер приобрел в про- 
цессе своих вычислительных работ. Если они были в его руках 

средством для индуктивного вывода истинных законов движения 
планет, то, как мы увилим, они же служили ему для индуктивных 
расчетов величины интегралов, которые, правла, не всегла были 
столь же удачными; вероятно, именно в школе вычислительной 
практики он приобрел умение успешно пользоваться понятием 
бесконечно малой величины, хотя ничем, кроме самого названия, 

они не пояснил этого столь трудного в логическом отношении 
понятия. Отбрасывание высших степеней малых величин в при- 
ближенных числовых выкладках практически научило его тому, 
какие величины можно отбрасывать и при точных инфинитези- 
мальных расчетах. Во всяком случае в его работах, особенно 
астрономических, числовые и инфинитезимальные расчеты часто’ 
тесно связаны между собой. 

В 1615 г. появилась в свет кеплерова „Стереометрия бочек“ 
(„Зегеоте а дойогит“), главной целью которой является опре- 
деление наиболее целесообразной формы винных бочек. 

Вступительное теоретическое исслелование перерастает, олна- 
ко, рамки этого частного вопроса. Первая часть работы „Архи- 
медова стереометрия“ („\егеотефма Агсутедеа“) содержит 
изложение сочинения Архимеда о шаре и цилиндре. Уже здесь 
бросается в глаза, что Кеплер совершенно оставляет в стороне 
архимедово доказательство и, вместо того чтобы пользоваться 
способом исчерпывания, непосредственно вводит бесконечно. 
малые величины. Так, он говорит, что шар „как бы“ (уе) 
содержит бесконечно много конусов, вершины которых лежат 
в центре, а основания на поверхности шара, и находит, таким 
образом, его объем. Еще раньше определяет он тем же путем 
площадь круга, рассматривая его как сумму бесконечно боль- 
шого числа бесконечно малых треугольников. Вообще из его, 
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неоднократного „как бы" (уешН) видно, что он не стремится 
дать точное доказательство, а апеллирует только к наглядности. 
В других местах Кеплер отказывается от доказательств Архи- 
меда и Паппа, называя их чрезвычайно глубокими, но. трудными 
для понимания, и вместо них приводит рассуждения, которые 
устанавливают „вероятность“ того или иного предложения из 

соображений индуктивного и интерполяционного характера. 
„Вероятно“, что поверхность полушария равна удвоенной пло- 
щади больщого круга, так как боковая поверхность вписапного 
конуса вращения равна произведению площади большого круга 

на ИЯ, а описанного — произведению площади большого круга 

на 2/8; величину же лежащей между ними поверхности полу- 
щария естественно положить равной среднему пропорциональ- 
ному между этими величинами. 

Такая передача инфикитезимальных методов Архимеда очень 
далека от архимедовой ‘строгости. Однако в следующей части 
своей работы, носящей название „Дополнение к Архимеду“ („Зир- 
`Метешит а Агснимедеи1“), Кеплер показывает, что он умеет 
использовать ту легкость обозрения предмета, которую дает его 
краткий способ выражения, для получения новых правильных 
результатов. В этом дополнении он Определяет объемы различ- 
ных форм „желваков“, т. е. тел, образуемых вращением круга 
около оси, не прохэдящей через его центр. Предварительно он 
доказывает, что объем усеченного круглого цилиндра зависит 
только от расстояния между центрами оснований и от величины 
кругового поперечного сечения. Затем он рассматривает тор; 
деля его с помощью меридианных плоскостей на бесконечно боль- 
шое число усеченных цилиндров, он получает, что объем тора 
равен объему цилиндра, основанием которого служит вращаю- 
щийся круг, а высота которого разна длине окружности, описы- 
ваемой центром. 

Еще сиелее применяет Келлер метод бесконечно малых при 
нахождении объема тела, образуемого врашением круглого сег- 
мента около его хорды. Он называет это тело, яблоком“ или 
„лимоном“, смотря по тому, больше ли сегмент чем полукруг, 
или меньше. Он пользуется при этом предложением, для кото- 
рого он не дает, правда, ни доказательства, ни даже вполне 
общей формулировки, но которое следует из таких инфинитези- 
мальных соображений, которые он применял уже прежде. Предло- 
жение это заключается в следующем: тело, образованное враще- 
нием замкнутой плоской фигуры (Р) около оси, лежащей в той 
же плоскости и не пересекающей фигуры, равновелико части 
прямого цилиндра с основанием Е, отсекаемой плоскостью, кото- 
рая проходит через ось вращения и образует с плоскостью 
основания угол, тангенс которого равен 2я (на перпендякулярах 
к основанию" эта плоскость отсекает отрезки, равные окружно- 
стям, радиусами которых служат расстояния перпендикуляров 
от оси). С помощью этого предложения Кеплер доказывает, что 

16° 
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лимон, образованный вращением кругового сегмента АВС 
(черт. 14} около хорды АВ, равен разности между кольцом, 
образованным вращением сегмента АВС около диаметра Н/, па- 
раллельного хорде АВ, и цилиндром, у которого основанием 
служит сегмент АВС, а высота равна окружности круга, имею- 
щего радиусом расстояние ОД хорды от центра. Для того чтобы 

убедиться, что этот результат действительно 
является следствием вышепривеленного вспомо- 
гательного предложения, проще всего спроекти- 
ровать как послсднсс тело, так и соответствую- 
щне телам вращения усеченные цилиндры на 
плоскость, перпендикулярную оси вращения 217, 
О’Д' есть проекция плоскости, проходящей через 
диаметр 17 и образующей с плоскостью осно- 
вания угол, тангенс которого равен 2я. Упомя- 
нутое кольцо, образованное вращением сегмен- 
та АВС около днаметра #11, равновелико тогда 
усеченному цилиндру с основанием АВС, про- 
ектирующемуся по ^’Ё’О’А’, а искомый лимон 
равновелик усеченному цилиндру, проектирую- 
щемуся в 4’С’О’. Разность их есть прямой 

цилиндр, проектипующийся в Р’Ё’С’А“. 
Так как объем упомянутого кольца может 

быть вычислен как разность иежду объемами 
шара н тела, составленного из цилиндра враще- 
ния и двух шаровых сегментов, то, следова- 
тельно, задача решена. Подобным же образом 
находится и объем яблока 

Кеплер дает этому приему н обратное при- 
менение. Так как объем шара известен, то ста- 
новится возможным и определение объема пря- 
мого усеченнога цилиняра, имеющего основа- 

нием полукруг; сперва Кеплер находит его для 
рассматриваемого во вспомогательном предло- 

Черт. 14. женин частного случая, когда плоскость сечения 

наклонена к основанию под углом с танген- 
сом 2=, но затем решает задачу и в общем внде, основываясь 

на тол, что объемы цилиндров, усеченных различнымн проведен- 
ными через диахетр плоскостями, пропорциональны отрезкам, 

которые плоскости отсекают на образующей цилиндра. 
В то время как выводы, сделанные Кеплером путем при- 

менения бесконечно малых, правильны, это не всегда имеет 
место для его заключений по „вероятности“. Так, он думает, 
что объем, образованный вращением половины кругового сегмен- 
та АРС (черт. 14) около полухорды АД (половнна лимона), 
относится к объему, образованному вращением около отрезка СО 
{шаровой сегмент), как СО: АД. Он заключает это из того, что 
его предложение справедливо как в том случае, когда сегмект 
заменен полукругом, так и в том, когда дуга заменена хордою АС, 
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что велет к уменьшению обоих тел вращения. Кеплер правильно 
отмечает, что последняя замена непосредственно указывает на 
справедливость предложения в предельном случае, когда дуга 

обращается в нуль, Он проверяет, наконец, результат непосред- 
ственным вычислением объема лимона, которое он выполняет 
указанным зыше способом. Во взятом им случае отклонение от 
предложенного им закона слишком незначительно для того, 
чтобы оно могло сказаться на цифрах, нмеющихся в его вычи- 
слении. При более точных вычислениях ошибка Кеплера должна 
была бы обнаружиться, и Гульден вскоре, действительно, 
обнаружил ее. 

ель работы Кеплера состояла в нахождении такой формы 
винных бочонков, чтобы они при возможно меньшей затрате 
материала имели возможно большую вместимость. Это должно 
было привести его к исследованиям относительно максимальных 
и минимальных значений. Результаты его в этой области мы 
разберем ниже, в главе, посвященной задачам, решаемым теперь 
помощью диференцирования. 

Неудивительно, что со стороны ряда ученых, воспитанных 
на Архимеде, доказательства Кеплера, не говоря уже об его 

заключениях „по вероятности“, встретили недоверчивый прием. 
Так, ученик Виета Андерсок выступил против Кеплера в своем 
сочинении „Защита Архимеда“ („Уш@сае АгсЬипе@“). Были, 
однако, среди математиков и такие, которые ясно чувствовали 

плолотворность кеплерова способа трактовки вопросов, связан- 
ных с бесконечно малыми. К числу их принадлежал Бригг, работы 
которого в вычислительной области дали ему надлежащую 
подготовку. Некоторые результаты Кеплера Бригг проверил 
числовыми выкладками. 

Инфинитезимальные исследования имеются и в астрономиче- 
ских работах Кеплера. Ему приходилось здесь иметь с ними 
дело в связи с различными гипотезами относительно движения 

планет, которые он выдвигал одну за другою, но от которых 

затем нередко отказывался из-за их несогласия с наблюдениями. 

Прибегает он х исследованиям такого рода и для подтвержде- 
ния правильности тех законов, на которых он окончательно 
остановился. 

Чтобы получить представление о том, как Кеплер вводит 
величины, представляемые теперь с помощью определенных 
интегралов, мы можем познакомиться, например, с тем, как 
сформулирован им закон о пропорциональности между площадями, 
описываемыми радиусами-векторами (РМ = ›, черт. 6 на стр. 175), 
и соответственными промежутками времени. Кеплер говорит, что 
при движении планеты по ге эллиптической орбите с Солнцем 
в фокусе Р время, употребляемое планетою для перемещения от 
конца большой оси С до любого положения М, относится к вре- 
мени полного оборота, как „сумма раднусов-векторов“, прове- 
денных из фокуса К в точки дуги СМ, к „сумме раднусов-векто- 
ров“ всего эллипса. 
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Смысл этого утверждения, как следует из контекста в этом 

и других местах, тот, что указанное отношение есть предельное, 
к которому приближается отношение обеих соответствующих 
сумм, когда число точек на дуге СИМ и на всем эллипсе увели- 
чивается до бесконечности. Но и это предельное значение 
остается неопределенным, пока неизвестен закон распределения 
точек. 

Так, если бы между точками должны были лежать равновеликие 
дуги (А5) эллипса, то предельное значение равнялось бы .отно- 
шению значений интеграла ^45; распространенного, с одной 

` стороны, на дугу СМ, с другой — на весь эллипс. Здесь, однако, 
на равные части должна быть разделена не дуга СЛТ и не 
соответствующая истинная аномалия СЕЛ, а эксцентрическая 
аномалия СОМ, или центральный угол, соответствующий дуге СМ 
круга, построенного на большой оби эллипса как на диаметре (№-— 
точка окружности, проекция которой на большую ось совпадает 
< проекцией на ту же ось точки М эллипса). Если мы обозначим 
эту эксцентрическую аномалию через +, то промежутки времени 
должны относиться как значения интеграла /’т4%. 

Мы уже видели выше (стр. 176). что Кеплер для установле 
ния эллиптической формы орбиты пользуется тем обстоятельством, 
что радиус-вектор эллипса РМ равен расстоянию ЕР фокуса от 
касательной к кругу, проведенной в точке №. Произведение РР 
на элемент дуги круга а4+ (а — величина большой полуоси) есть 
двойной элемент площади секторовидной фигуры СЁМ, ограни- 
ченной дугою круга СА! и прямыми, соединяющими ее концы 
< фокусом Е. Кеплер пользовался этим уже раньше, когда он 
пытался объяснить движение как эксцентрическое круговое. 
Он знал, таким образом, что его утверждение об отношении 
времен сводится к тому, что это отношение равно отношению 
площадей сектора САМ и целого круга, а от Архимеда он знал, 
что это отношение, в свою очередь, равно отношению площадей 
эллиптического сектора СЕМ-и всего эллипса. 

Легко видеть, что кеплерова формулировка в высшей степени 
удобна для того, чтобы проверить закон площадей на получен- 
ном из наблюдений числовом материале. Конечно, Кеплер не 
может суммировать длины бесконечно большого числа радиусов, 
но он имеет возможность просумиировать ряд радиусов-векторов, 
соответствующих близким равноотстоящим значениям *, напри- 
мер углам Ф с целым числом градусов до любого угла фи 
до 360°, и определить отношения этих сумм. Вычисления пока- 
зали, что при уменьшении разности между последовательными 
значениями $ это отношение все более приближается к отноше- 
нию соответствующих времен. 

Закон площадей сводит определение положения планеты на 
ее орбите в данный момент к решению следующей задачи (так 
называемой проблемы Кеплера): из точки, лежащей на диаметре 
круга, провести прямую, которая вместе с отрезком диаметра 
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«ограничивала бы сектор данной площади. В аналитической форме 
задача выражается трансцендентным уравнением: 

ф- ешо = 

{е—эксцентриситет эллипса). Кеплер понимал, что трудность 
решения задачи коренится в том, что в уравнение входит как 
‹амая величина 1, так и ее синус. 

При ближайшем исследовании величин, которые мы обозна- 
чили здесь с помощью интегралов и словесное определение 
которых у Кеплера рассмотрели здесь, он употребляет также 
графическое изображение в прямоугольной системе координат, 
принимая независимую переменную за абсциссу и зависимую за 
ординату. Интегралы определяются тогда как площади, ограни- 
ченные осью абсцисс, кривою и дзумя ординатами. Так, в рас- 
смотренном здесь случае, где мы теперь написали бы соответ- 
ствующий интеграл в виде: 

$ 1 
144 = [а сво) 4 
о 

{положив РО = с), длина дуги круга СМ = ау выбрана Кеплером 
за абсциссу, а Г==а + ссозу за ординату- 

Отношения между интегралами Кеплер вычисляет, таким 
образом, приближенно как отношения между суммами большого, 
но все же конечного числа значений зависимой переменной, 

ствующих равноотстоящим значениям независимой пере» 
й. Кеплер не только вывел из найденных таким образом 

результатов законы природы, но и дал пример получения на 
этом эмпирическом пути исто математического результата. 

Он вычисляет в одном месте | 3118 8 с помощью суммирова- 
5 

ния значений 318, соответствующих значениям 8, содержащим 
целое число градусов. Интеграл получился бы умножением этой 

суммы на постоянную величину (длину дуги в 1? или 35% отно- 

шение таких сумм представляет собой, следовательно, отноше- 
ние соответствующих: интегралов. Ксилер паходит таким путем, 
что для значения $ = 90° интеграл равен 1; для нескольких дру- 
гих значений $ он находит, что интеграл равен 1 — соз8. Отсюда 
он делает заключение, что и вообще, как бы мы теперь написали, 

з 
эт $8 =1— с0$8. 

* 0 

Кеплер увидел впоследствии, что эмпирическое доказательство 
можно заменить точным геометрическим обоснованием; такое 
обоснование имеется уже у Архимеда в его определении поверх- 
ности шарового сегмента; оно дано там почти в той же форме, 
в какой Кеплер познакомился с ним у Паппа. Суть этого дока- 
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зательства заключастся в том, что поверхность сегмента могла 
бы быть разделена на усеченные конические поверхности, из. 
которых каждая в современных обозначениях равна: 

2175113 45, 

где г— радиус, #— угол между радиусами, проведенными к 
соответствующему элементу поверхности и к полюсу сегмента, 
и, наконец, $=/8 — длина дуги от полюса сегмента ‚до этого. 
элемента. Элемент этот равен, таким образом, 

Архимед преобразовывает это выражение в выражение для 
соответствующего элемента поверхности описанного цилиндра 
или в 

2тгай, 

где 4 — высота усеченного конуса. Таким образом вся поверх- 
ность сегмента равна: 

З=ей или 2” (1 — 088), 

и ь 

50148 =1 —с055, 
о 

Кеплер вычисляет тот же интеграл, но в совершенко иной 
задаче, Таким образом он видел единствс метода бесконечно 
малых. Это единство отчетливо выражается на языке анализа, 
которым мы здесь пользуемся, Но Кеплер этим языком не владел, 
и мы должны оценить проявленную им проницательность. 

Упомянем еще, что для приближенного значения длины эллипса 
Кеплер дает выражение *(а- 5), где аи $ — длины полуосей. 
Это выражение образовано из выражения 2=а для длины окруж- 
ности по аналогаи с образованием выражения лаф для площади 
эллипса из выражения са? для площади круга. Кеплер, опреде- 
ленно указывающий на это выражение лишь как на приближен- 
ное, несомненно, знал, что оно может быть применяемо лишь 
в том случае, когда величины @ и $ близки между собою; судя 

по обычному его приему при попытках угадать „вероятный“ вид. 
некоторого выражения, он не мог не рассмотреть, кроме д=а, 
и второго предельного случая 8 ==0, для которого выражение 
*(а-- 6) является совершенно непригодным, 

Ъ) Кавальери, Торичелли и Григорий Сен-Винцент. У Кеплера 
интегрирование — мы вводим для краткости этот позднейший 
термин — встречается почти исключительно в применениях к та- 

ким исследованиям, где это интегрирование непосредственно 
необходимо. Это не мешало ему, конечно, видеть, что одно и то 
же интегрирование может быть применено в весьма разнообраз- 
ных областях. Убедительный пример этого был нами только что 
приведен; проявляется это н тогда, когда, при определении объема 
тела вращения, Кеплер заменяет последнее усеченным цилиндром. 
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И все же, то обстоятельство, что Кавальери трактует интегри- 
рование абстрактнее и делает его предметом особых исследо- 
ваний, результаты которых могут быть затем применены в самых. 
разиообразных областях, знаменует собою существенный успех. 
Из переписки Кавальери с Галилеем можно заключить, что мысль 
об этом занимала не одного Кавальери, но и Галилей намере- 
вался выпустить работу 0 ›неделимых“ величинах. Такая работа, 
однако, никогда не увидела света, и мы можем говорить поэтому 
лишь о работах Кавальери, имевших тем большее значение, что 
они получили широкое распространение и долгое время служили 
основным источником для ознакомления с новым учением. При 
изложении содержания ‘этого учения мы будем пользоваться 
обеими работами Кавальери. Первая из них — „Геометрия, изло- 
женная новым способом при помощи неделимых частей непре- 
рывных величин“ („Сеотеша та@дизЫШЬив сопНипопий поуа, 
ЧиаФат танопе ргото{а“)— вышла впервые в 1635 г., а затем была 
переиздана в 1653 г. Вторая — „Шесть геометрических этюдов“ 
(„ЕхегсНанопез деотентсае зех“) — появилась в 1647 г. Она является 
ответом на очень резкую критику, которой Гульден подверг 
выдвинутые Кавальери понятия; поэтому здесь, по сравнению 
с первой работой, дается более четкое определение этих понятий.. 

В чисто геометрической форме, развивая метод, которым 
пользуется Кеплер для представления тех интегралов, с которыми 
он имеет дело, Кавальери устанавливает, однако, абстрактное 
и общее понятие, точно совпадающее с поздкейшим аналитиче- 
ским понятием определенного интеграла; это понятие является. 
затем предметом общих исследований. Основное понятие, кото- 
рым пользуется Кавальери, — это „сумма всех параллельных хорд. 
в замкнутой площади“, или, короче, „все“ эти хорды. Он знает,. 

что эта сумма бескокечна и что отношение между двумя такими 
суммами, вообще, неопределенно; но это отношение имеет опре- 
деленный предел, когда обе площади заключены между одними 
и теми же двумя параллельными и когда параллельные хорды, 

сумма которых рассматривается, принадлежат одним и тем же 
прямым, параллельным этим пограничным прямым и находящимся 

на равном расстоянии друг от друга. Отношение становится 
тогда равным отношению между двумя плошадями, внутри ко- 
торых проведены хорды. Таким образом получается, например, 
что площади эллипса и круга, имеющих общую ось, относятся 
как вторая ось эллипса к их общей оси. Кавальери довольно 
часто выбирает за одну из фигур параллелограм, а хорды про- 
водит параллельно одной из сторон его. Отношение сумм равно 
тогда отношению между площадью некоторой данной фигуры 
и площадью параллелограма и представляет собою взятую в со- 
ответствующих единицах площадь данной фигуры. Это отноше- 
ние дает, таким образом, то же, что и определенный интеграл’ 
современной математики. 

Даже после более точных разъяснений в „Шести упражне- 
киях“ данные Кавальери определения продолжали вызывать воз- 
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ражения. Роберваль и другие понимали его так, что, по его 
утверждению, сами площади должны представлять суммы беско- 
нечно большого количества параллелей, словно бы величина 
двух измерений состояла из бесконечно большого числа величин 
одного измерения. Кавальери, правда, не говорит этого, но все 
же он сам дает повод к недоразумениям, так как, присваивая 
параллельным хордам название „неделимых“, он дает основание 
считать, что эти хорды он рассматризает как бесконечно малые 
части площадей. В „Тести этюлах“ содержится, правла, локаза- 

тельство того, что суммы бесконечно болышого числа хорд отно- 
сятся как площади; но оно дано в довольно общих выражениях. 
Так, важное предположение, что хорды, число которых растет 

до бесконечности, 
должны повсюду 
иметь равные рас- 

стояния,  содер- 
жится там лишь 

в скрытом виде. 
Пока что, од- 

нако, столь об- 
щие рассуждения 
могли проводить- 
ся лишь в таких 

формах, какие дал 
Кавальери; формы 
доказательства, 
унаследованные 
от древних, при- 
менимы были 
лишь к отдель- 

Черт, 15. нымчастным пред- 
ложениям. 

Соответствие с определенным‘ интегралом непосредственно 
имеет место только тогда, когда площадь ограничена столь 
простым образом, чго она сама может быть выражена с помощью 
одного такого интеграла, а не составляется из нескольких. 
В случае, когда некоторые из параллельных пересекают контур 
‘более чем в двух точках, Кавальери преобразует фигуру в более 
простую. Если, например, контур отсекает на одной из паралле- 
лей несколько хорд А, А»..., то он откладызает на ней от не- 
которой определенной прямой отрезок у=А, +, --... Данная 
площадь преобразуется тогда в другую, ограниченную прямою 
и кривою линиями, причем последняя пересекает каждую из па- 
‚раллельных лишь в одной точке. Хорды, параллельные взятой 
нами прямой АА (на черт. 15 передвинутой одновременно в по- 
ложение АС}, можно подобным же образом передвинуть в поло- 
жение РИ. Положим СА = а, Ср =ви РМ=Х; х и у являются 
координатами точек кривой АО, ограничивающей вместе с осями 
СА и СО площадь, полученную в результате преобразования. 
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СТРАКИЦА из «Этодов» КАВАЛЬЕРИ: ВТОРОЕ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 





ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДО ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 251 

Площаль эта равна, таким образом, в современных обозначениях, 
р Ь 

в [ уах или 5] х4у, причем множитель 5, равный синусу угла 
Ы 5 

между осями, в изложении Кавальери, где речь идет всегда 
лишь об отношении площадей (сумм хорд), не играет никакой 
роли. 

Вышеприведенное преобразование применено Кавальери в его 
совершенно общем доказательстве того, что площади двух по- 

добных плоских фигур относятся как квадраты двух соответ- 
ствующих линий. Кавальери преобразует указанным образом обе 
подобкые фигуры, после ‘чего дело сводится к доказательству 
предложения для фигуры САД и подобной ей фигуры С1Ю®.О:. 
усть /М;(х, у) будет точка второй фигуры, соответствующая 

точке /1(л, у) первой. Тогда; 

Для доказательства Кавальери строит вспомогательную фи- 
гуру, в которой точке М(х, у) соответствует точка (м, У). 
Очевидно, что 

ско _х 
СЕР м,’ 

и так как точка (х,, у) фигуры СОЕ соответствует точке (ли, у.) 
фигуры САД, то 

х 
м: , 

следовательно, 

с®р _ ®) 
САБ, — \х, 

Очевидно, что доказательство в нашем изложении с обычным 
теперь употреблением коордикатных обозначений проше, чем 
у самого Кавальери; он обозначает еще каждый отрезок двумя 
буквами и, вообще, ведет все операции геометрически. Но самый 
хил мыслей его пепелан нами без всяких изменений. 

Кроме описанного здесь определения площадей, Кавальери 
производит подобное же определение объемов. Отношение между 
объемами двух тел представляется как отношение между суммами 
„всех“ плоских сечений, которые на обоих телах образуются 
рядом параллельных плоскостей. В то время как число этих 
плоскостей растет до бесконечности, их бесконечно уменьшаю- 
щиеся расстояния друг от друга должны все время оставаться 
равными между собою. Если любая из этих плоскостей дает 
в сечении с обоими телами площади, равные одна другой или 
находящиеся в данном постоянном отношении, то и объеиы 
обоих тел соответственно либо равны либо имеют то же данное 
отношение. Предложение это, впервые высказанное Кавальери 
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во всей его общности (стр. 232), и поныне носит его имя. Поль- 
зуясь им Кавальерп доказывает, что объемы двух подобных тел 
относятся как кубы соответствующих линий; доказательство это 
совершенно аналогично рассмотренному нами выше доказатель- 
ству предложения об отношенни площадей подобных плоских 
фигур. 

Вообще при определении объемов Кавальери ограничивае 
большей частью такими случаями, в которых параллельные се- 
чения тел подобны друг другу и, следовательно, относятся как 
кзадраты хорд, отсекаемых параллельными плоскостями на не- 
которой плоской фигуре (параллельные круги в случае поверх- 
ности вращения). Вычисление сводится, таким образом, к вычи- 
слению отношений между суммами квадратов хорд, отсекаемых 
системой параллельных прямых на двух фигурах, лежащих в одной 
плоскости. Нахождение этого отношения соответствует вычисле- 

нию отношения между двумя интегралами вида Ду 4х с одними. 

и теми же пределами, где у есть функция переменной х, выра- 
жающая ординату через абсциссу. Это отношение вычисляется 
сперва в абстрактной форме, и затем результат получает частные 
применения. К последним принадлежит нахождение объемов, 
которые умел выполнять уже Архимед, и наряду с ними вычисле- 
ние объемов многих тел вращения. Среди них есть такие, которые 
Кеплер вычислял путем разбиения их плоскостями, проходящими 
через ось врашения; Кавальери же пользуется сечениями, пер- 
пендикулярными к осн. Есть много таких, меридианные кривые 
которых составлены различным образом из конических сечений. 
Отметим, в частности, что Кавальери рассматривает иту поверх- 
ность вращения второго порядка, которая ускользнула от вни- 
мания не только Архимеда, но даже Ферма (стр. 197). — эллипти- 
ческий гиперболоид, который он называет гиперболическим 
тимпаном. Кавальери вычисляет объем, заключенный межлу 
таким гиперболондом и двумя плоскостями, перпендикуляр- 
ными к оси. 

В первом своем сочинении Кавальери сводит эти вычисления 
к интегрированиям, которые фактически знал уже Архимед 
и которые в современной форме представляются интегралами 

[ хах и [вах („Древние и средние века“, стр. 126), а в тех слу- 

чаях, когда приходится иметь дело с интегралом Дия хех — 

к квадратуре круга, Первый из этих трех интегралов, изобра- 
жаемый площадью треугольника, применялся, как мы видели, 
также Галилеем при определении пути, проходимого при падении 

(стр. 237), Что касается до {> 4х, то Кавальери находит его, или, 

вернее, отношение его к а3, следующим образом; он ищет (черт. 16) 
отношение между суммою квадратов „всех“ (стр. 249) хорд {или 
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трансверсалей) КТ, параллельных стороне АС, в треугольнике 
АЕС и суммою квадратов „всех“ хорд ВУ, отсекаемых на тех же 
прямых параллелограмом АС. Пусть будет ЕВ прямая, делящая 
пополам все хорды ЮУ параллело- 
грама; если мы положим: 

АТ-х; ТУНУ 
1 

$ =ё (- - а) и 5ТГ=а, 

то 
=е-2, у=е— 2, 
жу 24222. 

Так как хорды х относятся к тре- Черт. 16. 
угольнику АСЕ, у к СЕД, & к двум 
треугольникам ВСМ и ЕЁМ и В к параллелограму АВЕЕ, то, 
обозначая через [АСЁ] и т. д. сумму квадратов хорд в соответ- 
ствующей фигуре, мы получаем: 

[АСЕ] + [СЕС] = 8 [АВЕЕ] + 2 [ВСМ] + 2[ЕЕМ, 

Здесь, очевидно, 

[АСЕ] = [СЕС\, 

и так как суммы квадратов в подобных треуголькиках относятся 
как кубы сходственных сторон, то 

(ВСМ] —{ЕЕМ] = [АСЕ] 
Далее, 

[АВЕЕ = 1 [АСОЕ]. 

Делая подстановку, получаем: 

[АСЕ = ы ̀АССЕ], 

‘или 

ла 1 дз а. в 3 

Впоследствии, при вычислении объема тела, образованного 
вращением параболического сегмента с хордою, перпендикулярной 
оси, вокруг этой хорды, Кавальери имел случай определить 

/^ Ах и увидел, что этот интеграл может быть вычислен тем же 
о 

способом и что тот же метод можно примекить, вообще, к вы- 

числению интеграла /`л" 4х. Это вычисление и результат его 
0 

+ #1 

яАЕа он приводит в своих „Шести этюдах", однако лишь 
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после того, как по поводу нескольких задач, предложенных им 
на эту тему, он получил сообщение об идущих еще дальше ре- 
зультатах, к которым уже тогда пришел Ферма. Эти результаты 
Ферма соответствуют современной формуле для определения ы . 

интеграла / х“ 4х. 
С 

Покажем вкратце, что метод Кавальери действительно можно 

применить к нахождению интеграла / х“@х; сам он выполняет 
СО 

это определение последовательно до п=9. При сохранении 
прежних обозначений имеем: 

ии И а 
1.я 2-2 5 я» 2+... + | Эн. 62 

смотря по тому, четно или нечетно м. Если сложить теперь все 
значення м" в треугольнике АСЕ и все значения у" в треуголь- 
нике СЕС, то получается выраженне, члены которого содержат 
суммы величин 2", в которых = принадлежат треугольникам ВС 
и РЕМ, иг не превышает л. Для г-5и эти суммы уже вычнс- 

лены; сумма же величин =” для каждого из указанных тре- 

угольников составляет искомой суммы величин л” в тре- 

угольнике АСЕ. 
Некоторые другие применения метола Кавальери мы разберем 

в п. е (стр. 281 и слел.}. 
Торичелли, примыкая к Кавальери и, быть может, в еще более 

значительной степени к не увидевшим света исследованиям Га- 
лилея, также решал задачи, сводимые теперь 

5 к интегрированию. Так, в одной главе своих 
И „Сочинений по геометрии“ („Орега зеоте!са“) 
| он показывает нам 20 способов выполнения 
| квадратуры параболического сегмента, некото- 

рые из которых, однако (в том числе один, 
принадлежащий Архимеду), нельзя уподобить 
интегрированию. Другое исследование интересно 

| __ тем. что в нем определяется объем тела, про- 
чи, стирающегося в бесконечность; а именно, тела, 

ограниченного поверхностью,  образованною 
вращением равносторонней гиперболы около 
одной из ее асимптот, цилиндром, образованным 
вращением около этой асимптоты параллельной 

ей прямой, и плоскостыо, образованной вращением другой асимп- 
тоты (иными словами, тела, ограниченного поверхностью, образуе- 
мой на черт. 17 вращением ОММ№5 около 05}. Торичелли находит 
этот объем пользуясь тем, что величина цилиндрической поверх- 
ности, образуемой вращением ММ, не зависит от расстояния 
между ИМ№ и 0$. Прием его ближе всего можно было бы срав- 

Черт. 17. 
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нить с таким интегрированием: если уравнение гиперболы есть 
ху =, то объем 

[ху ах {2 4х = ЭкЁх. 

В том же 1647 г., когда появились „Этюды“ Кавальери, вышло. 
сочинение, имевшее еще больший объем. чем оба сочинения 
Кавальери, и также содержавшее многие такие задачи, которые 
теперь решаются путем интегрирования. Это была „Геометрия“ 
(„Ориз зеотеёлеши“) — буквально „Геометрический труд“ 
Григория Сен-Винцента. Доказательства в ней проводятся в со- 
ответствии с античными требованиями, однако мы не находим 

здесь ни той широты взглядов, ни той значительности резуль- 
татов, как у Кавальери, хотя Григорий и старается разно- 
образить приложения общих принципов, которыми он поль- 
зуется. 

К этим приложениям принадлежит его ‚„перемножение пло- 
щадей двух плоских фигур“ („Бисшз рат т рапит“) — бук- 
вально „умножение плоскости на плоскость“. Суть этой операции 

проще всего передать с помощью обозначений аналитической 
геометрии, которых сам Григорий, однако, не употребляет. При- 
мем линию пересечения двух взаимно перпендикулярных плоско- 
стей за ось х. Пусть в плоскостях этих лежат кривые у = Кл) 

из 
“ 

$1). Григорий рассматривает объем / уг ах тела, ограничен- 
ъ 

ного координатными плоскостями, цилиндрическими поверхно- 

стями у=Дх) и &=(х} и плоскостями х==а и х=. Исследо- 
вания его ограничиваются, однако, такими преобразованиями, 
которые получаются при замене уз равным ему произведением. 
двух сомножителей. Если уг = их, то 

Г. уг4х = Е Дл 4х, 
: : 

результат, содержащийся в так называемом предложении Ка- 
вальери (стр. 252). Так, объем, заключенный между плоскостью: 
ху, плоскостью ях и полуцилиндрами у — Иа — ”, 2=И а? — 7? 
равен объему тетраэдра, ограниченного плоскостью ху, плоскостью 
хё и плоскостями у=а—х, #=а- х. Этот результат сам по 
себе интересен. Но примененный здесь прием представляет го- 
раздо больший интерес с чисто геометрической точки зрения, 
чем с точки зрения развития интегрирования. Здесь, как и во 
многих других случаях, Григорий фактически задает простран- 
ственную кривую, служащую пересечением двух цилиндров, ее 
проекциями на две плоскости. Что же касается употребленного 
здесь стереометрического представления интеграла, то, как мы 
скоро увидим, Ферма и Паскаль, применяя его, получили резуль- 
таты, имеющие большое значение для развития самих методов 
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интегрирования. Однако нет никаких оснований утверждать, что 
здесь было налицо влияние Григория. 

Из дальнейшего содержания работы Григория отметим иссле- 
дования его относительно цилиндров с. непараллельными осно- 
ваниями. 

Наконец, в его труде впервые появляется предложение о ра- 
‘венстве площадей, ограёиченных гиперболою, одною из ее асим- 
птот и парами прямых, параллельных другой асимптоте и находя- 
щихся от нее на расстояниях, соответственно пропорциональных. 
О значении, которое это ппелложение имело в лальнейшем лля 
развития интегрирования, и о применении его к вычислению 
логарифмов мы будем товорить ниже, —в частности, при рас- 
смотрении интегрирований Ферма, 

с) Ферма, Паскаль и др. Ферма, начавший закиматься теми 
же вопросами несколько позже Кавальери и независимо от него, 
во многих отношениях отличается от Кавальери. Различие между 
ними выражается уже в том внешнем обстоятельстве, что несле- 

дования Ферма известны только из небольших статей и писем, 
вапечатанных лишь после его смерти, тогда как Кавальери напи- 
сал большие сочинения. Вследствие этого работы Ферма не сде- 
лались источником, из которого позже почерпалось знакомство 
с теми методами интегрирования, которые предшествовали появ- 
лению интегрального исчисления. Однако части наиболее круп- 
ных современных Ферма математиков они все же были известны, 
так что нельзя сказать, чтобы они вовсе не оказали никакого 
влияния. Так, мы уже указывали, что Кавальери, приводя 

а 
в „Шести этюдах“ свое вычисление интегралов /’х”ах, знал 

5 
© совпадавших с ним результатах Ферма 

Отличие Ферма от Кавальери заключается, далее, в том, что 
ферма, не чувствовавший ни в какой области математики по- 
требности в новых формах. но умевший пользоваться уже суще- 
-ствующими так, что они охватывали все его широкие и новые 

по существу исследования, не заботится, в-противоположность 
Кавальери, о новом абстрактном и общем выражении своих 
предложений и доказательств. Благоларя этому он избегает 
опасностей, связанных с применением новых и непроверенных еще 
форм; всюду он ступает по неоспоримо твердой и надежной 
почве и умеет, как мы скоро увидим, извлекать существенные 
выгоды Из традиционных способов рассуждения. То обстоятель- 
ство, что доказательство его проводится в применении к прех- 
ложению, имеющему частный характер, по сути дела не умень- 
шает его общности: Ферма умеет выполнять доказательство для 

отдельного случая (например, для определенного числового зна- 
чения показателя, который мог бы быть произвольным целым 
числом) таким образом, что вполне очевидна применимость 
этого доказательства и ко всякому другому случаю. 

Мы отнюдь не хотим сказать этим, что Ферма всегда дает 
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Мы отнюдь не хотим сказать этим, что Ферма всегла дает 
<воим утверждениям полные доказательства. Напротив, он часто 
выражается столь сжато, что мы узнаем только результат и, мо- 
жет быть, некоторые главные пункты обоснования. однако яс- 
ность и определенность его утверждений свидетельствуют о том, 
что он обладал материалом для полного дохазательства; и в не- 
которых местах он, действительно, дает такое полностью про- 
веденное доказательство методом исчерпывания, 

Формой, в которой всего естествениее было представить ин- 
тегрирование в связи с античным геометрическим изображением 
величин (в частности произведений), являлась квадратура. То, что 

ь 
мы называем Го Ях, для Ферма было площадью, ограниченной 

осыо абсцисс, кривою у=/(х) и ординатами х=аи х= 8. 
К таким кзадратурам Ферма и другие современные ему матема- 
тики сводили вопросы, решаемые нами теперь с помощью соот- 
ветствующего интегрирования; еще и теперь мы называем такое 

интегрирование квадратурой и говорим, например, о сведении 
диференциального уравнения к квадратурам. Вычисление интег- 

рала [х”@х представляло для Ферма квадратуру „параболы“ 
5 

у=х” (мы опускаем здесь и в дальнейшем постоянный множи- 
тель 1-й степени, присоединяемый Ферма лля геометрической 
однородности}. Название „параболы“ он распространял не только 
на кривые вида у==х”, гле л--пелое число, но и на кривые 

И 
вида %5 = со. Выполняя квадратуру последних, он получал то, 

что мы назвали бы теперь значением интегралов вида Ухах 
при пробном и. Далее, Ферма выполнял квадратуру „гипербол 
высшего порялка“, т. е, кривых вида д?у" = соп$, и вычислял 
таким образом интегралы указанной формы для отрицательных 
значений 12. 

Из относящихся к 1636 г. писем Ферма к Робервалю явст- 
вует, что при более ранних своих квапратурах парабол, охваты- 
вающих только параболы вила у = <”, гле и — целое число, Ферма 
‹ледовал тому же приему, с помощью которого Архимед вычис- 

лил /. 
$ 

Когда Ферма сообщил, что обладает общим методом, и дал ре- 
зультат для л==3, Роберваль ответил ему, что сам он выпол- 
няет то же интегрирование с помощью неравенств: 

а . 
и +. + 1 

и высказал предположение, что Ферма пользуется тем же ме- 
тодом. Ферма подтвердил это, но выразил сомнение в том, что 
Роберваль обладает общим доказательством этого предложения, 

1 Цошаыя Моторыя палезытани, 

“4х для п=! и2-(„Древние и средние века“, стр. 127). 
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Письмо Ферма указывает, что вычисление сумм степеней стояло 
у него в связи с суммированием разностных рядов любого по- 
рядка (стр. 167). 

Совершенно иным приемом Ферма получил впоследствии те 
же результаты для дробных и отрицательных значений п. Резуль- 
тат, относящийся к дробным степевям, Ферма сообщил Ка- 
вальерн еще з 1544 г., самый же метод указай им лишь 
в сочинении о квадратурах („Пе аедпайолии 1осанит {гапзтийа- 
Нопе.. т диабгап 1$ ийиуИз рагароз её ПурегроЙ8 цзиз“), окон- 
чательно отредактнрованном после 1657 г. 

Во введении к этой работе Ферма указывает на отличие сво- 
его метода от архимедова: в то время как Архимед (если не 
считать его так называемой геометрической квадратуры пара- 
болы, основанной не на интегрировании, а на суммировании 
бесконечного ряда) применяет арифметические ряды, Ферма 
пользуется геометрическими. Арифметические ряды получаются 
У Архимела (а также у Кавальери и самого Ферма при его преж- 
них квадратурах) при делении площади на бесконечно малые 
полоски равноотстоящими параллелями к оси ординат. Ферма же 
в разбираемой работе производит разделение пги помощи паралле- 
лей к оси ординат, абсциссы которых образуют геометрический ряд. 

Начнем с применения этого метода к определению интеграла 
гр 

Гх 1 ах, гле ри $ положительны. У Ферма это представляется 
$ 
как квадратура параболы х? = у’. Он начинает с разделения пло- 
щади, представляемой нашим интегралом, на полоски, ограничи- 

ваемые ординатами с абсциссами 

Гл, ах, 92х,..., 

где «< 1, так что абсциссы бесконечно уменьшаются до 0. Осно- 
ваниями полосок служат разности (Ах) между абсциссами, т. е. 

1 — эх, ап -алх, ® (1—2), 

2 
высотами полосок служат ординаты у= х®, т, е. 

„в 
ХТ, а р 

Если вместо полосок взять прямоугольники уАх, то дело 
сводится к нахождению суммы бесконечного геометрического ряла: 

249 244 №44 249 вы 

(1—2), (1 датх 9, (1—1 х 

Она равна: 
214 

а 
р 

Ея 
1—1 
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Искомый интеграл или искомая площадь есть предел, к кото- 
рому стремится эта величина, когда все полоски становятся бес- 
конечно узкими, т. е. при & = 1. Чтобы найти этот предел, Ферма, 

следуя обыкновению древних, заменяет извлечение корня и 
определением 4—1 средних пропорциональных. Если 8 есть пе 
вая из этих средних пропорциональных между 1 и о, то «= '. 
Преобразование, выполняемое Ферма, совпалает, таким образом 
с тем, которое мы получаем с помощью этой подстановки. Имеем: 

1-а 1-м _ а мае. и 

Ра а ааа. 

Предельное значение при В =1 равно ›; 

Чтобы получить соответствующую Вад ратуру гиперболы 

или площадь Й Ферма делит ее ординатами с абсциссами 
х 

0яз 

х, ах, @х 
Ах 

на полоски, причем теперь ®>1. Прямоугольники и образуют 

1 
тогда геометрический ряд, первый член которого есть “—\ =" 

а знаменатель О . ит Сумма для т>1 равна: 

Отсюда предельное значение для а==1, как в том случае, 
когда т есть целое число, так и в том, когда #2 — дробь, равно 

1 
(и — 1) т 
туре парабол. Чтобы показать простоту хода мыслей Ферма и 
общий характер как самого доказательства, так и результата, 
мы пользовались здесь современной символикой, вплоть до 
дробных показателей, и вели рассуждение для общего случая; 
сам Ферма излагает все с помощьо чертежа и связанных с ним 
обозначений и прием свой он применяет лишь к гиперболе 

аз 
У=у= и параболам ах и уз = ах. Однако он определенно 

указывает, что это лишь примеры, доказывающие правильность 
его общих результатов. Мы видим, что применяемое Ферма 

представление интеграла [ух имеет перед представлением, 
применяемым Кавальери, то преимущество, что становящиеся 
бесконечно малыми сомножители (Ах или 4х) в явном виде вхо- 
дят в вычисления. Поэтому они не должны быть, как у Каваль- 
ери, вовсе не вводящего их в вычисления, обязательно равными- 
Это, как мы скоро увидим, облегчает замену переменных. Позже 

ты 

что получается тем же способом, как при квадра- 
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мы увидим, что Лейбниц долгое время не мог справиться с этой 
задачей именно потому, что придерживался способа представле- 
ния Кавальерп- 

Указанный Ферма способ получения квадратуры гиперболы 

у г непосредственно применим только тогда, когда и > 1. 

При т <1 квадратура гаперболы находится с помощью пере- 
мены роли осей. Относительно случая иё — 1 (простой гиперболы) 
ферма замечает, что все полоски становятся тогда равновели- 
кимн. На это указал уже в 1647 г. Григорий Сен-Вныцеит. Веро- 
ятно, однако, что Ферма скорее испытал здесь влияние другого 
автора, имеяно Непера, и Что рассмотрекный нами метод полу- 
чения квадратур_ парабол н гипербол был найден нменно под 
этим влиянием. Действительно, сам Ферма называет этот метод 

своим логарифмическим методом; это, несомненно, должно слу- 

жить указанием на аналогию: между геометрическим рядом его 
абсцисс и применяемым Непером геометрическим рядом чисел, 
логарифиы которых определяются им с помощью равномерно 
двнжущейся точкн (стр. 135}. Ферма, вероятно, дал этому непе- 
рову определению, которое мы могли бы выразить теперь с по- 
мощью диференциального уравнения 

геометрическую форму (приняв величину у за абёциссу, о заор- 

динату) н увидел отсюда, что логарифмы представляются гео- 
метрически площадями, ограниченкыми гиперболой :. Затем, он 
мог получить квадратуру остальных „гнпербол“ простым пере- 
несением на них того же приема. Отсюда прием этот мог быть 

перенесен н на нахождение квадратуры парабол (которая рас- 
сматривается у Ферма лишь после соответствующего исследова- 
ння гнпербол). 

Читателя не должно удивлять, что Ферма не говорит прямо, 
что площади, ограниченные дугою гиперболы, одною из асимп- 
тот и двумя параллелями к другой, представляют собой лога- 

1 Если через х обозначить площадь криоой, а через у абсциссу го точни, то 
а урави‹ Ще миа, -у выражает, что ордината кр ду) по зб- 

‚ 
солютной величине равна --,‚ т, ©. обратно пропорциональна абсцисге, так что 
кривая является гиперболой. С другой стороны, величниа х является, по Неперу 
{стр. 135), логарифмом величины у, а основным свойством логарифма является 
как раз то, что ои растет в арифметической прогрессии, когда чиело растет 
в геометрической прогрессии. Таким образом получается, что площадь гиперболы 
растет в арифметической прогрессии, когда абсцисса одного конца ее дуги 
{при неизменной абсциссе другого конца) растет в геометрической прогрессин 
Отсюда, по гипотезе Цейтена, Ферма и приведен быт к мысли о целесообраз- 
ности ‘использовать дая выполнения кзадратуры не арифметический, а геонет- 
рический ряд абсцисс. Эта гипотеза представляется очень правдоподобиой. 

Прам. ред. 
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рифмы (или пропорциональны‘ логарифмам). Такое указание 
было бы несвойственным тому времеки, так как логарифмы были 
тогда чем-то новым, а гипербола вещью старой и хорошо зна- 
комой, и площади, ограниченные гиперболою, независимо от 
того, существовали или нет средства для их числового опреде- 
ления, естественно, рассматривались в геометрической форме, 
дававшей надежное основание для общих исследований. Из об- 
щей связи, правда, ясно видно, что, имея таблицы логарифмов, 
можно было бы пользоваться ими и для нахождения, в случае 
надобности, площадей гиперболы; мы увидим, однако, что, на- 
оборот, такими площадями пользовались для изображения, иссле- 
дования и вычисления логарифмов. 

Нахождение квадратуры других кривых, бывщее для Ферма 
тем, что мы назвали бы интегрированием новых функций, со- 
стояло для него в сведении, — помощью тех или иных преобразо- 
ваний, — этих новых квадратур к квадратурам прямолинейных 
фигур, парабол, гипербол (включая сюда простую гиперболу) 
и кругов. Сведение к квадрзтуре простой гиперболы соответст- 
вует, как мы только что видели, теперешнему сведению интег- 

рала к логарифмическим функциям, а сведение к квадратуре 
круга или частей его — сведению интеграла к круговым функциям, 
Числовые значения последних можно было брать из тригономет- 
рических таблиц. 

Из преобразований, ведщих к этой цели, Ферма знал, прежде 
всего, тё, которые соответствуют почленному интегрировакию. 
многочлена; их применял уже Архимед при нахождении квадра- 
туры гиперболоила. Наряду сэтим Ферма пользовался приемом, ко- 
торый представляет с нашей теперешней точки зрения некоторую 
комбинацию методов подстановки и интегрирования по частям. 

Интегрирование по частям или, по крайней мере, дости- 
гаемое с помощью его преобразование интеграла осуществля- 
ется путем перемены ролей обеих переменных. Геометрическое 
изложение Ферма как раз позволяет осуществить такую перемену, 

хотя ему и недостает средств полностью использовать ее, Пред- 
положим, что кривая дана уравнением у=е(х), что эта кривая 
пересекает ось абсцисс в точке с абсциссою а, а ось ординат 
в тозке с ординатою $, и что на пути от последней из этих то- 
чек к первой у с увеличением х уменьшается. Плошаль, лежа- 
шую между осями и кривой, можно выразить двояко, что дает: 

а 5 

Лувх = Гефл 
9 5 

Для того чтобы извлечь из этой замены то, что дает инте- 
грирование по частям, надо было уметь диференцировать функ- 
цию у=е(х) и догадаться произвести эту сперацию внутри ин- 
теграла. Ферма, как мы увидим, раньше, чем кто-либо другой, 
выполнял диференцирования; однако связь между ними и интег- 
рированием не была еще для него ясна в такой степени, чтобы. 



252 ВОЗНИКНОВЕНИЕ ИСЧЫСЛЕННЯ ВИСКОНЕЧНО МАЛЫХ 

‚он мог сделать из нее нужное здесь примевение. Ёму приходится 
поэтому ограничить свое интегрирование по частям тем случаем, 
в котором ок может получить результат, получаемый нами ди- 
ференцированием $(х}, другим путем. Вследствие этого его ин- 
тегрирование по частям ограничено случаем, который в совре- 
менной форме представляется в следующем виде; 

р ь 
Гах ан [ут 15 ау. 
е 6 

Эго соотношение, которое у Ферма принимает форму зависи- 
мости между площадями различных кривых, Ферма применяет 
к‘совершенно произвольным значениям 1, хотя доказательство 

ее приводится лишь для п=Тин=2. В этих случаях его 

доказательство содержится в доказательстве, данном Паскалем 
для более общего преобразования; надо думать, что тем же 
доказательством ферма пользовался и при других значениях м. 

Мы приведем здесь поэтому общее предложение Паскаля и его 
доказательство, которое он дает в своем сочинении „Трактат 
о прямоугольных трилинейниках и их вырезках“* („ТгаЙ& 4ез 
1Иопез гесбапа!ез еЁ Че 1е11$ оп8е{5“, 1659). 

На языке более позднего ин- 
Н тегрального исчисления паска- 

пред. здра 
рах можно выразить ‚следующим 
образом: если у=Х(х), 2 = %(у) 
суть уравнения двух кривых, из 
которых первая соединяет ука- 
занным выше образом точки (0, 6) 
и (а, 0), то 

у мы 
ах ау = ] (1 гра 

о 0 а 

Доказательство Паскаля имеет 

стереометрический характер и 
Черт. 18. вкратце может быть передано 

следующим образом: 2х предста- 
вляет собою площадь прямоугольника (черт. 18), образованного 
значениями 2 и х, соответствующими на каждой из обеих кри- 

* Трудно найти подходящий русский термин для перевода“ французского 
слова „опейе“. Оно пронсходит от слова „опе“ — ноготь н`нмеет очень много 
раздичных значений; например, зарубка на лезвии пезслниного ножика назы- 
вается „опре!“ (очевидно потому, что она захватывается ногтем). В геометрии 
термином „опа!е“ называют часть тела, вырезаемую плоскостями, например этим 
термином обозначается тело, вырезываемос из тела вращения двума проходящими 
через ось плоскостями. Из дальнейшего текста видно, в каком смысле слово 
„опре!“ употребляется Паскалем. Я перевожу здесь „опре!“ словом „вырезок“, не 
особенно хорошо звучащим по-русски, но, как мне кажется, наиболее подходя- 
щим в данном случае. . Прим. ред. 
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зых одному и тому же значению у, или, если рассматривать х, 
уизх как прямоугольные координаты в пространстве, 2х есть 
площадь прямоугольника, образованного координатами 2 и х 
точки М кривой АМС, по которой пересекаются две цилиндри- 
ческие поверхности, имеющие своими проекциями на плоскости 

ху и =у наши кривые. Следовательно 
ь 

Дахау 
с 

есть объем тела, ограниченного координатными плоскостями 
и обеими этими цилиндрическими поверхностями. Плоскость, 
соответствующая некоторому определенному значению х, 
даст в сечении с этим телом фигуру РАМ, конгрузнт- 

у 

ную №05, плошадь которой равна /’24у. Отсюда следует, что 
го 

Ре 
объем кашего тела равен также / [/=5) ах. 

$ \ 
Григорий в своем „Умножении площади на площадь“ (стр. 255) 

тоже посвятил рассмотренному сейчас телу ряд исследований, 
не имеющих, однако, большого значения. Когда цилиндр 2 = (у) 
есть плоскость, проходящая через ось х, Паскаль называет тело 
„вырезком“ (опб1ей). 

Полагая 2 =у"' и применяя уже известную квадратуру этой 
параболы, получаем формулу, которую, как было упомянуто, при- 
менял Ферма. Методы у него те же, но у Паскаля они имеют 
большую общность. Ничего неизвестно о том, кто из обоих: уче- 
ных впервые применил этот метод, и сообщал ли о нем что-ни- 
будь один другому. 

Ферма показывает на ряде примеров, с какою свободою он 
может пользоваться своею формулою. То он дает ей синтетиче- 
ское применение, чтобы из знакомых квадратур вывести нозые, 
то аналитическое, чтобы свести квадратуру данной кривой 
к знакомым квадратурам. В обоих случаях вместо у“ или ху" 
подставляются постепенно новые выражения того же вида, даю- 

ющие возможность новых применений этого рода интегрирова- 
ния по частям, 

Так как Ферма хочет только доказать, что возможно выпол- 
нить квадратуру тех или иных кривых, то для него не интерес- 
но, какими именно ординатами ограничена площадь. Он выпол- 

няет поэтому фактически те операции, которые мы назвали бы 
теперь неопределенными интегрированиями. 

В одном из примеров Фгрма зыполняет квадратуру кризой, 
получившей название декартова листа. Он исходит из того, что, 

х з ь 
если уз = -‚ то зах непосредственно получается с помо- Е 

щью квадратуры двух гипербол. Отсюда, путем его интегриро- 
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вания по частям, межно найти /Гу’х у, или, полагая у?х = ат, 

\Г:4у. Уравнение между у и Ё, являющееся результатом исклю- 
чения х, есть #+- у =афу, т.е. уравнение декартова листа- 
последний из найденных интегралов и дает, следовательно, его 
квалратуру. Результат этот, вероятно, был получен аналитически, 
т. е. применением тсх же преобразований в обратном порядке. 
Применение к кривой, некоторые свойства которой были уже 
тогда исследованы другими математиками, показывает, что 
Ферма умел прилагать этот метод не только к специально подо- 
бранным примерам. 

О том же свидетельствует и применение метода к задаче, 
предложенной Ферма ‚одним ученым геометром". Эту задачу мы 
приведем как пример сведения квадратур к квадратуре круга, 
т. е. сведения интегралов к круговым функциям. Задача касалась 

з 

аа’ 
делении площади, ограниченной кривсю, осью у и осью х, слу- 

жащей асимптотой кривой. Для -нахождения этой квадратуры 
Ферма производит следующий анализ. С помощью подстановки 

1 в 
д? = ау интеграл Изах преобразовывается в. У 4х. Послед- 

няя квадратура применением метода Ферма сводится к опреле- 

лению интеграла хе й2 или, полагая хг=аё к определению 

квадратуры кривой у= в частности, речь шла об опре- 

интеграла Де. Исключая из данного уравнения и уравнений 

подстановок величины х и у, получасм уравнение окружности 

В = 4? —2*; следовательно, ‘142 будет представлять собою`пло- 

шадь, ограниченную дугой окружности. В упомянутом частном 
случае различные указанные здесь квадратуры в современных 
обозначениях выразятся так: 

аз х 
Г аи Их 
[а 

Ферма применял свой метод также к выводу болсе общих 
результатов, непример к послсдоветсльному выполнению интег- 

рирования (еж: @х, где п нечетное пелое число. Его 

редукция, которую вследствие недостаточности его метода он 
Ы 

должен был получить, не прибегая к диференцированию (1—2), 
не вполне совпадает с той, которая применяется теперь к ука- 

занному интегралу или к по существу равнозначащему с ним 

Ут"? хах. Ферма сперва показывает свой прием для случая 

п =3. Если положить а? — х? = у?, то с помощью его метода 
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и последовательных подстановок ху = а4 у? = ах, интеграл [уз х 
последовательно сводится к хучу; ау, Гуа Де. 

Так как исключение х ну дзет уравнение # -|- 5? = а2, то 

последний интеграл представляет собою круговую функцию 
и путем перенесения начала может быть приведен к указанному 
выше общему виду (причем теперь я = 1). Для больших нечет- 
ных значений п, как замечает Ферма, надо только повторить 

этот прием песколько раз. Тогда даиный нитеграл Де? 2 

выражается через несколько интегралов того же вида, в которых 

п заменено через -— 1 и кизшие значения. 

Из других французских математиков, занимавшихся теми же 
исследованиями, мы уже назвали Роберваля и Паскаля. Оба они 
находились в близких сношениях с Ферма. Первый занимался 
одновременно с. Ферма квадратурою парабол любого целого 
порядка и, кажется, пришел к полному обоснованию своих резуль- 
татов только благодаря Ферма. Выполнял он, сверх того, раз- 
личные частные случаи квадратур. О наиболее интересном из 
них — квадратуре циклоиды —мы будем говорить позже, в главе, 
посвященной сопоставлению многочисленных и разнообразных 
исследований, касающихся этой замечательной кривой. Из дру- 
гих квадратур Роберваля упомянем © квадратуре конхоиды, 

з 

содержащей, между прочим, определение интеграла / 
с 

Последнее основано на применении полярных координат к полу- 
чению квадратуры прямоугольного треугольника < основанием а 
и высотою а 85. Площади бесконечно малых треугольников рав- 
ны тогда (в современных обозначениях): 

та 598. 

Исследования Паскаля в области интегрирования находятся 
в его появившихся в 1659 г. „Письмах А. Деттонвилля о не- 
которых его геометрических открытиях" („Рецгез 4е А. РенопуШе 
зиг не!аиез - ипез 4е 5ез Тауепйопз еп Оботёше“). В них стави- 
лась, между прочим, задача создания срелств, необходимых для 
различных квадратур, кубатур и определения центров тяжести, 
связанных с циклоидою и образуемыми ею телами вращения; 
однако служащие для этого подготовительные работы проведены 
так систематически, что они знаменуют собою существенные 
успехи в самых методах интегрирования. Так, общее предложе- 
ние, рассмотренное нами на стр. 262, раскрывает суть преобразо- 
вания, достигаемого теперь интегрированием по частям, яснее, 
чем это было сделано у Ферма. У Ферма значение, которое имеет 
этот прием, выявляется благодаря тому, что именно этим приемом 
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ему удается получить крупные результаты. Задачи, которые ре- 
лает Паскаль, правда, более просты, но зато ему удается уста- 
новить раз навсегда результаты, достигаемые на каждом отдель- 
ном шагу, так что затем эти результаты он имеет в своем рас- 
поряжении; точно так же и другие, кому эти результаты могли 
бы понадобиться, имели бы возможность непосредственно их 
применить, 

Интеграл у Паскаля выступает в форме, близкой к той, кото- 
рой пользуется Кавальери. Прй этом, однако, у Паскаля мы на- 
ходим более точный способ выражения. 

Так, под суммой бесконечно большого количества ординат 
кривой он определенно понимает сумму площадей прямоуголь- 
ников, образуемых ординатами, отсекающими на оси абсцисс 
равные бесконечно малые отрезки, и самими этими отрезками 

(т. е. то, что мы обозначаем теперь через Гу ах). Когда же он 

называет ординату кризой синусом ее дуги, он понимает под 
суммою бесконечно большого количества таких синусов сумму 
произведений ординат, отсекающих равные бесконечно малые 

дуги, на эту бесконечно малую дугу, т. е. теперешний Ду или, 

если луга есть дуга круга радиуса 1, эт 8. Там, где незави- 

симая переменная интегрирования не язляется, как здесь, „есте- 
ственной“, которую нет надобности указывать, Паскаль опре- 
деленно отмечает, какая из величин играет эту роль, определен- 
но говоря, какую величину надо разделить на бесконечно, точ- 
нее, на неопределенно (пабйпипети) большое количество рав- 
ных частей. Убедиться в том, что мы получаем действительную 
величину искомой площади, объема или статического момента, . 
мы можем, по словам Паскаля, путем доказательства того, что 
„разность стаковится меньше любой данной величины“ („шот- 
Чге чи’аисипе Чопиве“), выражение это, употреблявщееся уже 
другими, обозначает по существу лишь то, что уже заключается 
в античном доказательстве методом исчерпывания. 

Паскаль применяет несколько шире, чем Ферма, арифметиче- 
ские приемы к вычислению интегралов и установлению некото- 
рых их свойств, Так, например, аналогично тому, как он посту- 
пает в узении 06 арифметическом треугольнике (стр. 167). 
Паскаль образует из сумм: 

Уу-ичит.. Ну» 

где У. У»... значения у, соответствующие равноотстоящим 
значениям хь Х»,...— аргумента х, треугольную сумму: 

Уи +... Ми +У, 
р - ит 
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хоторая, очевидно, равна; 
п 

У, т 
Сумму таких треугольных сумм: 

Уи. + еп, у, 1 р ы 
Паскаль называет „пирамидальной суммой“; она, очезидно, равна: 

р 
в = у, „. 

Образуя каждую новую сумму, Паскаль умножает ее на по- 
стоянную разность последовательных значений аргумента и рас-. 
сматривает бесконечно большое число значений аргумента, так 
что м, =(и х, =а. Таким образом он не только получает инте- 

гралы вида Г хуах (из треугольных сумм) и Гхуах (из удво- 

енных пирамидальных сумм), но однозременно арифметически 
доказывает предложения, которые на современном языке анализа 
представляются формулами: 

[4х (р 4) = Г 4х, (а) 

[хуах. (15) 
| 

ах [и 

Первый из этих интегралов Паскаль применяет при нахожде- 
нии центров тяжести для того, чтобы выразить сумму статических 

моментов элементов ух относительно оси у; тем обстоятель- 

ством, что эта сумма равна Гуах, где } — абсцисса центра тяже- 
8 

сти, он пользуется для определения последнего. 
Результаты, выражаемые равенствами (1а) и (1Ъ), мы отнесли бы 

теперь к интегрированию по частям. Общую формулу такого 
интегрирования, к которой Паскаль пришел стереометрическим 
путем, мы уже рассмотрели (стр. 262)в связи с применениями того 
же метода у Ферма. В частности Паскаль применяет и относящуюся 
сюда формулу: . р 

Гут ГУ ха [6 
о о 

которой пользуется Ферма. Паскаль комбинирует применение этой 
формулы с преобразованиями, эквивалентными замене у на у -{ с. 
Приложения этой формулы разнообразятся также тем, что Пас- 
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каль за одну из переменных привимает дугу кривой, а за другую— 
соответствующую ей абсциссу. 

В той же работе Паскаля мы находим очень интересную 
главу, посвященную интегрированию тригонометрических функ- 
ций. Выводы этой главы опираются на следующее вспомогатель- 

ное предложение: если (черт. 19) две произвольные точки ЕЕ 

касательной к окружности, проведенной через любую ее точку 0, 
сделать вершинами прямоугольного тре- 

р Е в угольника ЕКЕ, катеты которого парал- 
лельны двум определенным взаимно пер- 
пендикулярным радиусам АВ и АС, то 
прямоугольник, построенный на ЕЁ и на 
линии синуса угла САБ, т.е.на 05, равно- 
велик прямоугольнику, построенному на 
радиусе ДА и проекции ЕЕ на радиус АС, 
т. е. АЮ. С помощью применяемого здесь, 

д подобия треугольников ЕЕ и А5$Р` до- 
6 Я $П стигается, правда, только то, что Архимед 

при своем вычислении поверхности шара 
Черт. #9. получает с помощью других подобных 

треугольников; правда также, что приме- 
нимость этого подобия к определению величин, выражае- 

мых теперь с помощью Дэя 3 45, была известна также Кеплеру, 

Гульдену и др. (стр. 247 и 234). Если мы, однако, указываем 
здесь место, которое Паскаль отводит этому предложению, 

и форму, которую он дает ему, то делаем это, с одной 
стороны, из-за дальнейших приложений, имеющихся у Паскаля, 
а с другой — из-за крупной исторической роли, которую сыграло 
это предложение. Паскаль тут же рассматривает случай, когда 
АЮ и ЕЕ, могущие, как было упомянуто, иметь произволь- 
ную величину, становятся бесконечно малыми, благодаря чему 
бесконечно малым становится и треугольник ЕБК. Этот 
бесконечно малый треугольник Паскаля, как впоследствии 
указывал сам Лейбниц, послужил образцом для так называемого 
лейбницеза „характеристического треугольника“. Последний обра- 
зуется для любой кривой таким же образом, как паскалев тре- 
угольник для окружности; сторонами его, по введенным Лейбни- 
цем обозначениям, служат диференциалы 4х, у и 45. Подобием 
этого характеристического треугольника с треугольниками, сто- 
ронами которых служат подкасательная, ордината и касательная 

или ордината, поднормаль и нормаль, пользовались как для 
крадратур, так и для определения касательных и другие авторы, 

в частности Барроу и `Ньютон; но лейбницева ссылка на Паскаля 
указывает нам на прямую историческую связь между их инфини- 
тезимальными исследованиями. 

В то время как Лейбниц так широко пользуется своим 
треугольником в задачах, принадлежащих -диференциальному 
исчислению, Паскаль применяет свое предложение только к пре- 
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образованию ‹умм, которые в полном согласии с его точными 
пояснениями можно представить как интегралы. Если положить 
радиус круга равным 1, то предложение, приведенное выше 
можно написать {если ввести еще знак минус) в виде 4с0$8 
= — 08 48 или, меняя роли двух осей, к которым Паскаль по- 
переменно относит свой синус, в виде 4 яп = с0з8 48, Резуль-. 
тат этот непосредственно применяется не только к нахождению 

[5118 4% или /соз8 #3, но и, например, к преобразованию 

Геи в4® — (-0 Ге" о (сов 8). 

Пользуясь этим преобразованием, Паскаль замечает, что в слу- 

чае п-—2 интеграл /` 
5 

кругового, сегмента, соответствующего луге 2, т. е. равен 
1 ВЯ 
5% — 5 Мпа соза; точно так же при ий = 3 нахождение интеграла 

12548 представляет площадь половины 

« 
Гз188 @ он сводит к соответствующему вычислению объема 
5 
шарового сегмента. Вычисление „Дип соз8 + производится у 

Паскаля не непосредственно с помощью указанного преобразо- 
вания, а в связи с некоторыми соображениями из области ста- 
тики. Пусть каждый отдельный синус занимает на чертеже свое 
естественное место (как 025 на черт. 19); в таком случае вели- 

* 
чина, выражающаяся через [п @, распределяется, как явствует 

. 
из указанного в вспомогательном предложении преобразования 
отдельных членов суммы, на равные весовые части при таком 
делении дуги, при котором проекция ее на прямую АС делится 
на равные части. Следовательно, центр тяжести ве равноудален 
от обоих крайних синусов, и проекция его на ось находится от 

1 
центра на расстоянии 5. соз а. Таким образом, применяя установлен- 

ное Паскалем правило для определения центра тяжести, получаем; 

что дает, так как знаменатель равен соза, 
= 
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Результаты, соответствующие другим пределам, легко выво- 
дятся отсюда. 

Из дальнейших результатов Паскаля отметим те, которые 
можно выразить равенствами: 

[со (&—3).048 = [уп (а — 848 = 1 — соза, (За) 
0 о 

Го — соз(# — 8} —т® (35) 
« 

1 1 [соз(«— 9)-0249 
ый ® 

Формула (3а) получается непосредственно из общей фор- 
мулы (Та) (стр, 267), если х, уи а заменить через 3, соз (&— 8) их; 
формула (35) получается из формулы (15), если использовать 
результат формулы (34). 

Приведем еще результат, выражающийся формулой; 

4 [со («— 8.540 = 4? — чЧи?а, 
9 

С помощью своих правил преобразования Паскаль выводит 
отсюда новые интегралы, например, 

703%), у 324 (с0$0), [|334 (с059), 

[9038 4 (с038), [320384 (с05 8), [8 с09? 3 4 (6081) 

и много других. Записывая в этих интегралах с0$3 как незави- 

симую переменную, мы хотим этим выразить, что это та пер 

менная, которую Паскаль представляет себе разделенной на бес- 
конечно большое количество равных частей. 

Дальше он применяет различные свои методы к вычислению: 

интегралов: 

В В В 
жа» | (@' — 3) ‘зах. 

$ 
} (2 —х 

Первый из этих интегралов он выводит, связывая с ним за- 

дачу о нахождении центра тяжести половины шарового сегмента, 
так как этот центр тяжести может быть найден и другим путем. 
Третий интеграл выводится из первого с помощью формулы (2). 

В то время как три рассмотренных нами здесь французских 
математика находились в оживленных дружеских сношениях 
друг с другом, Декарт получил свои результаты в области 
интегрирования самостоятельно и, несомненно, без всякого 
влияния с их стороны. Результаты эти, связанные с нахб- 
ждением площадей и центров тяжести, Декарт приводит 
в одном из своих писем, относящемся к 1638 г. (написанном, 

следовательно, задолго до выхода „Этгюдов“ Кавальери). Так 
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как он не дает никаких пояснений относительно способа, кото- 

рым они найдены, то мы должны ограничиться указанием на то, 

что все они могут быть сведены к интегралам вида /`х“ах, где 
п — целое положительное число. Гюйгенс также самостоятельно 

нашел некоторые из квадратур, которые он применяет в раз- 
личных исследованиях; но именно в силу связи их с отдельными 

приложениями они знаменуют не. столько развитие методов ин- 

тегрирования, сколько успехи в деле его применения; заслуги 

его в этой области мы разберем поэтому более подробно лашь. 
в пункте # 

9) Валлис. Со времен классической древности до наших 
дней, для того чтобы выставить некоторое математическое 
предложение, считается необхолимым обладать полным его до- 

казательством. В древности требования эгого рода простирались 
так далеко, что для полной уверенности в их выполнении были 
выработаны формальные требования, предъявлявшиеся к дока- 
зательству. В большинстве случаев в литературе, дошедшей. 
до нас от древних, мы сталкиваемся с тем фактом, что автор 
заботится только о выполнении этих требований. Он не считает 
нужным указывать, каким образом были впервые найдены те 
или иные результаты, часто очень важные и всегда хорошо 
обоснованные. Возможно, поэтому, что математики того времени 
получали и другие результаты, от опубликования которых, од- 
нако, они воздерживались по той причине, что не могли дать 
доказательствам требуемую строгую форму. Лишь в виде исклю- 
чения древние авторы сообщают предложение без доказа- 
тельства. Писатели нового времени, напротив, часто позволяют 

себе эту вольность, когда их вызывает на нее пространность 
доказательства или другие причины. Сам автор должен, однако, 
обладать доказательством предложения, если речь идет не 
просто о более или менее обоснованной догадке. 

Античные правила относительно доказательства были в ХУП в. 
хорошо усвоены. Однако в эпохи, когда математические знания 
развиваются столь пышно, доказательство будет всегда тесно 
связано с догадками, основанными на неполной индукции и ана- 
логии, и являющимися обычно, по крайней мере в голове автора, 
предоестниками положительных успехов. В ХУЦ в. эти догадки 
и их результаты получили доступ и в литературу. Какие бы ос- 
нования ни имел Ферма уверять, что он действительно обладал 
доказательствами многих утверждений, относящихся к теории 
чисел и предложенных им другим ученым, все же некоторые из 
его утверждений, как мы указывали, основывались на неполной 
индукиии, в одном случае склонившей его даже к неправиль- 
ному утверждению. Мы видели также, что в эпоху нового ожи- 
вления инфинитезимальных исследований доказательства и форма 
изложения не могли поспевать за открытием новых результатов. 
Как мы видели (стр. 247), Кеплер первоначально построил одно 
из своих предложений, доказательство которого он лишь позже 
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нашел у Архимеда, на неполной индукции; как он, так и Ка- 
вальери излагают свои инфинитезимальные исследования в такой 
форме, которою современники их, принадлежавшие к ученикам 

греков, могли быть удовлетворены в еще меньшей мере, чем 
теперь мы; действительно, мы пользуемся теперь инфинитези- 
мальными понятиями, но в ‘более развитом и обоснованном 
виде, так что мы можем сами устранить недостатки способа 

выражения Кеплера и Кавальёри. Но благодаря практике мате- 
матики ХУЦ в. овладели областью новых исследований в такой 
степени, что скоро стали в состоянии давать доказательствам 
своих утверждений совершенно точную форму, вполне соответ- 
ствовавшую требованиям древних. Было бы, однако, слишком 
долго проводить доказательства таким образом для каждого из 
многочисленных новых предложений в отдельности. Пришлось 
поэтому ограничиться приведением доказательства лишь для 

некоторых отдельных предложений; этим намечалось, как нужно 
вести доказательство в остальных случаях. Так поступали Ферма 
и Паскаль. 

Совершенную противогположность как таким доказательствам, 

так и полной индукции Паскаля (стр. 167) представляет метод 
рассуждения Валлиса. Валлис совершенно сознательно и систе- 

матически применяет неполную индукцию, т. е. такую индукцию, 

которая довольствуется демонстрированием правильности пред- 
ложения для большого, но конечного числа случаев, хотя утвер- 
ждается справедливость его для всех случаев; часто Валлис до- 

вольствустся простыми заключениями по аналогии. Необходимо, 

однако, тут же заметить, что результаты, получаемые Валлисом 

этими методами, обладают степенью достоверности гораздо боль- 
шей, чем та, которой можно было бы ожидать, если бы такое 
же число рассматриваемых случаев было выбрано наудачу. Дей- 
ствительно, при рассмотрении отдельных случаев, приводимых 
Валлисом, напрантивается догадка, что и в остальных случаях 

положение дела не изменится и предложение останется спразед- 
ливым, хотя эта догадка и не выражается в виде полного дока- 
зательства. О том, насколько токко было развито в этом отно- 
шении чутье самого Валлиса, говорит справедливость наиболее 
существенных его результатов. Отдельным из них, которые 
в обычном значении слов являются неправильными, — например 
утверждению, что отрицательные величины больше бесконеч- 
ных, — он сам, несомненно, придавал лишь формальное значение. 

Валлис, хорошо знакомый как с лревней, так и с современ- 
ной ему литературой и обладавший, сверх того, точным логи- 
ческим умом, видел логическое несовершенство своих приемов, 
конечно, в неменьшей степени, чем его современники. Он сам 
говорит, что он, быть может, поступил бы умнее, если бы, по- 
добно древним (он, несомненно, имеет здесь в виду Архимеда, 
на что указывает и позже в другом месте), он просто выставил 
и доказал отдельные предложения, выесто того чтобы излагать 
весь свой метод. Конечно, он избежал бы тогда замечаний, которые 
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мы сделали по его адресу, но тогда он не мог бы в такой же 
мере, как оп это сделал, подготовить почву для дальнейших 
успехов математики. 

В то же время он, как мы сказали, ясно видел недостаточ- 
ность тех путей, которые его приводили к открытию новых пред- 
ложений и которыми, несомненно, шли и другие математики, 
проявлявшие только ббльшую осторожность с опубликованием 
сообщений о них. 

В своей „Арифметике. бесконечных величин“ („АтИБтейса т- 
Нойогит") Валлис придаст задаче ознакомления читателя с своими 

индуктивными путями открытий настолько самодовлеющее зна- 
чение, что ок применяет эти пути и к получению таких резуль- 
татов, для которых тогла существовали уже полные доказа- 
тельства; нз доказательств этих те, которые имеются у Ка- 
вальери, были ему во всяком случае знакомы 1, а те, которые 
были сообщены широкому кругу математиков Робервалем и 
Ферма, тоже вряд ли были совершенно неизвестны. Вычисление 
х 
Деах 
= представляет собою для Валлиса, как и для Кавальери, 
х 
то же, что вычисление 

Е ВНЕ 
аи ти... Е 

при неограниченном увеличении числа и, остающегося все время 
на 1 меньшим числа членов знаменателя. Для п = 1 Валлис, как 
и Архимед, основываег результат на суммировании разностной 
прогрессии. Для я =2 и и =3 он берет постепенно все большие 
значекия #2 и показывает индуктивным способом, не пользуясь, 
как это делал Ферма, точным выражением суммы в числителе, 

1 
что дробь рапна „-_у плюс величина, которая при увеличении 

т становится меньше любой данной величины. Распространение 
предложения на большие значения показателя м производится 
затем путем подобной же индукции. 

Валлисово распространение этого результата на дробные и 
отрицательные значения и особенно замечательно тем, что он 
провел его, не применяя з своих обозкачениях дробных и отри- 
цательных покязателей, В основу им положен не. только резуль- 
тат, уже полученный для целых положительных значений и и 
говорящий, что при у= 

мах Хх = хи й рэвх=] 
о 

1 Следует заметить, что сам Валлис говорит в начале работы, о которой идет 
речь, что работ Кавальери он не читал, а знает о них из сообщения Торичелан. 

Прим. ред. 

[8 цойтьв. Петорья матешатки. 
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но и другой результат, точно выводимый им из первого и мо- 
гущий быть представленным формулой: 

у уз па 
еы и ОЕ тавее ЗСО 
{хи = Чу— У ит”. 

Действительно, два вышенаписанных интеграла представляют 

собою две площади, на которые парабола у= х” делит прямо- 
угольник ху; вторую можно, таким образом, найти, зычитая 
первую из ху. 

Валлис начинает с того, что располагает коэфициенты при 

ху в интегралах ВА уалх, (где у! = ^?), в виде таблицы, столбцы ко- 

торой соответствуют значениям 0, 1, 2, 3,... показателя р, а строки 
значениям 1, 2, 3,... показателя 4. Таблица начинается так: 

о 1 2 .: 
в Е - 1 1 Е 
з «5 

Е 8 2 2 2 и 9 те 
2 3 4 5 
з 3 в 3 — м а 
3 1 5 
4 4 

* 4 5 
5 |: 

Чт 

Первая строка и первые два столбца здесь известны; осталь- 
ные элементы определяются затем по бросающемуся в глаза за- 

кону с помощью соответствующих вставок. Вставки эти Валлис 
называет интерполяциями; но основаны они, в сущности, только 
на заключениях ло аналогии. Валлис определенно поясняет, как 

величина 2. образуется из отношения о показателей при х 

и у, т.е. из того, что мы называем теперь дробным показателем; 
он сам называет его индексом, не вводя его, однако, в обозна- 
чение степени. 

к" 
При определении интеграла м 4х для ттеи индекс есть 

[а 

т— п. Валлис распространяет это определение с помощью ана- 
логии на случай т < л и получает таким образом результат: 

т х! иг 

= 
Дхтах 
о 

1 
гдеу= я. Когда п< 1, то этот интеграл, как он говорит, по- 

ложителен и конечен, хотя соответствующая площадь прости- 
рается в бесконечность. Когда л =1, т. е. при квадратуре обык- 
новенной гиперболы, площадь . становится бесконечной; когда 
п>1, она, очевидно, заключает в себе (при х<1) обычную ги- 
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перболическую площадь, т. е. она больше ее. Верный применяе- 
мым в исследовании аналогиям, Валлис в согласии с этим утвер- 
ждает, что отрицательная величина, которую представляет собой 
здесь интеграл, больше бесконечности. Этот результат, найден- 
ный на пути аналогии, не является, одкако, лишенным значения, 

ъ 
так как при помощи его конечная площадь /х"@х (где а и 

Н 
положительны) может быть представлена как положительная 
развость между двумя отрицательными величинами. 

Так как найденные здесь результаты были тогда уже все 
известны, хотя сам Валлис не все их знал, то примененные им 
в качестве доказательства аналогии легко могли быть выведены 
из действительно доказанных предложений. Более интересно по- 
этому рассмотреть, как он применяет подобный прием, чтобы 
найти что-нибудь новое, например его определение я. Он сводит 

т 
вопрос к вычислению [Их ах, т. е. интеграла, представляю- 

$ 
щего площадь полукруга с диаметром 1 и равного поэтому 

инь а 
. Чтобы найти его, Валлис начинает с вычисления /(х— х°)"@х, 

8 

т 
8 

гле л-— целое положительное число. Он находит: 

ЕЕ ЕЕ: ИЕ ИЕ НИЕ: 
4516 7 140 455671 2-3 `45 87 

Ги рат в 
3 Е 

ит. д.и заключает помощью своей обычной индукции, что вообще, 
когда п— цслос положительное число, 

1 | | ИС 
: аа ое 
} фе 2" 4х — ит чл, 

где через м! мы обозначаем произведение |.2.3...п, или то, 
что Эйлер называет Г(я + 1). Валлис правильно понимает, что 0! 
надо здесь считать равным 1; это явствует из первого из напи- 
санных интегралов, а также из употребляемого в дальнейшем спо- 
соба образования. Так как задача состоит в вычислении интеграла 

О | 
[и- т ах, 
9 

15 
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х 
то Валлис должен для определения его значения (. е. =) ‚ зная вели- 

1 ( ри 
ет. жител: = чины ируечия ДАЯ целых положительных м, найти при и = 

интерполированное значение: 

г ИЕ 
р 28. 

или 

а 

у 
Этой величине — Валлис дает особое обозначение (обо- 

значение * принадлежит более позднему времени и впервые 
введено Эйлером). 

2п! 
Величины ий между которыми надо произвести интерпо- 

ляцию, являются биномизльными коэфициентами, а именно коэфи- 
циектами сре „него члена, когда показатель равен 2я. Более обшир- 
ный материал для интерполяций можно получить, рассматривая 
все биномиальные коэфициенты, т. е. числа, записываемые теперь 

20)! 
ь виде г . Эти числа имеются уже у Шгифеля и Тартальи 

в их таблицах для разностных рядов различных порядков, а 
образование их путем умножения составляет основное содержа- 
ние сочинения Паскаля об арифметичесь ом треугольнике 'стр..167). 
Эти таблицы Валлис расширяет, вставляя между строками и 
столбцами с целыми положительными значениями р и 4 строки 

1 
и столбцы, соответствующие значениям >, в, хи расши- 

ряет их даже в обратную сторону, добавляя строку Р-—1 и 

1 . з 
столбец 4 = — =. Новые рубрики расширенной таблицы запол- 

няются при этом постепенно числами, которые Валлис образует 
по законам, основанным на обобщении законов, содержащихся 
в первоначальной таблице. 

Так как при целых и положительных р и 4: 

+! Фа ЕАН эн На БЫ. 
Ра! «@-у.. 

то мы имеем уже здесь закон, который можно применить в слу- 
чаях, в которых целым является только одно из двух чисел р 
и 4. Таким образом Валлис смог заполнить все рубрики строки 
столбцов таблицы, соответствующих целым значениям р или 9, 
а следовательно, каждую вторую рубрику строк и столбцов, со- 
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ответствующих вставленным дробям с знамешателем 2. Так, в 

строке, соответствующей р 1, значениям 

4=0, 1, 2, 3,4... 

соответствуют числа; 

Из примененного здесь способа образования явствует, что 

Результат этот справедлив не только для строк таблицы, 
соответствующих целым значениям р и составленных полностью, 
но, как мы видим из только что приведенных чисел, и для уже 

составленной части строки, соответствующей р = Валлис 

распространяет его также на члены этой строки, соответствую- 
р 1 

щие дробным значениям 4. Так как р=з' 9= > дают иско- 

мую величину Г}, то, следовательно, для 

Е: 4 о 5 
? 

получаем величины: 

4-6-8 т, 5. 25, 40, 285, 
ь + 

Члены эти занимают в строке, соответствующей р=х, ме- 

ста между членами, соответствующими целым значениям 4. 
Далее, Валлис пользуется тем обстоятельством, что отноше- 

ние двух последовательных членов уменьшается, стремясь к 
пределу 1. То, что это имеет место В каждом из двух рядоз 

на которые мы разделили строку, соответствующую р= = › сразу 

бросается в глаза, так как каждый член образуется из предше- 
п 1 

ствующего умножением на число вида т. Валлис выводит 

заключение, что это тем более должно иметь место для полной 
строки. Если х, у, 2, ичетыре последовательных члена этой 
строки, то сообразно с этим, 

откуда 
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Приняв, например, здесь за х, у, 2, и члены, соответствующие 

получим: 

Если итти по строке дальше и дальше, то квадратные корни 
в обоих выражениях, между которыми заключается [], оба стре- 
мятся к пределу 1. Таким образом бесконечное произведение 

3-3-5.5.1.7.9-0 ... 
2:4-4:6:6.88 0... 

стремится к пределу [-] или а 

Так как мы взяли здесь у Валлиса лишь то, что непосред- 
ственно относится к вычислении я, то мы изобразили с помощью 

Га 
интегралов только те значения Е которые соответствуют 

случаю р =4. Валлис между тем указал также интегралы, пред- 
ставляющие те же величины для других значений ри 9. Именно, 
он нашел, что для всех целых и положительных значений ри 9 

ы т 

дах. 219! Да-а) И, 

Развернув степень по формуле бинома, он смог выполнить 
это интегрирование почленно и, начав с малых значений р, он 
нашел результат с помощью своей обычной индукции. Только 
что составленная таблица содержит обратные величины этих 
интегралов. О том, что рубрика таблицы, соответствующая 

р=9= т, должна содержать значение 1, можно было бы за- 
) 1 
у э\8 ® 

ключить также из того, что {1—^) 4х = т, и этот способ 
р ) 

определения сразу привел бы величину 4 в связь со всеми 

остальными членами, а ве только, как у Валлиса, с теми, где 
р=9. 

Примененный здесь Валлисом интеграл отличается только 
множителем от эйлеровой В-функции, Действительно, если поло- 
жить х =)", то он переходит в 

4] а-уР у } 
а’это есть не что иное, как 9 Вр 1, 9). Оба ученых, однако, 
совершенно различно пользуются тем обстоятельством, что при 
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целых ри 9 этот интеграл равен (= ее — 

само по себе имеет смысл только в этом случае. У Эйлера обоб- 
щенные величины определяются с помощью интегралов; Валлис же 
определяет их с помощью значений, соответствующих целым и 
положительным ри 9; он предполагает, что связь, существую- 
щая между этими значениями, имеет место и при всевозможных 
действительных ри 9, хотя, с точки зрения строгой логики, 
он не имеет права на такое заключение. Тем же путем, как 

т, он мог бы вычислить и другие значения эйлеровой функции 

В(р, 9, соответствующие действительным и рациональным зна- 
чениям ри 9. Его таблица содержит их в тех случаях, когда 
ри имеют знаменатель 2. 

Как хорошое Валлис умел пользоваться своим „арифметиче- 
ским“ методом, видно из того, что он тотчас же смог применить 
его, когда Гюйгенс предложил ему вычислить площадь, ограни- 
ченную циссоидою и ее асиматотою, центр тяжести се и объем, 

образовакный ее вращением около асимптоты; самим Гюйгенсом 
эти задачи уже были решены более точным путем с помощью 
применения полярных координат. В первой из этих задач дело 

т 

выражению, которое 

идет о вычислении интеграла ЛУ: 4х. Валлис начинает с 

несколько более легкого вычисления Е = 4х. Сначала он 
5 

вычисляет Их (1 — ху 4х для н-— 0, 1, 9, 3, 4,... и находит с 
В $ 

помощью арифметических пре бразований результатов и обыч- 
ной своей индукции, что 

Е 

Духа ах И Духа дах. 
р 

‚ он находит 52| Применяя эту формулу также к случаю п = 

Ди= 4х И 4х Гы 

Площадь, которую ищет Валлис, может быть подобным же 
п 

образом сведена к интегралу ГхИх— 8 ах; интеграл этот пред- 
9 

ставляет собою момент взятого здесь полукруга относительно 
= 

касательной в конце диаметра и, следовательно, равен 1%. 
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: 
Исходя из значений ГУ(1-—х)"&х, вычисленных для п = 

8 
—0, 1, 2, 3, 4, Валлис находит с помощью обыкновенной индук- 
ции, что 

1 , 
Дуза хук" ГУ хах. 
6 5 

1 В применсиии к случаю п — 1 это дает, что 

или что искомая площадь в 3 раза больше площади взятого 
при построении циссоиды круга. 

Понятно, что Гюйгенс предпочитает старые методы доказа- 
тельства и что Валлис должен признать неполноту своего дока- 
зательства, особенно в отношении перехода к иррациональным 
величинам; однако и Гюйгенс удивляется тому, сколь многого 
можно достичь методом Валлиса. В ту пору такие приемы были 
действительно нужны. В методах интегрировакия, указанных 
Паскалем и Ферма, осозенно в их интегрировании по частям, 
а также в менее известных методах, принадлежащих Глюйгенсу, 
можно было найти средстга для точного доказательства рекур- 
рентных формул, полученных Валлисом путем смелой индукции 
и заключений по аналогии; однако точные методы были тогда 
еще слишком тяжеловесным орудием, и простые рекогносцировки, 
подобные тем, которые предпринимал Валлис, должны были 
играть весьма крупную роль при исследовании истин, о более 
обстоятельном обо‹новании которых можно было подумать лишь 
позже. 

Но и для дальнейшего развития математики работы Валлиса 
имели большое значение, и в математике ХУШ в. сильно сказы- 
вается их влияние. Влияние это проявляется не только в том, 
что математики ХУШ в. подражают его недостоверным способам 
заключения. Как раз это подражание далеко не всегда было по- 
хвальным, так как в ХУШ в. не только алгебраическая симво- 
лика была более развита, чем во времена Валлиса, но и опера- 
ции с бесконечно-малыми и учение о функциях были уже при- 
ведены в систему, обладавшую собственной симголикой. Когда 
математики ХУШ в. заметили все преимущества этой системы и 
этого языка, то они почувствовали такое доверие к ним, что 

смело стали применять те же операции в областях, где спра- 
ведливость их еще не была доказана; так, например, правила 
алгебраических действий с конечным числом действительных 
величин стали применять как к мвимым величинам, так ик бес- 
конечным рядам, не заботясь даже 0 сходимости последних. 

Нечто подобное, как указывалось выше (стр. 215), встречается 
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у Валлиса при его алгебраической трактовке иррациональных 
величин; но при исследозьниях, касавшихся бесконечно-малых, 
положение вешей было иным уже по той причине, что злесь 
система или символика во время Валлиса не были еще разра- 
ботаны. Мы применяли, правда, при рассмотрении исследований 
Валлиса как степени с дробными и отрицательными показате- 
лями, так и обозначение факториала и!, причем говорили о за- 
мене # дробными и отрицательными числами; сам Валлис, однако, 
еще не знал таких обозначений, Его обобщения поэтому не только 
являются более смелыми, но и имеют гораздо большее значение, 
чем те, которые в ХУШ в. имели исходным пунктом уже раз-. 
витую математическую систему с соответствующей символикой. 
Ведя к результатам, правильность которых уже тогда могла 
быть проверена другими путями (например, правильность выра- 
жения для = могла быть подтверждена числовыми подсчетами), 
валлисовы обобщения указывали пути дальнейшего развития 
математической символики. Именно, они выясняли, что символи- 
чески выраженные операции не должны терять своего значения 
и тогда, когда соответствующим величинам придается более 
широкий смысл, чем первоначально. Осуществление этих требо- 
ваний произошло, таким образом, не без влияния Валлиса. В 
частности, он вполне подготовил почву для расширения понятия 
степени, которое вскоре было выполнено Ньютоном, введшим 
дробкые и отрицательные показатели, и которое ‘позволило 
установить надлежащую связь между степенью и логарифмом. 
Ныюотоново расширение формулы бинома, как указывает сам 
Ныотон, связано с исследованиями Валлиса, хотя сам Нью- 
тон никогда не рассматривал заключений по аналогии как дока- 
зательства. Как мы уже упоминали, Валлис является также 
предшественником Эйлера в его расширении понятия факто- 
риала. Вообще, мысль о том, что всякую вводимую в матема- 
тику величину, даже такую, которая по своему первоначаль- 
ному определению может быть лишь целым положительным 
числом, можно с помощью расширения понятия заменить непре- 

рывно изменяющеюся величиною. восходит к Валлису. Подго- 
товленные им расширения понятий напоминают те, которые Де- 
карт осуществил в алгебре. 

е) Применение интегрирования; спрямление; приведенные 
длины маятников. Как мы видели из предыдущего. на первых 
порах операция, которую мы называли интегрированием, так как 
она ведет к тому же, что и последнее, была связана с частными 
ее применекиями. Сперва отыскивались площади, объемы, центры 
тяжести; старания найти их совпадали, по существу, со стремле- 
нием найти интегралы, выражающие на языке современной мате- 
матики решения поставленных задач. При этом нельзя было не 
заметить совпадения, существовавшего между решениями различ- 

кых задач, которые мы теперь сводим к одному иктегралу, и не 
увидеть, что все эти задачи можно было решить сразу. преодолев 
только одну общую для всех трудность. Таким образом появи- 
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лось, правда, в несколько ином виде, понятие, соответствующее 
нашему понятию интеграла. Понятие это можно было установить, 
связывая его с каким-либо одним определенным применением, 
всего естествениее было — в согласни с унаследованным от древ- 
них изображением произведений в виде прямоугольников — пред- 

ъ 

ставлять то, что мы называем интегралом [уах, как площадь, 

ограниченную осыо абсцисс, ординатами х==а и х=ёЬ и самою 
кривою, изображающею изменение ординаты. Ферма весьма по- 
«следовалельно прсдславллст интегралы в этой геометрической 
форые. Но можно представить тот же процесс и в арифметиче- 
ской форме, рассматривая интеграл как сумму бесконечно боль- 
шого числа бесконечно малых зеличин, или, другими словами, 
как предел, к которому сумма, могущая быть вычисленной в 
случае конечного числа членов. стремится при бесконечном воз- 
растании этого числа. Такое представление мы находим уже у 
Кеплера; оно же, хотя и в полугеометрической форме, положено 
Кавальери в основу его рассуждений; наконец, у Паскаля оно 
выступает в столь определенном виде, что, можно сказать, почти 
вполне совпадает с нашим понятием определенного интеграла. 

Необходимым следствием установления абстрактного поня- 
тия интеграла явилась возможность применять раз вычислен- 
ные интегралы к разнообразным величинам, определяемым с 
помощью этих интегралов. Во многих случаях этим’ обстоятель- 
ством пользовались также, идя обратным путем. А именно, когда 
некоторые приложения интеграла касались области, в которой 
можно было применить особенно простые соображения, то сперва 
прибегали к ним, чтобы решить частные задачи, относившнеся 
к этой области; таким образом определялся тогда и служащий 
пля решения этой задачи иктеграл. Мы видели, например, как 
Паскаль и Валлис применяли соображения из области статики, 
чтобы сперва найти центр тяжести, а затем с его помощью и 
соответствующий интеграл; подобным же образом поступал и 
Гюйгенс. Это тот же путь, который был избран еще Архимедом 
при его первом вычислении площади параболического сегмента 
(„Древние и средние века“, стр. 125}. 

Мы уже имели дело с примерами такаго применения интегри- 
рования, которое непосредствекно соответствует абстрактному 
способу представления интеграла. Именно, мы зстречались не- 
однократно с вычислением площадей таких фигур, форма которых 
дойускает удобное разбиение их на полосы параллельными пря- 
мыми; мы встречались с вычислением объемов тел, допускающих 
удобное разбиение на слои параллельными плоскостями; точно 
так же мы имели дело с определением центра тяжести таких 
тел и фигур. Предложение о моментах, с помощью которого 
определение центров тяжести сводится к интегрированию, 
имеется, как мы видели (стр. 234}, уже у Гульдена. Кавальери 
так хорошо владел этим способом вычисления, что применял 
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его даже к телам, удельный вес которых меняется по некоторому 
простому закону. Очень ясно выступает этот способ у Паскаля. 
Это. однако, нисколько не мешало, как мы увидим в дальней- 
шем, еще Ферма при определении некоторых центров тяжести 
применять совсем другое средство. Здесь мы рассмотрим посте- 
пенно развивавшиеся приемы, при помощи которых к интегри- 
рованию сводился ряд других задач. Часто это достигалось тем, 
что задача сводилась к квадратуре кривой, заданной в прямо- 
угольных координатах. Предварительно мы хотим, однако, от- 
метить, что отыскание пригодных для этого способов разбиения 
представляло далеко не столь большие трудности, как само 
интегрирование. Это явствует из обилия геометрических форм, 
которые применялись при проведении вычислекий, соответствую“ 
щих нашему интегрированию. Так, мы уже встречали ряд различных 
разбиений тел вращения, объем которых отыскивался; у Кеплера 
(стр. 243) и после него у Гульдена (стр. 235)—на секторы, образован- 
ные плоскостями, проходящими через ось, у Кавальери (стр. 252) — 
на слои, ограниченные плоскостями, перпендикулярными к оси, у То- 
ричелли (стр. 254)—на имеющие общую ось цилиндрические трубки. 

Начнем с рассмотрения квадратур кривых, заданных в поляр- 
вых координатах, В этом пункте надо было только следовать 
за Архимедом, который („Древние и средние века“, стр. 128) во 
вступлении к своему сочинению о спиралях фактически рас- 

х 

сматривает интегралы | хахи ] х? ах, чтобы воспользоваться по- 
8 8 

следним интегралом, позже получившим у него также другие 
применения, для квадратуры спиралей. Когда математики ХУ в. 
вернулись к этому, то для них было естественно обнаружить и 
выразить в геометрической форме соответствие между спираляии 
и параболами, квадратуры которых определяются помощью тех же 
интегралов. Это было сделано даже двумя различными ‘спосо- 

беми. Одним из них; как мы уже говорили (стр. 197), Григорий 
воспользовался также для перенесения чисто геометрических 
свойств спирали на параболу и обратно. К определению площа- 
дей его применил еще раньше Кавальери. В этом способе при- 
меняется разбиение концентрическими окружностями площади, 
ограниченной: 1) полярной осью, 2) дугой спирали и 3) дугой окруж- 
ности, имеющей центр в полюсе и проходящей через конец дуги 
спирали. Если совершить преобразование, выражаемое формулами: 

г =, у} =у, 

то спираль обращается в параболу, и вышеназванная фигура, 

площадь которой представляется интегралом .] 794", преобра- 
$ 

зуется в параболическую фигуру, площадь которой сохраняет 

прежнюю величину и представляется теперь интегралом уах. 
6 
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В другом способе, которым пользуются французские мате- 
матики, применяется разбнение радиусами-векторами площади, 
ограниченной дугой спирали и радиусом-вектором, проведенным 
к ее концу. Между архимедовой спиралью 

г $ 
У 

и параболой устанавливается соответствие уравнениями: 
#8 

р х=з. Ва 

Оно дает для параболы уравнение: 
х [у 
— = . 

Принимая во внимание свойство архимедовой спирали, выра- 
женное нами ее уравнениями, легко видеть, что двойная пло- 

щадь секториального элемента спирали /2 4$ представляется в 
новых переменных выражением удх, т. е. равна элементу пара- 
болической площади. Эта связь была обобщена Ферма, который 
применил ее к спирали 

грун» _ х „ а 
тп” 

Переход совершается здесь при помощи уравнений: 

ие 2% 

Как и в вышерассмотренном частном случае, иы получаем 
результат, который можно записать в современной форме так: 

[ра = | уах. 

и параболе 

Точно так же выражение длины дуги (мы вскоре будем го- 

ворить о спрямлении дуг) /У- 74 преобразуется в 

Гузет ау, т.е. при этом преобразовании сохраняется длина 
дуги кривой. Эти результаты Ферма дает без доказательства. 

Пример такого одновременного выполнения отного и того же 
интегрирования в различных формах мы находим уже в пере- 
писке Ферма, относящейся к тому периоду, когда он впервые 
нашел квадратуры любой параболы целочисленного порядка 
(стр. 257). В то время предметом внимания была так называе- 
мая галилеева спираль г =га — №, которая представляла бы с0- 
бой кажущуюся траекторию тела, свободно падающего на эква- 
торе, если’бы это тело в начале падения не обладало на- 
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чальной скоростью, сообщенной ему вращением Земли. Ферма 
искал квадратуру этой кривой и одновременно кубатуру тела, 
которое он впоследствии часто рассматривает, называя его: „мой 
коноид“, и которое образуется вращением сегмента параболы 
вокруг ограничивающей его хорды, перпендикулярной к оси. 
Уравнение этой параболы, отнесенной к хорде и к оси как к 
координатным осям, есть у=а-—/л? Вычисление площади 

тута и объема =Гу?4х сводится, таким образом, к одной и 
той же квадратуре, которая требует только знания квадратур 
парабол до ах. 

Как только что было указано, установленное французскими 
математиками соответствие между спиралями и параболами было 
использовано для определения длин дуг этих кривых. Более 
ранняя попытка получить спрямление других дуг, помимо дуги 
окружности, также была связана с представлением кривой ее 
уравнением в полярной системе координат. Попытка эта при- 
надлежит Гульдену, который, однако, в начале отнюдь не имел 
в ней успеха. Именно, он пришел к результату, что длина архи- 

: 1 
медовой спирали от полюса до точки (%, г) равна 5 Г или дли- 

г дуги окружности с тем же центральным углом и радиусом 

Этому неправильному результату Гульден, в противополож- 

ность Кеплеру в Кавальери, которых он обвиняет в недостатке 
точности, лает полное доказательство в традиционных формах. 
Неправильной в этом доказательстве является одна из делаемых 
в нем предпосылок, утверждающая, что дуга спирали 45 между 
точками (,/) и @+ 4, г+4А/) меньше дуги окружности 
("-- 4г)\8 с тем же центральным углом и радиусом, равным ра- 
диусу-вектору, проведенному в конечную точку дуги. Это утвер- 
ждение, в связи с правильным утверждением, что А5> /28, при- 
вело его к вычислению дуги 5, эквивалентному определению ве- 
личины интеграла /’и 43. Когда ему было указано, что его пред- 
ложение неверно, он смог сам опровергнуть его, вписав в дугу 
спирали, идущую от $ =0 до =, двенадцатнугольник и вы- 
числив, что его периметр больше полуокружности с радиусом, 
равным радиусу-вектору, соответствующему значению $ = 2. 
При доказательстве этого он пользовался  неравенством 
45 > Уд" т 4. Всвязи с этим он получил приближенное зна- 
чение для длины дуги спирали, которое мы могли бы выразить 
формулой У У 47-2 М, Равным образом формула УИ’ 3х- -- ву 
дала ему приближенное значение длины дуги конических се- 
чен 

Способ, которым Гульден вскрыл ошибочность своего пред- 
ложения, показыва-т нам, что в то время сведение ректифика- 
ции кривых к квадратурам или другим употребительным тогда 
формам интегрирования не представляло значительных трудно- 
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стей. Успехи должны были состоять в получении на этом пути 
новых результатов. Если такой результат достигался, то точное 
проведение доказательства хотя и могло быть громоздким и 
утомительным, но при знакомстве с сильно развитой техникой 
доказательств методом исчерпывания не представляло никаких 

серьезных затруднений. Необходимые при этом границы, между 
которыми должна была быть заключена ллина дуги, находились 
различными способами, как мы покажем ниже на нескольких 
примерах. Во многих случаях довольствовались, однако, тем, что 
без такой точной постановки вопроса рассматривали длину дуги 
кривой как предел длины либо вписанной либо описанной ло- 
маной. 

Наиболее ранним и известным результатом в этой области 
{не считая, конечно, измерения дуги окружности), является при- 
надлежащее Торичелли спрямление логарифмической спирали. 
Торичелли называл эту спираль геометрической; он знал ее 
квадратуру и свойство ее пересекать все раднусы-векторы под 
постоянным углом. Он упоминает об этих результатах в ненапе- 
чатанном еще сообщении о своих научных сношениях с фран- 
цузскими математиками; логарифмическая спираль была предме- 
том их обсуждения в 1640 г., когда, как мы увидим ниже, Де- 
карт также начал заниматься этой замечательной кривой. Упо- 
мянутое сообщение указывает на некоторое знакомство ее ав- 
тора с зависимостыо между длинами парабол и спиралей — во- 
просом, который впоследствии исследовали французские мате- 
матикк. ь 

Среди последних надо назвать Роберваля, нашедшего в 
1643 г., что соответствующие друг другу длины дуг архимедо- 
вой спирали и параболы, связанных друг с другом упомянутыми 

уже. соотношениями у==/, х=ти, равны между с0б0ю. Пас- 

каль дал в 1658 г. этому предложению полное доказательство, 
в котором он пользуется вписанными ломаными как нижними 
границами дуг обеих кривых. За верхнюю границу дуги пара- 
болы он берет ломаную линию, составленную из отрезков ка- 

сательных и диаметров, лежащих между кривою и этими каса- 
тельными. Как верАнюю границу дуги спирали он рассматривает 
описанную около кривой линию, составленную из отрезков ка- 
сательных и дуг окружностей, центр которых лежит в полюсе 
кривой. 

Полученные результаты были обобщены Ферма, установив- 
шим равенство соответствующих друг другу дуг других спира- 
лей и парабол, о взаимной связи между которыми мы уже го- 
ворили. В то же время он установил различные соотношения не 
только между длинами некоторых кривых, но и между некото- 

рыми длинами дуг и площадями, Упомянем, например, об изо- 
бражении длины дуги параболы у? = 2рх с помощью площади, 
ограниченной гиперболою х?= уй--р*, осью ординат и двумя 
параллелями к оси абсцисс. В переводе на современные обозна- 
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чения полученный результат состоит в том, что длина дуги па- 
раболы $, считая от вершины, равна: 

; ГИУ. $ 
Результат этот отнюдь не являлся лишенным значения, так 

как, как мы видели, сведение к площади гиперболы обозначало 
нечто подобное тому, что для нас выражение с помощью лога- 
рифмических и алгебраических функций. В связи с этнм Ферма 
установил соотношения между длинами дуг рядё кривых, из ко- 
торых первая — обыкновенная парабола, а каждая следующая 
образована из предыдущей таким образом, что любая ордината 
ее равна длине дуги предыдущей, соответствующей той же 
абсциссе. 

Указанное спрямление простой параболы было найдено не 
одним только Ферма. Прежде чем оно было опубликовано (в 
виде дополнения к одной работе), оно уже было сообщено Гюй- 
тенсом в письмах к ряду математиков; при этом обнаружилось, 
что как эта ректификация, так и некоторые обобщения ее были 

найдены также астрономом Озу (Аизош. 
Примеры эти показывают, что Ферма в то время зполне умел 

сводить ректификацию к кгадратурам, Если бы ему попалась та- 
кая кривая, спрямление которой своднлось бы к зкакомей ему 
алгебраииеской квадратуре, то он тотчас бы смог выполнить это 
спрямление и найти алгебранческое. выражение для длины дуги. 
Однако такой случай не встречался ни ему, ни другим. Так как 
луга окружности также не может быть выражена алгебраически, 
то возникло мнение, что длины дуг, вообще, не выражаются 

алгебраически. Как раз это мнение свидетельствует, между про- 
чим, о том, что вопрос о ректификации интересовал не только 
названных здесь ученых: Декарт на стр. 322 своей „Геометрии“ 
высказывает предположение, что мы, люди, не можем найти 
соотношения между прямыми и кривыми; в связи с предыдущим 
это обозначает, что соотношение это не может быть выражено 
алгебраически. Такому мнению не нанесло существенного удара 
и то обстоятельство, что Врену удалось спрямить циклоиду, а 
Ферма тотчас же дал доказательство этого и несколько предло. 

жений о ректификации других трансцендентных кривых. Из этого 
был сделан только тот вывод, что алгебраическая ректификация 
невозможна для алгебраических кривых. 

При таких обстоятельствах нахождение первой алгебраиче- 
ски ректифицируемой алгебраической кривой было крупным с0- 
бытием. Такой кривой оказалась полукубическая парабола 
ау? — х°. Алгебраическую ректификацию ее открыли независимо 
друг от друга три математика — Нейль (ректификация которого 
была получена раньше, чем вренова ректификация циклоилы, 
хотя стала известна лишь позже ее), Гейрат (Неигае) и Ферма. 
Ферма нашел ее последним; о том, как ее открытие обрадовало 

Франц. изд. 1836 г. (А. Нептапи”. 
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его, можно судить по тому, что он в виде исключения дал для 
нее полное доказательство методом исчерпывания; доказатель- 
ство это, между прочим, является образцом того, как он мог до- 
казать и многие другие свои результаты в области инфинитези- 
мальных исследований. Границами, между которыми ферма за- 
ключает длину дуг, которые в методе исчерпывания берутся до- 
статочно малыми, являются длины отрезков касательных в кон- 

цах дуги А и В. Касательная в точке А продолжается до пере- 
сечения ее с ординатой точки В: касательная в точке А пролол- 
жается. до пересечения ее с ординатой точки А. То, что один 
из этих отрезков больше, а другой меньше длины дуги, Ферма 
выводит из общих архимедовых постулатов о длинах дуг 

(„Древние и средние века“, стр. 124). После того как открыта 
была первая кривая с алгебраическим выражением длины ее 
дуги, Ферма нашел в связи с ней несколько других. Вскоре 
после этого Гюйгенс дал общий прием для нахождения ректи- 
фицируемых кривых, а именно, определение эволют данных кри- 
вых (см. ниже, Ш, 5}. 

Когда было найдено средство для вычисления длин дуг, то 
не представляло больше трудностей и нахождение поверхности 
вращения, ограниченной двумя параллельными кругами. Выраже- 

ние ее 2х [у45, где 45 — элемент меридианной кривой, ау — 
его расстояние от оси, содержится по существу уже в теореме о 

поверхностях Паппа-Гульдена; вполне определенно выдвинуто 
оно, однако, лишь в появившихся в 1659 г. „Письмах“ Паскаля, 

в которых интеграл [у4$ представлен в той форме, которая 

была указана выше (стр. 266'. Прообразом такого представле- 
ния является, впрочем, архимедово определение поверхности 

шара и связанное с ним определение интеграла ат 4. Дру- 
гих примеров не дает и Паскаль. Его способ представления 
является, однако, вполне общим; целью же, которую он имеет в 
виду, является вычисление поверхности тела, образованного вра- 
щением циклоиды- 

Почти в то же время Гюйгенс в письмах к различным мате- 
матикам, в том числе и парижским, сообщил об алгебраической 
квадратуре параболоида вращения и о том, что квадратура 
эллипсоида вращения сводится к квадратуре круга и гиперболы, 
т. е. на языке современной математики, к круговым и логариф- 
мическим функциям. Впоследствии он поместил эти квадратуры 
в своем сочинении о маятнике. 

Сообщения Гюйгенса о квадратуре параболоила дали Паска- 
лю прекрасный случай проверить свои методы интегрирования 
на чужой задаче; решение его, посланное им в гисьме к Карка- 
ви для передачи Гюйгенсу, представляет хорошее средство для 
того, чтобы убедиться в их пригодности. Действительно, оказы- 
вается, что он решает задачу, пользуясь только преобразова- 
ниями, точно им указываемыми, и приведенным выше выраже- 
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нием для длины параболы. Носледнее он приписывает уже упо- 
мянутому ОЗу. Отвлекаясь от некоторых ошибок в ‘сохранив- 
шейся копии Каркави, мы можем выразить примененные Паска- 
лем преобразования на языке современного интегрально: о исчис- 
‚ления ‘принимая, что значения 5 = и $ =-0 соответствуют зна- 
чениям у =О и у-=6) следующим образом: 

ъ 

Первое преобразование представляет собою только встре- 
чающуюся у Ферма в Паскаля форму интегрирования по частям. 
В результат. его вставлено выражение Озу для 5. Второе пре- 
образование есть то, которое указано нами в формуле (1) на 
<тр. 267. Последнее выражение, как мы видим, совпадает с тем, 
которое можно было бы получить непосредственно, выражая 45 
через @у. Надо думать, что Гюйгенс не делал этого окольного 
пути, который Паскалю пришлось пройти, потому что он хотел 
применить свои собственные готовые методы, выработанные им 
для других целей. Огносительно выражения, получившегося 
после преобразований, Паскаль говорит, что его можно вычис- 
лить помощью кубатуры тела, образованного вращением гипер- 
болы х* = у? -- д* около оси х. 

Ферча также слышал о гюйгенсовой квадратуре параболоида 
вращения, не видев, однако, сам его сообщения. Это дало 
ему повод обойти в упомянутом выше, изданном Лалувером, со- 
чинении своем эту уже решенную другими задачу молчанием и 
продемонстрировать свое уменье находить квадратуры поверх- 
ностей вращения на других примерах. А виенно, он пользуется 
для этого своим „коноидом”“, образуемым вращением параболы 
около хорды, перпендикулярной к оси; поверхность его он вы- 
ражает с помощью длины параболы и другой логарифмической 
Функции, которую ов задает как площадь гиперболы. 

Поверхности вращения, ограниченные параллельными кру 
ми, были не единственными поверхностями, квадратуры: кото- 
рых определялись. Так, Роберваль в своем „Трактате о недели- 
мых" („ТгаЙ6 4ез 11411510165“) находит, что часть кривой поверх- 
ности цилиндра, отсекаемая поверхностью шара, центр которого 
‚лежит на поверхности цилиндра и радиус которого равен диа- 

метру основания цилиндра (или, как он выражается, поверхность 
„круга на цилиндре“), равна учетверенному квадрату радиуса 
шара. Такую же величиву, как известно, имеет часть поверхно- 
ств пересекающего цилиндр полушария, лежащая вне цилиндра. 
Результат этот был найден Вивиани в самом конце столетия 
{1692). но без применения вошедшей в то время в употребление 
техники интегрального исчисления. Вивиани послал ряду мате- 

матиков задачу, решаемую как раз с помощью этого предложе- 
ния и состоящую в требовании построить имеющий форму по- 
лушария купол с двумя одинаковыми и одинаково расположен- 

19 Нейтом Пеотория матекатак, 
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ными окнами, так чтобы остальная часть его равнялась полному 
квадрату; Лейбниц тотчас же решил эту задачу с‘помощью ин- 
тегрального исчисления. 

Особенно хорошие примеры того, какие широкие применения 
могло иметь интегрирование в тогдашнем его виде, дает нам 
Гюйгенс, определяя длины приведенных маятников, соответ- 
ствующих физическим маятникам той или иной формы. Как мы 
уже упоминали (стр. 241), он свел з своей работе „Маятнико- 
вые часы“ эту задачу к вычислению величины, которую мы на- 
зываем теперь моментом инерции и обозначаем через || 4 
{@т здесь — бесконечно малая частица массы, а г — ее расстоя- 
ние от оси). Гюйгенс, по примеру Кавальери, определяет отно- 

шение этой величины к массе ( ат) как сумму квадратов рас- 

стояний от оси всех равновеликих друг другу частиц массы, де- 
ленную на число этих частиц. Он дает общие правила для вы- 
числения этой величины, когда маятник представляет собою 
однородную плоскую фигуру, вращающуюся около лежащей в 
ее плоскости прямой или параллели к ней, или же однородкое 
тело. Особенно интересны здесь для нас два пункта: во-первых, 
тот способ, каким Гюйгенс, не располагавший еще отвлеченным 
понятием интеграла, сводит нужные ему интегрирования К из- 
вестным в его время формам — определению объемов и цен- 
тров тяжести; во-вторых, сведение требуемого вычислепиямн 
кратного интегрирования к нескольким простым. . 

Первое из этих преобразований мы находим уже при опре- 
делении момента инерции ‘плоской фигуры относительно оси, 
лежащей в той же плоскости. Обозначим элемент площади че- 
рез &/ а его расстояние от оси через х. Гюйгенс пользуется 
соотношением: 

и сводит вопрос к вычислению произведения расстояний от оси 
следующих двух точек: 1) проекции центра тяжести клина, вы- 
резанного данной плоскостью и другой плоскостью, прохолящей 
через ось, из прямого цилиндра, имеющего основанием данную 
фигуру; 2) центра тяжести данной фигуры. Такое определение 
применяется Гюйгенсом непосредственно лишь в том случае, 
когда ось касается контура фигуры. Однако так как он знает и 
для плоских фигур и для пространственных тел сооткошения 
между моментами инерции относительно параллельных осей, на- 

ходящихся на разных расстояниях от центра тяжести, то и дру- 
тие случаи нахождения моментов инерции легко сводятся к ука- 
занному. 

Момент инерции тела (или плоской фигуры относительн® 
перпендикулярной к ней оси) находится через сложение двух 
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интегралов 14, [У 49, где х и у обозначают расстояния эле- 

мента 49 от двух взаимно перпенликулярных плоскостей, про- 
ходящих через ось. Дальнейшее вычисление каждого из них, 

например Даа, сводится на указанное выше вычисление мо- 
мента инерции плоской фигуры. Действительно, если положить 
здесь 49 =и4х, то и обозначает площадь определенного для 
каждого значения х плоского сечения тела; если же предста- 
вить себе те же значения и как ординаты плоской кривой, то 

[хи 4х будет означать момент инерции плоской фигуры отно- 
сительно оси ординат. 

Вычисление можно выполнить проще, если сечения, перпен- 
дикулярные к оси, подобны между собою и ось пересекает эти 
сечения в сходственных точках. Действительно, если площадь 
такого сечения равна и, то его момент инерции относительно 
оси равен #17, где #—постоянная, которую можно найти, вычис- 
лив момент инерции какого-нибудь одного сечения. Момент 

инерции тела 7=&] 12 4г, где = — отрезок, отсекаемый сече- 

нием и на оси. Гюйгенс и здесь сводит вычисление к определе- 
нию центра тяжести. Принимая 2 за абсциссу, и за ординату 
движущейся точки плоской кривой, он представляет объем с 

помощью площади плоской фигуры [п 42. Если координата и 

центра тяжести этой площади равна и, то 

= ера = 2Ащ [ пе, 

и, таким образом, Эш; есть множитель, на который надо помно- 

жить объем а, чтобы получить искомый момент инерции. 

Гюйгенс пользуется своими методами, чтобы найти длины 
приведенных маятников, соответствующих кругу, прямоугольни- 
ку, равнобедренному треугольнику, параболическому сегменту, 
круговому сектору, окружности, правильному многоугольнику, 
пирамиде, конусу, шару, цилиндру, сегменту параболоида вра- 
щения н половинс конуса, колоблющимся около падлежаще ры 

бранных осей. 
Как видно из переписки Гюйгенса, подобного рода примене- 

ния интегрирования возбуждали большой интерес в довольно 
широких кругах; математики того времени старались найти но- 
вые случаи, в которых можно было произвести интегрирование 
и получить конкретные результаты. В эту пору очень хорошо 
представляли себе, где и как можно применить интегрирование; 
это сказывается уже в той уверенности, с какой одно примене- 
ние ставилось в связь’с другим. Наоборот, самое интегрирова- 
ние умели тогда выполнять только в довольно ограниченном 
числе случаев, и притом часто лишь с большим трудом. Даль- 
нейшее развитие его требовало овладения новыми и более ши- 

19* 
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рокими методами. Эти методы появились вскоре как результат, 
с одной стороны, применения бесконечных рядов, с другой — 
связи с диференцированием. В настоящее время эта связь чрез- 
вычайно существенна для развития интегрального исчисления, и 

самый термин „интегральное исчисление“, который мы употре- 
бляли здесь для большей ясности, появился лишь позднее, в 

связи с понятием диференцирования. Но прежде чем говорить 
о новых приемах решения задач интегрального исчисления, мы 
лолжны остановиться на тех исслелованиях, которые лежат в их 

основе и которые представляют также большой интерес и сами 
по себе. 

3. Методы бесконечного приближения; ряды. 

Во встречавшихся нам выше интегрированиях мы видим по- 
всюду стремление выразить искомую величину, там где это воз- 
можно, алгебраически через данные. Когда это оказывалось не- 
возможным, то приходилось довольствоваться сведением ее опре- 
деления к квадратуре круга или гиперболы, что равносильно 
теперешнему выражению соответствующего интеграла через 
круговые или логарифмические функции. В совершенно единич- 
ных случаях дело сводилось к еще более сложным интегралам. 
Тогда исследование могло быть направлено талька на сравнение 
величин, выражающихся помощью одного и того же интеграла, 
например на сравнение дуги спирали высшего порядка с дугой 
параболы высшего порядка {стр. 286). Для того чтобы это могло 
дать какой-нибудь существенный результат, надо было знать 
одну из двух сравниваемых величин, или обладать средством 
для вычисления этой величины или самого интеграла. 

Если интеграл сводился к площади круга, то средство для его 
вычисления давалось знанием значения = и тригонометрическими 

таблицами. Точно так же, когда интеграл сводился к квадратуре 
гиперболы, то можно было бы воспользоваться уже имевшимися 
таблицами логарифмов. Однако, как мы уже говорили, в то 
время были склонны видеть скорее, наоборот, выгоду в том, 
чтобы логарифмы, представлявшие собою нечто еще новое, при- 
вести в связь с уже давно известною кривою. В представлении 
их в виде ограниченных гиперболою площадей, т. е. интегралов, 
видели поэтому прежде всего новый путь для вычисления лога- 
рифмов. 

Первым средством, позволяющим воспользоваться изображе- 
нием величины в виде интеграла для ее вычисления, является 
рассмотрение интеграла как предела суммы. Вследствие этого 
интеграл можео вычислять со все большею точностью, составляя 
его из все более и более мелких частей. ‘Таким образом уже 

Кеплер вычислял приближенные значения Гят 8 8, приведшие 
0 

его к его индуктивному определению точного значения этого 
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интеграла (стр. 247); тот же прием применяет Роберваль к интс- 
гралам, точного выражения для которых он не может найти. 
Сюда же относится вычисление длины кривой, состоящее в опре- 
делении периметров вписанных многоугольников со все большим 
и большим количеством сторон. Математики от Гульдена до 
Валлиса применяют этот прием, уже в давнюю пору употребляв- 
шийся для вычисления =, также и к длинам друтих кривых. 

В конце периода, рассматриваемого в настоящей книге, вхо- 
дит в употребление, особенно при вычислении логарифмов, дру- 
гой прием, а именио изображение интегралов в виде бесконеч. 
ных рядов. Прежде чем заняться ближайшим рассмотрением 
этого метода, получившего вскоре более общее значение, бро- 
сим взгляд на применение бесконечных рядов и других беско- 
нечных приближений в прежние времена. 

Уже в древности как Евклид, так и Архимед („Древние 
и средние века“, стр. 119 и 126) применяли в своих доказатель- 
ствах такие изображения величин, которые, в сущности, совпадают 
с теперешними бесконечными рядами; в частности, Архимед 
пользовался суммированием бесконечной геометрической прогрес- 
сии. Древние математики следили с помощью доказательства 
методом исчерпывания за тем, чтобы суммы этих рядов действи- 
тельно приближались к величинам, которые они должны были 
выражать. Основою при этом служила предпосылка, которая 
устанавливается в 4-м определении 5-й книги Евклида, или более 
непосредственно в выводимом из него 1-м предложении 10-й книги. 
Предложение это утверждает, что если откимать от величины 
половину или больше половины ее и повторять этот прием до- 
статочно долго, то можно достичь величины, которая меньше 
любой заданной наперед величины, однородной с исходной, — 

критерий, который на современном языке может быть выражен 
е й 

так: И ов. 0, если все величины я, 3,1,... меньше или равны -, 

‘..Древние и средние века“, стр. 117). Мы повторяем это здесь 
потому, что, как мы увидим, еще Ныюотон основывает на этом 
свои исследования относительно сходимости. 

Бескокечные ряды, однако, не являются единственной формой 
приближений, которая встречается нам на более ранних этапах 
развития математики. Бесконечное приближение имеется налицо 
всякий раз, когда иррациональное число — будь это радикал, 
корень уравнения, тригонометрическая функция, * или логарифм — 
определяется со все большей точностью с помощью приема, кото- 
рый можно продолжать, пока отклонение от вычисляемой вели- 
чины не станет меныше любого’ наперед заданного числа. С та- 
кими процессами мы уже встречались во всех тех предыдущих 

главах, где дело шло о числовых расчетах. Если вопрос о схо- 
димости там еще не поднимался, то это происходило либо по- 

тому, что при определении каждого нового десятичного знака 

было с достоверностью установлено, что он ни слишком велик, 
ни слишком мал, либо потому, что сходимость была столь силь- 
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ной, что в ней не приходилось сомневаться. Действительно, 
для числовых расчетов годится только такая сильная сходимость. 

Из вопросов, рассмотренных нами в предыдущих главах, на- 
помним здесь только о тех случаях, в которых сходимостью обла- 
дает некоторая определенная формула бесконечного приближения. 
Сюда относится принадлежащее Бомбелли и Катальди изображение 
квадратных корней из данных чисел с помощью непрерывных дро- 
бей (стр. 152); как мы видели, оно было связано с точными исследо- 
ваниямн относительно степенн приближения, даваемой каждым ша- 
гом. В данном Виета определениит как бесконечного произведения 
(стр-.123) приближение произведения кт является непосредственным 

следствием того, что отклонение 
площади правильных вписанных 

ВЕ с многоугольников от площади 
круга может быть сделано, как 

Е доказал Евклид, меньше любой 
наперед заданной величины. Что 

д касается до валлисова опреде- 
ления т (стр. 275), то, как ни 
смелы аналогии, на которых оно 
построено, сходимость там со- 

0 ] вершенно ясна, так как = заклю- 
чено между двумя величинами. 
предел отношения которых ра- 
вен 1.Броункер (Вгоппскег) пред- 
ставил валлисово выражение 
для п в виде бесконечной не- 
прерывой дроби: 

и я 25 о 
Черт. 20. а р’ Ча Зал 

Мы, однако, не знаем, как он нашел этот замечательный ре- 

зультат. 
В то время как валлисов процесс бесконечного приближения 

касался числа т, или целого круга, Джемсу Грегори мы обязаны 
таким приемом, который может быть применен к любому сек- 
тору с вершиной в центре -— не только круговому, но также 
эллиптическому или гиперболическому. Обозначим (черт. 20) 
площадь такого сектора ОАОВ через 5, площадь соответствую- 
щего ему центрального треугольника ОДВ через & и площадь 
четырехугольника ОДСВ, ограниченного радиусами ОА и ОВ 
и касательными в Аи В, через`л,. Если О есть точка касания 
касательной, параллельной АВ, то ОД делит сектор на два рав- 
ные сектора; обозначим сумму площадей вписанных в них тре- 
угольников ОДО и ОДВ через в, а сумму площадей четырех- 
угольников ОДЕР и ОБ@В через и,. Далее, получаем с помощью 
подобного же деления новых секторов сумму 6, состоящую из 
площадей четырех треугольников, и сумму #„, составленную 
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площадями четырех четырехугольников и т. д. Чертеж показывает, 
что если центральный угол сектора меньше двух прямых, то 
и„Е5=, где верхние знаки неравенств соответствуют эллип- 
сам (кругам), а нижние — гиперболам. Что касается до кругов, 
то уже в евклидовом доказательстве пропорциональности их 

площадей квадратам радиусов доказывается, что, при бесконеч- 
ном возрастании п, предел &, равен 5; подобным же образом 
получается это и для эллипсов и гипербол. Вопрос о сходимо- 
сти не представляет здесь поэтому собственно ничего нового, 

кроме того только, что Грегори впервые употребил слово „схо- 
димость”, причем он, однако, прежде всего зыражает этим тер- 
мином процесс постепенного. образования ряда сходящихся 
величин. 

Способ образования, который Грегори устанавливает для 
величин 

1, и ыы № и 2 
таков: 

2 ил ВУ ли, и, 
т. в. определение зсех величин по двум первым сводится к двум 
операциям — нахождению среднего геометрического и среднего 
гармонического. Грегори не употребляет индексов, но выражае- 
мое ими единообразие послеловательного образования он отме- 
чает очень определенно; о том, как он пользуется им, речь бу- 
дет ниже. 

Вследствие единообразия и однородности достаточно дока- 
зать эти предложения для п=2, что легко сделать с помощью 
нашего чертежа; легко усмотреть далее, что они, как указывает 
Грегори, имеют силу не только для кругов, но и для эллипсов 
и гипербол. 

Найденные результаты можно использовать как для вычисле- 
ния площади целого круга (а следовательно, для определения 
значения х), так и для вычисления площади кругового сектора, 
по данным тригонометрическим функциям его центрального 
угла (т. е. для вычисления круговых фуккций). Грегори приме- 
няет их также к вычислению гиперболических площалей и, при 
посредстве этих площадей, к вычислению логарифмов. Однако 
повторное извлечение квадратных корней делает выкладки не- 
сколько громоздкими. 

Весьма большой интерес формулам Грегори сообщают дан- 
ные им их автором теоретические примекения: Грегори доказы- 
вает с помощью их, что, как мы сказали бы теперь, круговые 
и логарифмические функции не принадлежат к алгебраическим. 
А именно, он утверждает, что предел 5, к которому стремятся 
выражения # и и, нельзя выразить аналитически с помощью двух 
приближенных значений Ё и и, т. е. что его нельзя выразить 
через й и и, помощью обычных алгебраических операций — сло- 
жения, вычитания умножения, деления и иззлечения корня. 

пт’ 
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Основные черты доказательства сводятся к следующему. Так 
как 5 получается лишь путем бесконечного повторения одного 
и того же приема, то зависимость этой величины от #, и #» 
должна быть такова же, как и от й и и, или, в современных 
обозначениях, должно иметь место равенство: 

$ = Л(й, ш) У, и). 
Надо доказать, что эта функция не может быть алгебраиче- 

ской, если 5 и и, выражаются через & и в, указанным выше 
образом. Так как эти выражения иррациональны, то Грегори 
ввалит новые переменные, полагая 

и =а\а+ 5), ш=оа 5), 

ь=аа- 5, и, =2а°. 

Дальнейшее доказательство заключается в обнаружении того, 
что Ё(й, 1) и Г(Еь, из) не могут быть выражениями одной и той 
же степени относительно а, если } обозначает алгебраическую 
функцию. Желательно было бы, конечно, более точное поясне- 
ние, как должна вычисляться степень, когда функция иррацио- 
нальна; но на указанном пути действительно можно выполнить 
точное доказательство, откуда следует, что 5 не может быть алгебра- 
ической функцией аи или двух, соответствующих друг другу, 
тии. Так как при # < и мы получаем, рассматривая круговой 
секори ф 

откуда 

агс со И 2 з 

а при!> и, рассматривая равностороннюю гиперболу, видим, 
что $ выражается через Ё и п алгебранчески н логарифмически, 
то, следовательно, является доказанным, что круговые и лога- 
рифмические функции не принадлежат к числу алгебраических. 

Как заметил уже Лейбниц, отсюдё еще не следует, что для от- 
дельных определенных значений & и и, 5 не может быть выражено. 
алгебраически через данные рациональные числа. Это могло бы 
иметь место и в том случае, когда Ги и имеют такие значения, 
что 5 находится в рациональном отношении к площади всего 

круга. Таким образом Грегори не доказал, что к есть, как мы 
говорим теперь, трансцендентное число, и, следовательно, не 
доказал, — как, быть может, он думал сам,—что квадратуру 
круга нельзя выполнить посредством линейки и циркуля. Дока- 
зать это удалось только в новейшее время, идя совсем иными 

путями, Линдеману, а за ним и другим. 

Быть может, как раз предположение, что доказательство 
Грегори относится к только что указанной проблеме, помешало 
Гюйгенсу оценить то, чего Грегори в действительности достиг. 
В рецензии в „Зита Чез Зауат{з“ (1668) Гюйгенс старается 
показать на примере, что, когда Ц и из, & и и, выражаются 
вышеуказанным образом через а и 2, то можно составить из 
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фи п алгебраическое выражение, принимающее при подстановке 
как Ци ци, таки & Ин, одно и 10 же значение; при этом, од- 
нако, Гюйгенс ставит самые константы этих выражений в зави- 
симость от @ ифи не замечает, таким образом, предположе- 
ния Грегори, что @ и В являются величинами перемекными или, 
как он выражается, неопределенными (114еНпНае), на что Грегори 
и указывает ему в своем ответе в „РиЦозоршса|! Ттапзаснопз“. 

Впоследствии Грегори заменил свои малоудобные методы 
приближений применением бесконечных рядов. Что касается до 
логарифмов, то это произошло лишь после того, как он позна- 
комился с меркаторовым разложением в рялы, которому он дал 
геометрическое обоснование; круговые же функции он стал зы- 
числять, пользуясь рядами, лишь познакомившись с применением 
общего метода Ньютона. Ввиду того, что в этой области его 
работы не пролагаюг новых путей, мы отметим только наиболее 
важные результаты, которыми мы ему обязаны. Это — разложения: 

0 3 Е + #6 ке 

где #— постоянная, для натуральных логарифмов равная 2, и 
Ра ы гы 

асе... 

гле мы даем его формуле вид, который она получает, если вос- 
пользоваться современным обозначением арктангенса и положить: 
радиус равным 1. Первая формула по существу совпадает с 
формулой 

ов У хе е +... 

Мы указываем эти результаты уже здесь, так как они нахо- 
дятся в соответствии с прежними исследованиями Грегори. Они 
дают общий метод’ для приближенного вычисления площалей 

круга и равносторонних гипербол, а следовательно, также кру- 
говых и логарифмических функций. Ряды Грегори для вычисле- 
ния этих двух классов функций совершенно совпадают друг 
< другом, за исключением знаков перед членами, стоящими на 
четных местах. 

Обратимся теперь к другим более ранним применениям бес- 
конечных рядов к вычислению круговых и логарифмических функ- 
ций, Впервые встречаются они нам у Гюйгенса и Броункера, у 
которых они имеют форму, ясно говорящую о влиянии архиме- 
довой геометрической квадратуры сегмента параболы („Древние 
и средние века“, стр. 126). Архимедова квадратура состоит в том, 
что в сегмент вписывается треугольник, зершиною которого 
служит точка касания касательной, параллельной хорде сегмента; 
затем в каждый из обоих оставшихся сегментов таким же обра- 
зом вписываются треугольники, сумма площадей которых ‹оста- 
вляет четверть площади первого треугольника; далее, в четыре 
новых сегмента опять вписываются треугольники, и т. д. Площадь 
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данного сегмента оказывается равной произведению площади пер- 
вого треугольника на сумму бесконечного ряда 

тат. = 5. 
Гюйгенс применил тот же прием для определения границ, 

в которых должна лежать площадь кругового сегмента. В сег- 
мент АЕВОС (черт. 21), меньший полукруга, сперва вписывается 
треугольник АВС с вершиною В в середине дуги, затем таким же 
образом в оставшиеся сегменты вписываются треугольники 
АЕВ и ВЮС и т. д. Гюйгенс доказывает, что 

ААЕВ + АВРС> 1 ДАВС. 

Вписывая в новые сегменты все время новые треугольники, 
мы, сколько ни будем продолжать этот прием, никогда не запол- 

ним всю площадь сегмента. 
Н Поэтому 

сегм. АЕВОС> ЛАВС [1 + 

+ я НЫ. ге ДАВС. 

Гюйгенс доказывает даль- 
ше, что, если АН и СН 
суть касательные в Ди С, 

Черт. 21. а Ки О точки их пе 
ресечения < касательной, 

параллельной АС, то АРНС > + ААВС. Подобным же об- 

разом внешние треугольники, отсеченные касательными в Еи Д, 

больше ; ЛАЕВ и 1 АВБС и т. д. Так как внешняя площадь 

АЕВОСНЫ составляет предел суммы внешних треугольников, 
а сегмент АЕВОС — предел суммы внутренних, то 

2хХплощ. АЕВОСН > сегм. АЕВЮС. 

Прибавив к обеим частям этого неравенства площадь АЕВОСН, 
мы получим. 

2 

площ. АЕВОСН > + ВАНС. 

Гюйгенс может теперь существенно упростить вычисление я 
и основанное на нем вычисление тригонометрических величин. 
„Действительно, раньше оно базировалось ка том, что площадь 
хруга и длина окружности больше соответственных величин для 
зписанного многоугольника и меньше тех же величин для мно- 
тоугольника описанного. Указанные здесь результаты дают Гюй- 
тенсу возможность, вычислив площади /, и (7, вписанного и 
описанного многоугольников, сразу дать для плотцади круга или, 
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беря радиус равный 1, для к более тесные границы. Именно, 
если АВ и ВС-— стороны вписанного л-угольника, то разность 
т—/, равна сумме таких пар сегментов, как АЁВ и ВОС, т. е. 

4 
больше чем з СУммы пар соответствующих треугольников АЕВ 

`и ВОС. А так как ДАЕВ+ АВОС> 1 ДАВС, то 

=—1,>; №24ВС 
или 

#—1.> 51.1), 

что дает для я нижнюю границу: 

1 +3 (.—#). 
Для верхней границы мы получим выражение: 

Ъ О, —,, 
если примем во вкимание, что разность И,—х равна сумме пло- 

щадей вида АБВОСН, каждая из которых больше 2 РАНС. 

Пользование этими границами дает нам возможность при 
одном и том же числе сторон многоугольника получать для п 
почти вдвое большее число правильных десятичных знаков, чем 
если бы мы, следуя Архимеду, пользовались в качестве пределов 
лишь самими вписанными и описанными многоугольниками. 

Гюйгенс примекяет также другие средства для того, ‘чтобы, не 
увеличивая числа сторон многоугольников, еще теснее сомкнуть 
границы, между которыми должно лежать к. Относительно них 
мы заметим только, что, подобно тому как изложенное сейчас 
вычисление основано на сравнении площадей кругового и пара- 

болического сегментов, другие приемы связаны с исследованием 
относительно взаимного расположения центров тяжести этих 

сегментов. 
Как мы видим, Гюйгенс представлял площадь кругового сег- 

мента как сумму ряда, первым членом которого служит плошаль 
вписанного треугольника, вторым сумма площадей двух треуголь- 
ников, третьим сумма площадей четырех треугольников и т.. д. 
Ок сопоставлял этот ряд с геометрической прогрессией, которой 
Архимед пользовался для определения площади параболичес- 
кого сегмента. В результате у Гюйгенса получаются вышеприве- 
денные неравенства. Броункер поступил совершенно таким же 
образом © сегментом равносторонней гиперболы („РиШозорН!са! 
ТтапзасНопз", 1668). Но здесь для площадей отдельных треуголь- 
ников получаются простые выражения, так что бесконечный ряд 
непосредственно дает арифметическое выражение искомой пло- 
щади. Броуккер начинает, однако, с вывода подобных рядов для 
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определения других площадей, связанных с гиперболой, — в част- 
ности тех, которые непосредственно изображают логарифмы. 

Броункер отыскивает, собственно, только 112; но его прием, 
как он сам указывает, можно применить к нахождению лога- 

рифмов всех рациональных чисел. Вот ход его рассуждений, ЕС 
{черт. 22) — луга равносто-* 
ронней гиперболы, уравнение 
которой, отнесенное касимп- 
тотам, есть ху=1. АВесть. 
одна из этих асимптот, Е — 
вершина гиперболы, обе 
координаты которой равны 1; 
если мы положим АВ=1, 
то точка Сбудет иметь коор 

1 динаты Фи), а фигура 
| АБАСВ — площадь, разную 

2. Отрезок АВ оси абецисс 
делится сперва на 2, затем 

| на 4, 8 ит. д. равных частей. 
На чертеже буквами а, Ё, 

я 6 с. дел «обозначены точки 
Черг. 22. типерболы, имеющие абс- 

циссы: 

1 Ра + т 1 я А 12, 11, 15. 

Прямые чертежа проведены параллельно осям координат 

(асимптотам). Внутри площали ЕОС@Я находятся прямоугольники, 
следующей величины: 

Ы 
а) =5з.: =дь, ю= 

1 1 
ао? 5 д’ 2 

а внутри самой искомой площади АВСЯЕ прямоугольники: р 

3 1 А _ 
СА = 5, ЧЕ = зд, м- 55. - 

1 1 о 
па’ Я. ,  тьлв" 

7.5 ° 

1 1 
ар до, ст = 

В этом легко убедиться, так как горизонтальные стороны 
прямоугольииков представляют собою разности между данными 

абсциссами, а вертикальные стороны — разности между соответ- 
ствующими ординатами точек гиперболы ху= 1. Если разделить 
АВна 16, 32,... части, то с обеих сторон прибавляется по 8, 16,... 
новых прямоугольников, площади которых выражаются по тому 
же уже ясно обозначившемуся закону. Броункер был вполне 
убежден в правильности этого индуктивного заключения, хотя 
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тогда еще не было достаточных алгебракческих ресурсов, чтобы 
провести полное доказательство. Таким путем он находит, что 

- + 1 ЕБСа = о зь +... (1) 
1 п : 1 

АВСаЕ = ту + 5 Нъь ау + 2) 

складывая эти ряды, он получает, что 

1 1 + 
= ава На Таз + {3) 

Он заключает, далее, ‘что площадь сегмента 

1 1 1 АСЕ ао +... (4) 

Площадь эта находится как полуразность между площадями 
ЕРСЯ и ЕСаЕ, последняя из которых представляется рядом (2) 
без первого члена. Члены ряда (4) получаются почленным вычи- 
танием рядов для ЕРСа в РСаЕ: 

р = 
#\23 8-4 

ит. д. 
Отдельные члены этого нового ряда представляются Броузке- 

ром сверх того непосредственно как части сегмента Е&СЕ. Так, 
первый член есть площадь треугольника 24, второй — треуголь- 
ника Еёа, третий — треугольника &/С и т. д., словом, чл°ны прел- 
ставляют собою площади треугольников, соответствующих тем, 
на которые Архимед делил параболический, а Гюйгенс круговой 
сегмент. 

Для фактического вычисления Броункер применяет ряд (4) 
как сходящийся наиболее бысгро; |п 2 находится вычитанием 

Е 
площади сегмента из площади трапеции, равной -. При вычис- 

лении Броункер стремится, с одной стороны (подобно Гюйгенсу), 
полойти к искомой величине ближе. чем это достигается простым 
сложением вычисленных членов ряда, с другой стороны — полу- 
чить надежную оценку степени точности. По примеру Аркимеда 
он соединяет члены, соответствующие последовательному деле- 
нию отрезка АВ на 2, 4, 8, 16,...равных частей, в группы. Если 
обозначим эти группы из 1. 2, 4, 8,... членов через и, Дь, Из,..., то 

1 1 
— 45:6 Рота 

1 
зач. 1 = 

итд. 
1 

Броункер утверждает, что 1, < №41, и дает этому совер- 

шенно общее алгебраическое доказательство: он устанавливает 
с помощью буквенного исчисления, что при а > 2, 

1 + 1 Е 
чае -0а=5 Зиба=офа-в) + ба 22 23-9, 



302 ВОЗНИКНОВЕНИЕ ИСЧИСЛЕНИЯ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 

т. е. что : каждого члена и, меньше суммы двух соответствую- 

щих членов и»ль. Таким путем он находит, что 

площ. сегм. ЕСа >! и. +...+ п, (1 + ++ ь 

или 

площ. сегм. ЕСа > а; фи +... фи, + ти 

т. в. он находит более близкую нижнюю границу, нежели та, 
которая получается, если остановиться на члеке и, В качестве 
верхней границы для остатка Броункер указывает на величину 
4 т 
Зи 

1 
970 ии й,. 

Чтобы притти к этому утверждению, он, вероятно, восполь- 
зовался тем обстоятельством, что, как это действительно выте- 
кает из его доказательства вышеприведенного неравенства, отно- 

ин 

‚ не давая другого доказательства, кроме ссылки ‘на то, 

1 
шени е достигает значения —, но, убы- З’ ы 
вая, приближается к этому пределу, так что 

и» и, паза, Но и „(== 

ит д. 
Вследствие этого сумма членов, следующих за и,, меньше, чем 

и, 1 зв: 
11 

и, „1 
Результат Броувкерз получается, если в это выражение вместо 

т вставить г. Формально это, конечно, неправильно, так как 
[2 

и, 
подстановка 

числа меньшего, 
чем —"-, уменьшает 

и дробь, 4’ пн 
так что за новую верхною границу нельзя ручаться. Однако те 

общие для обеих границ з и, и че десятичные Е кото- 
1 

рые не влияет замена величины величиной 1 1» остаются вер- рии 
ныии, и потому, если ограничиться этими знаками, ошибки от 
указанной замены не произойдет. Броункер берет при вычисле- 
них (соответствующем п =5) на один знак больше, чем следо- 
вало бы согласно сказанному, тд, что, несмотря на эта, действи- 
тельно получается верхняя граница, объясняется тем обстоятель- 
ством, что в последнем множителе указанного нами правильного 
выражения верхней травицы можно известное нам отношение 

=". зайенить отношением “=, правда, не вычисленным, но более 
1 Ни 

близким к в 
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Броункер рассматривает и медленнее схолящиеся ряды (1) и 
{2), таким же образом соединяя в обоих члены в группы. Что 
касается до ряда (1), то ок преобразуется в ряд, состоящий из 
первого члена, который мы попрежнему обозначим через и, 
суммы (из) двух следующих, суммы (из) четырех следующих ит, д. 

Е: 
Броункер доказывает, что -„-<.„, вследствие чего остаток, 

ы 
который мы получаем, останавливаясь на любом члене, меньше, 

1 
нежели в сходящемся геометрическом ряде со знаменателем 5. 

При доказательстве этого Броупкер, в противоположность пре- 
дыдущему случаю, не нуждался в непривычном алгебраическом 
выражении общих членов, но мог довольствоваться более знакомой 
геометрической алгеброй. Он выводит из чертежа, что площадь 

Тар-ыч> вы 79 
ит.д. 

Действительно, п > /Ц, так как оба прямоугольника имеют 

одинаковое основание, равное ь, в то время как высота, т. е. 

разность между ординатами, соответствующими абсциссам с од- 

ною и тою же разностью, уменьшается, по мере того как растут 
абсциссы. Легко видеть, что это соображение можно распро- 
странить на все члены ряда. Из ряда (2), отбрасывая 1-й член и 
группируя остальные как в предыдущих случаях, получаем, на- 

В 1 
против, что Ни >> > и,; таким образом соответствующая геомет- , > и, р 
рическая прогрессия образует, как и для ряда (3}, только нижнюю 
границу. 

Итак, Броункер, во-первых; вычисляет величины как ‘суммы 
бесконечных рядов; во-вторых, он преобразует эти ряды в такие, 
в которых отношение каждого члена к предшествующему при- 
ближается к пределу, меньшему 1. В-третьих, в то время как у 
Архимеда соответствующее преобразование вело к сходящемуся 
теометрическому ряду, Броункер применяет сравнение с геомет- 
рическими‘ рядами для того, чтобы достичь лучшего приближе- 
ния и чтобы найти границы для остатка. В том случае, когда 
указанное отношение приближается к этой гранкце возрастая, 
как это имеет место для ряда {1), мы получаем таким путем 

точное определение верхней границы суммы ряда. В-четвертых, 
если отношение между членами, каоборот, убывает, как в рядах 
(2) и (4), то Броункер применяет для вычисления верхней гра- 
ницы очень остроумный искусственный прием. Результат его, 
однако, отнюдь не является надежным, когда выставляется как 

отвлеченное правило, и неясно, видел ли Броункер, как кадо 
было обеспечить себе его правильность ‘при произведенных им 
выкладках. 

Броункер заметил также, какие требования должны быть по- 
ставлены при вычислении суммы бесконечного ряда. Действи- 



304 ВОЗНИКНОВЕНИЕ ИСЧиС. ЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ 

тельно, то, что мы называем ‘теперь сходимостью ряда, основано 

на том, что разность двух значений, между которыми должна 
лежать сумма, может быть сделана меньше любой заданной 
величины. Таким образом сходимость ряда (1} полностью 
выяснена, 

В рассматриваемом исследовании, правда, особое доказатель- 
ство сходимости рядов не является ни необходимым, ни доста- 
точным; первое потому, что суммы рядов остаются все время 
меньше, чем конечные площади, для изображения которых они 
определяются; последнее потому, что ряды даже в случае схо- 
димости могут приближаться не к этим площадям, & лишь к 
меньшим пределам. Однако Броункер ясно указывает на одно 
обстоятельство, из которого можно сейчас же заключить, что 
при достаточном увеличении числа членов в каждом ряде откло- 

нение от площади, которую он должен представлять, может быть 
сделано меньше любой заданной величины. Именно, он говорит, 
что 

1 1 1 
ар — ар 

— результат, которому легко дать обоснование. Отсюда следует, 
что при бесконечном увеличении а бесконечный ряд 13) дейст- 
витёльно приближается к указанному для него пределу 1. Так 
как отклонение этого ряда от площади квадрата АВОЕ равно 
сумме отклонений рядов (1) н (2) от площадей ОСЯЕ в АВСАЕ, 
то и эти отклонения при достаточно большом числе членов 
могут быть сделаны меньше любой величины. 

Возможность вычислить таким путем, кроме ш2, также ло- 
гарифмы других рациональных чисел основана на том, что, если 
АВ рационально, то его можно разделить на соответственно вы- 
бранные рациональные части; точкам деления соответствуюттогда 
также рациональные ординаты и, следовательно, рациональные 
прямоугольники. Если число заключается между Ги 2 и знаме- 
натель есть степень 2, то можно даже воспользоваться теми же 

делениями и, следовательно, членами тех же рядов. Так, Броун- 

1 
1 1 

ав Рае + 

кер находит; ` 
5 Е 

Ша сем. ВабЕ, 

где 

^: о 1 1 1_ 1 
сеги, ВабЕЁ = оо Рив во Там Таз Г 

1 1 
+5958 Навечно +.- 

пользуясь найденным значением 102, он вычисляет отсюда 1п 10. 
Меркаторово определение логарифмов с помощью рядов, опуб- 

ликованное в его „Логарифмотехнике“ несколько раньше броун- 
керовского, представляет собою до некоторой степени противо- 
положность последнему. Броункер показал, чего можно достичь, 
ведя исследование традиционным способом в согласии со взгля- 
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дами древних, но в случае нужды пользуясь новыми вспомога- 
тельными средствами. Метод Меркатора имеет ясно выраженный 
характер большей общности. Меркатор первый выступил публично 
< применением этого метода, хотя и Ньютон в то время уже 
владел им и получил с его помощью весьма важные результаты. 

Прием Меркатора вследствие его общности может быть изложен 

короче, чем исследование Броункера. 
Мы можем воспользоваться при этом гиперболою, уже изо- 

браженной на черт. 22, относя ее к осям АВи АЕ. Уравнение 
ее имеет тогда вид: 

7 

или, по разложении в ряд, который Меркатор получает путем 
деления, 

у=тфЩи Ш... 

Если мы обозначим здесь через @(= АВ) любое значение х, 
то площадь АВСЕ, или катуральный логарифм 1-а, мы полу- 
чим, интегрируя обе части равенства от 0 до а; следовательно 

пота 
ша =, +... 

Меркатор, однако, не соединил с этим совершенно новым 
применением квадратур, с которыми он познакомился по рабо- 
там Валлиса, той точности выполнения, которая столь присуща 
была старым методам исследования. Так, характерно, что на его 
собственном чертеже а > 1, так что сходимость, являющаяся при 
его методе необходимым условием, здесь не имеет места. Необ- 
ходимость сходимости была отмечена Валлисом, указавшим так- 
же, что этот метод путем незначительного расширения можно 
применить к вычислению любой площади, огракиченной равно- 
сторонней гиперболой, одною из ее асимитот и двумя парал- 
лелями к другой асимитоте. Если выбрать одну из этих парал- 
лелей за ось ординат, а первую асимптоту за ось абсцисс, то 
уравнение гиперболы можно написать в виде: 

и == сй Ух, 

‘полагая расстояние от оси ордниат до параллельной ей всимп- 
тоты равным 1 и обозначая через ф отрезок, который кривая 
отсекает на оси ординат. Двойной знак нам пришлось ввести 
потому, что Валлис еще не приписывает абсциссам знака. От- 
сюда при 0<а<1 с помощью примененного Меркатором при- 
ема получается, что 

о. (18 =5(а 

где Е ш!1-=4) есть ограниченная указанным образом пло- 
щадь. Валлис обращлет внимание на то, что таким образом можно 

20 цейтеш Нолория хатомелини, 
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определить всякую площадь. Это всегда можно сделать путем 
применения нижнего знака, так как тогда осью ординат служит 
та из двух параллелей, которая находится от центра на боль- 
шем расстоянии, и таким' образом а< 1. 

Рассматривая применение бесконечных рядов и других бес- 
конечных приближений, мы видели, что в ХУЙ в. продолжая 
‘традиции древних, еще тщательно следили за сходимостью этих 
операций. Мы говорим здесь не об абстрактной, независимой от 
применений сходимости самого ряда или другого взятого разло- 
жения. К такой постановке вопрося приближается лишь Броуикер, 
которому удается доказать абстрактную сходимость ряда {1). Нет, 
здесь речь идет о сходимости, представляющей более непосред- 
ственный интерес (и из которой следует затем и абстрактная схо- 
димость}, —о сходимости рядов как раз к тем величинам, кото- 

рые желательно было выразить и вычислить. Такая сходимость. 
нередко вытекает почти непосредственно из способа построения 
последовательных приближений. Мы видели это как раньше у 
Валлиса (стр. 278), так и здесь у Броункера. 

Несмотря на это, довольно распространена тенденция считать, 

что в ХУП в., а также раньше совершенно не обращалось вни- 
мания на сходимость; основанием для такого заключения служит 
та небрежность в этом отношении, которая свойственна была. 
ХУШ в. 

Действительно, может показаться странным, что ХУШ в. 
пренебрег хорошими уроками великих предшественников. На это’ 
мы можем заметить прежде всего следующее: этими уроками. 
нельзя уже стало пользоваться непосредственно, когда речь за- 
шла не только об изображении с помощью бесконечных рядов или 
приближений величин, существование. когорых с самого начала 
не могло возбудить соинезия, но когда обратились к рассмотрению- 
величин, которые сами должны были быть прежде всего опре- 

делены © помощью рядов. Естественно, далее, что многие черты, 
свойственные изложению античных математиков, оказались уте- 
рянными в ХУШ в., когда изложение приняло совершенно иные, 
новые формы, получившие в ХУШ в. полное развитие. С новыми 
формами не было еще связано традиций, которые могли бы ука- 
зать, каких ошибок надо остерегаться; самые понятия, лежавшие 
в основе этих новых форм. не были еще так четко определены, 
чтобы в каждый момент можно было правильно указать область 
применимости операций. Математики ХУШ в. ясно видели, с ка- 
кой легкост, ю выполнялись операции в этих новых ‘формах, и. 
лонимали значительность полученных с помощью их резул тов, 

но пока что имели с кими еще слишком мало дела, чтобы вполне 
уяснить себе границы их применимости. В защиту правильности 
высказанного здесь положения говорит уже и то обстоятельство, 
что Меркатор, у которого разложение в ряды носит отпечаток 
методов новейшего времени, созершенно не говорит о сходимо- 

сти ряда, в то врёмя как авторы, ближе придерживающиеся ста- 
рых испытанных форм, отнюдь не игнорируют этот вопрос. 
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То обстоятельство, что старые приемы, имевшие по существу 
геометрическую природу, были надежнее и точнее приемов, но- 

сивших более алгебраический характер, или тех, которые позже 
были связаны с еще более широким применением алгорифмов, 
нисколько не находится в противоречии с тем, что в настоящее 
время мы, наоборот, смотрим на анализ как на средство более 
точное, чем большинство применений гсометрических методов. 
Наибольшей точности можно всегда достичь в той области, где 
даны наиболее точные определения основным понятиям. Такой 
областью в рассматриваемое нами зремя была унаследованная 
от древних геометрия; в течение же всего ХХ в. на передкий 
план в этом отношении все больше и больше выступал анал 

4. Задачи, решаемые в настоящее время с помощью 
диференцирозания. 

В то время как определение значения интеграла данной функ- 
ции уже в древности получило форму задачи о квадратуре и 
связью квадратуры с другими задачами, решасмыми с помощью 

того же интеграла, пользовался уже Архимед, для задач, .решае- 
мых в настоящее время путем диференцирования, в древности не 
имелось столь систематического и единообразного способа их 

трактовки. Мы имеем здесь, в частности, в виду определение 
касательных, нахождение максимальных и минимальных значений 
и получение условий, при которых алгебраические уравнения 
имеют равные корни. Особенно разнообразны были решения за- 
дач на определение касательных: для доказательства того, что 
некоторая прямая является касательной к кривой, древние мате- 
матики старались показать, что эта прямая, имея с кривою об- 
шую точку, по обе стороны этой точки расположена с одной и 
той же стороны кривой. Для установления этого факта приме- 
нялись довольно несистематически различные известные свойства 
отдельных кривых. Сравнительно более ясно выступала в трак- 
товке древних взаимная связь между указавными различными 
классами задач. Известная величина имеет максимальное или ми- 
нимальное значение, ‘если увеличение или уменьшение ее делает 
соответствующую задачу невозможной; указание на максималь- 
ное или минимальное значение обыкновенно содержится в так 
называемом диоризме задачи („Древние и средние века“, стр. 77), 
Но такое значение получается как раз тогда, когда уравне- 
ние, дающее алгебраическое решенне, имеет равные корни. При 
обычном в древности способе решения равенство корней харак- 
теризуется тем, что кривые, с помощью пересечения которых ре- 
шается задача, касаются одна другой; доказательство же того, 
что это обстоятельство имеет место, основывается, в свою оче- 
редь, на определении касательных к отдельным кривым. 

Еще у Евклида встречаем мы дкоризм, связанный с задачей, 
сводящейся к квадратному уравнению; именно, ставится задача 

20* 
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о построении прямоугольника данного периметра, равного по 
площади данному квадрату. 

Диоризм устанавливает, что задача возможна, если сторона 
данного квадрата не превосходит половины данной суммы сторон. 
Этим устанавливается связь между задачей решения уравнения 

ха—^) = 

ц задачей пахождепия максимума выражения х(е — <). Дноризм 
дошедшего до кас через Евтокия решения архимедова уравнения 
3-й степени (Цейтен, „Древние и средние века“, стр. 149) 

х(@а-х=ье 

содержит определение максимального значения выражения, вы- 
водимое с помощью нахождения касательных к кривым, употре- 
бляемым для решения. Подобным же образом Аполлоний, рас- 
сматривая вопрос о числе нормалей, которые можно провести 
из данной точки к коническому сечению, применяет определение 
касательных к кривым, с помощью которых он проводит эти 
нормали („Древние и средние зека“, стр. 151). 

Мы хотим отметить еще однн пример, относящийся к нахо- 
ждению. минимального значения, — тот, о котором упоминает Папе 

В своих вспомогательных предложениях к утерянному сочинению 
Аполлония об „определенном сечении“. Речь здесь идет об опре- 
делении на прямой с нарами точек А, А’ и В, В' такой точки Р, 
дяя которой отношение 

имеет заданное значение. Вообще получается две точки, но, как 
говорят Папп, отношение становится „простым“ и каименьшим 
{или наибольшим), когда Р. как выражаются теперь, является 
двойной точкой в инволюции, определяемой парами А, А’и В, В". 
Как указывает Ферма, выражение „простое“ обозначает, что при 
этом значении соответствующие точки совпадают. Таким об `азом 
здесь дело идет как раз о той зависимости между равными кор- 
нями и минимальными значениями, о которой мы только что го- 

ворили, 
Так как к началу нового времени наибольшие старания были 

направлены в сторону реформы и развития алгебры, унаследо- 
ванной от древних в геометрической форме, то выработка 
методов для решения все большего и большего количества 
уравнений до такой степени занимала знимание математиков, 

‚что диоризмы и содержащиеся в них предложения о макси- 

мальных и минимальных значениях оставались на заднем плане, 
Все же такие пограничные значения нередко напоминали о себе, 
отделяя иногда, как в уравнениях 3-й степени, те случаи, снособ 
решения которых был уже известен, от тех, которыми еще только 
предстояло овладеть. Таким именно образом, как мы видели, 
Тарталья был приведен к интересной задаче на определение мак- 
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симума (стр. 92). В простых случаях, когда вопрос такого рода 
можно было связать с исследованием построения, выполняемого с 
помощью линейки и циркуля или с исследованием решения урав- 
нения 2-й степени, этого не упускали случая сделать. Пример 
подобного рода определения минимального значения встречадся 
нам, например, у Галилея (стр. 239). 

Связный ряд таких олределений содержится в появившемся 
в 1659 г. сочинении Вивиани „О максимальных и минимальных 
значениях" („Ре тах!пиз ©ё пипитиз“). Хотя к этому времени су- 
ществовали уже новые методы решения этих вопросов, однако, 
Вивиани трактует их исключительно античным геометрическим 
способом. Работа его является попыткой решить загадку о том, 
что могла содержать в себе 5-я книга сочинения Аполлония о 
конических сечениях, ставшая известной через арабов лишь ке- 
сколько позже. 

Попытка эта оказалась удавшейся в том смысле, что Вивиани 
действительно снова нашел даваемое Аполлонием в упомянутой 
книге построение нормалей к коническому сечению, проходящих 
через данную точку. Правда, он знал из комментария Евтокия, 
что у Аполлония была там эта задача. Однако ему делает осо- 
бую честь то, что он настолько чувствовал античную геометрию, 
что снова нашел именно решение Аполлония. Он, впрочем, не 
дает исследования условий возможности, которое мы находим у 

Аполлония. То обстоятельство, что книга аполлониевых кониче- 
ских сечений, воспроизведением которой задался Вивиани, 10. 
жна была трактовать вопросы о максимальных и минимальных 

значениях, заставило его включить в свое сочинение большое ко- 
личество применений их к коническим сечениям. Многие из них 
мало интересны; но есть среди них и такие, которым вскоре в 
связи с другими вопросами предстояло получить большое зна- 
чение. ы 

Когда, например, Вивиани отыскивает коническое сечение, ко- 

торое должно касаться другого в их общей вершине, и, удовле- 
творяя одновременно какому-нибудь другому данному услозию, 
должно при этом быть возможно большим или возможно мень- 
шим, то он дает ему тот же (соответствующий общей оси) пара- 
метр, как и данной кривой. В этом случае конические сечения 
имеют, как мы сказали бы теперь, соприкосновение 3-го порядка. 

Решение задач, касающихся максимальных и минимальных 

значений сегментов конических сечений, Вивиани связывает с тём, 
что огибающая хорд, отсекающих сегменты данной площади, 
есть коническое сечение, концентричное с данным, подобное ему 
и подобно расположенное. Таким же образом пользуется он оги- 
бающею поверхностью плоскостей, ограничивающих вместе с дан- 
ными поверхностями вращения 2-го порядка сегменты данного 
объема. Как мы увидим, Торичелли к этому времени уже иссле- 
довал другой случай огибающих. 

Из отдельных задач, которые Вивиани решает в конце своего 
сочинения, приведем следующие. 
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1. В прямом или наклонном конусе провести параболическое 
сечение так. чтобы сегмент его, ограниченный пересечением с 
плоскостью основания, имел нанбольшую величину. Вивиани поль- 
зуется здесь определением наибольшего треугольника, образо- 
ванного хордами круга. 

2. Найти точку, сумма расстояний которой от трех данных 
точек имеет минимальное значение, Этой задачей занимался уже 
ранее Кавальерн. к 

С подобного же рода задачами мы встречаемся у Григория 
сен-Винцекта в его несколько более раннем сочинении, о кото- 

ром мы выше говорили (стр. 255). Мы находим, например, здесь 
определение наибольшего круга, заключенного в эллипсе и ка- 
сающегося его в конце большой оси, а также определение наи- 
большего я-угольника, вписанного в параболический сегмент. 
Для решения последней задачи Григорий делит хорду на й—1 
равную часть: диаметры, проведенные через точки деления, опре- 
деляют тогда п—2 вершины. Двумя остальными служат концы 

хорды. 
Усвоенное в столь полной мере античное геометрическое опре- 

деление максимальных и минимальных значений скоро повело к 

дальнейшему развитию этих вопросов — прежде всего непосред: 
ственно благодаря большим успехам новой алгебры; заменявшей 
постепенно геометрическую алгебру; выстунили на сцену и со- 
вершенно новые соображения. Применение координат сделало 
ясным отмечавшийся уже Орезмом („Древние и средние века“, 
стр- 219) факт, что вблизи максимального или минимального зна- 
чения величина изменяется всего медленнее. Однако только Кеп- 
лер связал это соображение с решением задачи, представлявшей 
для того времени большие трудности; вписать в данный шар ци- 
линдр наибольшего объема. Задача эта находится в его упомя- 
нутой выше „Геометрии бочек“, исследующей наиболее целесо- 
образную форму бочек и, в частности, ищущей такую форму, 
которая при наименьшей затрате дерева давала бы наибольший 
объем. 

Задачу эту легко свести на определение наибольшего парал- 
лелепипеда, вписанного в данный шар. Аналогия с планиметрией 
ведет Кеплера к предположению, чтй это лолжен быть куб, от- 
куда следует, что диаметр основания искомого цилиндра должен 
равняться произведению высоты на ИЭ. Это свое предположение 
проверяет он прежде всего обычным своим индуктивным путем, 
вычисляя таблицу изменений объема с изменением высоты. Уже 
эта таблица ясно указывает, что вблизи предполагаемого макси- 

мума изменение всего меньше. Далее, приводится геометрическое 
доказательство того, что куб действительно дает искомый мак- 

симум. Доказательство состоит в сравнении частей другого впи- 
санного параллелепипеда, лежащих вне куба, с частями куба, ле- 
жащими вЕе параллелепипеда. Это сравнение, сверх того, ясно 

показывает, что разность между такими частями обоих тёл, по 
мере приближения параллелепипеда к совпадению с кубом, ста- 
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зовится исчезающе малой по отношекию к самим этим частям. 
Кеплер, уже при своих кубатурах считавший равными те беско- 
чечно малые величины, которые, говоря современным языком, 
разнятся на бесконечно малые высшего порядка, правильно оце: 
кивает также и указанное здесь. обстоятельство; это явствует из 
дальнейшего, где он снова указывает на незаметность изменений 
вблизи . максимума. Он не мог еще, правда, обосновать на этом 
прямое определение этих максимумов; но в исследованиях о вме- 
стимости бочек это соображение являлось руководящим. Из 
письма Бригга, сообщающего собственное новое доказательство 
того, что куб представляет собою максимум, мы видим, что мы- 
сли Кеплера упали на благодарную почву. 

Относительно Кеплера мы можем указать еще, что в одном 
месте при рассмотрении рефракции он заменяет параболу ее 
кругом кривизны. Исследования Галилея о движении также лали 
повод к новым приемам исследования непрерывно изменяющихся 
величин и связанных с ними вопросов исчисления бесконечно- 
малых. 

Таким образом подготовлены были различные методы, рас- 
<матриваемые нами в дальнейшем. Они появились почти одно- 
временно и независимо друг от друга. Поэтому в тех случаях, 
где не имело места взаимное влияние, мы не будем придержи- 
ваться хронологической последовательности, а будем группиро- 
вать их по их характеру. Напомним прежде всего, что Валлис, 
хак было указано на стр. 218, уже после появления большинства 
рассматриваемых ниже методов находил касательные почти тем 
же путем, как Аполлоний, пользуясь только вместо геометри- 
ческой алгебры последнего новой алгеброй. Из других методов 
мы рассмотрим прежде всего кинематический метод Торичелли 
и Роберваля, в котором новые воззрения сказываются наиболее 
непосредственно, Познакомившись с этими их методами, мы легче 

убедимся, что и творцам других методов, получивших большее 
развитие, понятие о непрерывном изменении не было чуждо, хотя 
эти авторы и искали более надежного и испытанного основания 

в чисто алгебраическом способе изложения. Благодаря такому 
изложению постепенно удалось получить возможность действи- 
тельно выполнять операцию, которую мы называем теперь ди- 
ференцированием. 

а) Метод касательных Торичеллй и Роберваля; некоторые 
специальные пригмы нахождения касательных у Декарта. 
В пастоящее время общепризнано, что Торичелли и Роберваль на- 
шли независимо друг от друга один и тот же метод построения 
касательных к данной кривой, обычно называвшийся до сих пор 
„методом Роберваля“. Метод этот исходит из представления о 
непрерывном изменении, получившего развитие благодаря гали- 
лееву учению о движении, У Торичелли, ученика Галилея, наи- 
более важное применевие метода связано даже непосредственно 
с исследованиями учителя; изложено оно, вместе с совсем‘ крат- 
ким сообщением о других применениях, в сочинении „О движе- 
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нии тяжелых тел, естественно падающих и брошенных“ („Ое шо 
этаушит пайгаЩег Чезсепаепщит @ роесюгит“), предметом ко- 
торого являются свободное падение и параболическое дви- 
жение брошенного тела. Кроме того, сочинение это содержит 
новые обоснования результатов Галилея и новые предложения, 
связанные с ними. Напечатано оно з собрании мелких сочинений 
Торичелли, появившемся в 1644 г, под заглавием „Геометричес- 
кие работы" („Орега беотевса“). 

В сочинении этом Торичелли применяет найденное Гали- 
леем откошение между вертикальной и горизонтальной ско- 
ростью брошенного тяжелого тела, описывающего параболу 
х? = 2 ру, к определению касательной к этой кривой в точке (х, у). 

Отношение это равно = или (стр. 238). Из последнего выра- х 
жения Торичелли заключает, что касательная пересекает ось пара- 
болы в точке, лежащей на отрезок 2у выше точки (х, у) или на 
отрезок у выше вершины параболы. Этот результат выводится 
из общего предложения, что касательная является диагональю 
параллелограма, сторонами которого служат горизонтальная и 
вертикальная скорости. Это предложение Торичелли форму- 
лирует и обосновывает. Он добавляет еще, что вследствие 
равенства направленных по раднусам-зекторам компонент ско- 
ростн точки, описывающей конизсскос ссчсние, тсм жс общим 
предложением можно воспользоваться для доказательства того. 
что касательная делит пополам угол между направлениями 
радиусов-векторов; указывает он также, что он применил это 
предложение для определения касательной к архимедовой спи- 
рали. Наконец, он обешает в конце слелующей статьи сборника 
дать основанное на этом предложенни определение касательной 
к циклоиде. Эту задачу он разрешил как для простой, так и 
для укороченной и удлиненной циклоиды: в частности, что 
касается до последних, то сго краткие указания говорят, что он 
определял касательную путем сложения скоростей, которые 
точка получает благодаря параллельному передвижению вдоль 
основания циклоиды и врашению около центра катящегося круга. 

В статье этой („О движении“ — „Ре шоф“) имеется также 
несколько предложений относительно парабол, описываемых 
различными телами, бросаемыми с одинаковою скоростью из 
одной и той же точки. Так, Торичелли находит, что геометри 
ческое место их вершин представляет собою эллипс, который 
ов исследует довольно подробно. Более интересно для нас 
с точки зрения подготовки диференциального исчисления предло- 
жение, говорящее, что все эти параболы касаются параболоида 
вращения с фокусом в начальной точке движений. Доказательство 
ведется посредством применения геометрического определения 
касательных к параболе, так что оно не содержит никакого 
нового инфинитезимального приема; однако из того, как Тори- 
челли применяет свое предложение к определению различкых 
возможных бросаний, видно, что он вполне сознавал значение 
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предложения. В сущности, предложение это, если ограничиться 
рассмотрением отдельной вертикальной плоскости, дает первый 
пример огибающей семейства кривых линий; предложения, в ко- 
торых конические сечения рассматриваются как огибающие семей- 
ства прямых — их касательных, — были установлены еще Аполло- 
нием, При этом, однако, ни у Аполлония ни у Торичелли о точ- 
ном определении столь общего понятия, как понятие огибающей, 
не было еще и речи, 

Торичелли был, быть может, первым, кто применил сложение 
скоростей к определению касательных: его скудные сообщения 
06 этом оказали, как мы увидим ниже, влияние на английских 
математиков. Роберваль, применив сначала подобный же прием 
к различным отдельным случаям, о чем сообщается уже в одном 
из писем Мерсенна, датированном 1640 г., дал затем система- 
тическое изложение метода и его важнейших применений. Он 
сделал это в сочинении о сложных движениях, представленном 

им в 1668 г. Французской академии наук и впоследствии опубли- 
кованном ею вместе с другими его работами в мемуарах ака- 
демии. Роберваль начинает с рассмотрения сложения скоростей 
по правилу параллелограма и затем при помощи этого правила 
находит касательные к коническим сечениям с данными фоку- 
сами, к различным конхоидам, х архимедовой спирали, квадра- 

трисе, циссоиде, циклоиде и упомянутой на стр. 206 кривой 
Декарта. Кончает он наброском сочинения о сложных движе- 
ниях. Все найденные Робервалем результаты правильны. Однако 
общие его соображения, как показал в Х1Х в. Дюамель (Ривате!). 
в одном случае оказываются неточными; случай этот связан 

с определением кривой с помощью уравнения между расстояниями 
точки от двух данных точек; таким уравнением Роберваль поль- 
зуется для конических сечений. Скорости, которые складывает 
Роберваль (и, судя по соответствующим задачам, также и Тори- 
челли), — это те скорости, с которыми растут или уменьшаются 

упомянутые расстояния г'и м, т. е. в новых обозначениях это 

величины и 3 ич И. 

действительной скорости на оба радиуса-вектора, а не компо- 
нентами скорости в направлении этих прямых, Если скорости 

равны друг другу или взаимно перпендикулярны, то это различне 
не влияет на определение касательных; в силу этого у Робер- 
валя, применяющего свой метод в таком неправильном в 
лишь к коническим сечениям, результат оказывается правильным: 
однако эти неверные соображения его привели Монтукла (Моп\ис!а) 
и даже Монжа в других случаях к прямым ошибкам. 

Великий современник Роберваля, Декарт, избежал этой ошибки, 
и притом как раз в том случае, где се было особенно легко 

Эти скорости являются, однако, проекциями 

Ч" 
сделать. Так как величины, обозначенные нами через д из, 

являются проекциями скорости движущейся точки на радиусы- 
векторы, то они пропорциональны косинусам углов, образуемых 
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с этими линиями касательною, нли синусам углов, образуемых 
вормалью. В соответствии с этим Декарт нашел, что нормаль 
к кривым, изображаемым уравнениями вида: 

а ен + с=0 

и получившим имя декартовых овалов, делит угол между радиу- 
сами-векторами на части, синпусы которых относятся как фк а, 

Несомненно, что первоначально он получил этот результат, 
исходя из прямых геометрических нифинитезимальных со0бра- 
жений, а не из тех пространных выкладок, на которых он 0бо- 
сновал его в своей „Геометрии“, следуя своему общему алге- 
браическому методу, о котором мы будем ниже говорить. 

7 

в м в 4 
Черт. 23. Черт. 24. 

Нначе он вряд ли, не имея заранее готового простого результата, 
довел бы до конца сложные выкладки. Сверх того, нужно при- 
вять во внимание, что сам Декарт в другом месте указывает, 
что к той задаче, которую он поставил себе сначала, этот метод 
неприменим. Задача, поставленная и решенная Декартом, была 
задачей, обратной той, которую он решает алгебраическим 
методом; она формулируется так: найти кривую, нормаль к которой 
в любой ее точке обладает тем свойством, что отношение 

между синусами углов, образуемых ею с прямыми, соединяю- 
щими точку с двумя даннымн точками, имеет данное значение, 
К отысканию такой кривой привели Декарта его исследования 
по оптике, так как кривая эта преломляла бы лучи, выходящие 
из одной данной точки, таким образом, что преломленные лучи 
проходили бы через другую точку. 

Декарт использовал эти соображения и в лругом случае. 
Из того, что нормаль образует с любыми двумя прямыми ИР и 
МО, проходящими через точку кривой М, углы, синусы которых 
пропорциональны проекциям скорости на эти направления, выте- 
кает следующее построенне нормали: на луче МО (черт. 24} 
откладываем отрезок МА’ равный проекции МА скорости МГ 
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на луч /МР; на продолжении луча МР откладываем отрезок /МВ’, 
равный проекции /МВ скорости МТ на луч /М0. Тогда диаго- 
наль ММ параллелограма, построенного на отрезках МА’ и МВ", 
будет нормалью. В справедливости этого легко убедиться, так 
как из треугольника 'МА’М№ получаем: - 

эп ДА’ММ: а ДВ’ММ = МА’; МА' = МВ’; МА’ = МВ: МА. 

Таким образом синусы углов, образуемых ММ с направле- 
ниями (О и МР, пропорциональны проекциям скорости на эти 
направления, а значит, /МА№ — нормаль. Это свойство нормали 
можно применить для построения нормали к конхоиде, которое 
Декарт и дает на стр. 41 „Геометрии“ '. Пусть будет (черт. 24) 
СР — конхоида, А —ее полюс, НВ — ее асимптота. Конхоиду 
строят, отмечая на прямых, проведенных из А (например, на АС) 
точки (С), находящиеся ва данном расстоянии (ЕС-=а) от 
точки (Е) пересечения прямой с асимптотою. Декарт строит 
нормаль СО как третью сторону треугольника СРО, сторона 
которого С- направлена по СА и равна расстоянию СЁ точки С 
от асимптоты ЯВ, а другая сторона РО, перпендикулярная 
к асимптоте, равна отрезку ЕА радиуса-вектора между асимт- 
тотой и помосом. 

Если мы положим АС=хг, НС ==, ЕС-а, АВ =, то 

ау ав 
и, по диференцированни, 

ош 
ог! 

откуда видно, что СЁ, т.е, фи РС, т. е. г— а, относятся 
как проекции скорости движущейся точки С на НС и СА. Таким 
образом мы имеем перед собою как раз построение, которое, 
как Декарт легко мог доказать с помощью подобных треуголь- 
ников, следует из приведенного принципа. Какое-нибудь другое 
простое объяснение построения вряд ли возможно, и из выра- 
жений в „Геометрии“ Декарта видно, что он нашел это построение, 
во всяком случае, не своим алгебраическим методом. 

Нормаль в точке циклоиды Декарт определяет, проводя ее 
через точку касания соответствующего положения катящегося. 
круга и оскования циклоиды. Это определение могло быть най- 
дено непосредственным применением приема, употребленного 
в предыдущем случае, и возможно, что Декарт подразумевает 
как раз этот прием, когда он говорит о доказательстве, которое 
сам он предпочитает, но изложение которого было бы слишком 

длинным. Что касается доказательства, приводимого им, то оно 
состоит в том, что круг рассматривается как многоугольник 
< бесконечным числом сторон. Доказательство это можно при- 
менить и к другим кривым, описываемым при качении („рулеттам“). 
Декарт замечает это обстоятельство и пользуется им для по- 

> Франц. пд, 1886 г. (А. Неттаол). 
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строения нормалей к удлиненной и укороченной циклоиде. 
В последнем случае это построение дает ему возможность полу- 
чать точки перегиба кривой. А именно, Декарт указывает, что 
нормаль в точке перегиба будет касательной к той окружности 
{концентричной с катяшейся), на которой находится точка, 
описывающая укороченную циклоиду 1. 

5) Методы Декарта и Гулде. Для того чтобы применять опи- 
санные нами кинематические методы к нахождению касательных 

и нормалей, нужно было для различных кривых прибегать к раз- 
личным их свойствам и использовать 

РВ в каждом отдельном случае индивиду- 
альные особенности данной кривой. 
Общий метод решения задач на на- 
хождение касательных и нормалей 
можно было надеяться получить 
только на алгебраическом пути, ис- 
пользуя средства только что создан- 
ной аналитической геометрии. Только- 
алгебраические методы были доста- 
точно развиты и для того, чтобы 
гарантировать безусловную правиль- 
ность результата. Без них легко 

можно было впасть в ошибки, подобные тем, которые впо- 
следствии действительно были вызваны неясностями в изложе- 

нии Роберваля. Полный метод для аналитико-геометрического 
определения касательных к алгебраическим кривым мы нахо- 
дим в „Геометрий“ Декарта; прежде всего он применяется там 
к доказательству уже найденных им построений касательных. 
Что касается до конхоиды, то он, повидимому, не выполнял 
необходимых выкладок. ограничившись замечанием, что дока- 
зательство можно провести таким алгебраическим путем. То 
обстоятельство, что Декарт раньше нашел не непосредственно 
касательные, а нормали к различным кривым, объясняет нам, 

Черт. 

1 В справедливости этого можно убедиться, например, такими нифинитези- 
мальными рассуждениями: если нормаль МА (черт. 25) служит касательной 
к окружности, то касательной к укороченной пиклонле будет прямая ВО, прохо- 
дящая через центр окружности 0. Пусть двнкушняся точка М перейдет в беско- 
нечно близкое положение /”, причем прямая МА повернется окодо мгновенного 
центра вращения А на некоторый угоя; на тот же угол повернется ин прямая АО, 
причем центр О перейдет в точку Оз новым центром врашен’ я будет теперь 
точка А". Нужно поэтому показать, что угол А’МО — прямой (с точностью до’ 
бесконечно малых в2'0рого порядка), ибо в этом случае направление нового 
движения точкн М’ (с точностью до бесконечно малых углов второго порядка} 
совпадет с направлением предыдущего движения от точки М к точке 14”. 

Из равенства отрезков АА’н ОО’ и из подобня треугольников АММ’ и 
А00’ мы получаем: 

ММ’: АА’ = МА: АО -— ВМ: АВ, 
Отсюда следует парахлельность прямых. АМ п А'А№, а значит, угол А’М’О — 

прямоч. Нетрудно видеть, что пренебрегать при этом приходится бесконечно мё- 
лыми порядка выше второго (при замене бесконечно малых дуг их хордами). 

Прим. рео. 
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почему выработанный им общий алгебраический метод имеет 
„ближайшею целью определение нормалей. Его метод действитель- 
но позволяет непосредственно обнаружить правильность заранее 
известных результатов, но именко то обстоятельство, что ищется 
не касательная, а нормаль, делает применение метода более 
сложным, так как требуется выполнять довольно мкого вычи- 
слений. Это, между прочим, отмечал и Ферма. 

Метод изложен во 2-й книге „Геометрик“ на стр. 33 и даль- 
нейших и вкратце сводится к следующему. Пусть будет (а, 6) 
точка алгебраической кривой и (с, 0) точка, в которой нормаль 
к кривой, проведенная из (а, 6), пересекает ось абсцисс. В таком 

случае окружность с центром в (с, 0), и радиусом У(я — с} 58 
должна иметь с кривою две общие точки, слившиеся в одну (а, 5). 
Если на оси абсцисс точку (с, 0) взять по произволу, то 
абсциссы точек пересечения кривой с окружностью с центром (с, 0) 
и раднусомИ (а — с):-`2 $2 определятся из уравнения, получен- 
ного исключением у из уравнений кривой и окружности. Если 
перенести все члены этого уравнения в левую часть, то в эту 
левую часть войдет множителем х— а, так как х=а дает 
одну из точек пересечения. Но так как точка (с, 0) должна 
лежать на нормали кривой, то вторая точка пересечения должна 
совпасть с первой, т, в. х=-а будет двукратным корнсм урав- 
нения, и в левую часть должен войти множителем (х—@?. Это 
требование накладывает на величину с одно условие, которому 
она должна удовлетворить. Найдя величину с, мы определим 
положение нормали. Чтобы получить определяющее с уравнение, 
Декарт применяет метод неопределенных коэфициентов. 

Если уравнение, определяющее абсцисбы точек пересечения 
кривой с окружкостью, есть уравнение г-й степени, то Декарт 
полагает его лезую часть тождественно равной произведению 
(х— а) на многочлен (/—2)-й степени с неопределенными 
козфициентами. Уравнение для определения с образуется тогда 
путем исключения неопределенных коэфициентов этого выра- 
жения из уравнений, получаемых приравниванием соответствующих 
коэфициентов обоих тождественных выражений г-й стелени. 
Декарт полчеркивает большое значение этого общего алгебраиче- 
ского метода. При помощи этого метода Декарт исследовал также 
в оставшейся после него рукописи, не имеют ли его овалы 

более нежели два фокуса; из различных мест видно, что он 
знал о третьем фокусе. 

Декарт дает ряд примеров применения своего метода; он 
прилагает его к нахождению касательных конического сечения, 
отнесенного к оси, и к декартову овалу. Между тем метод 
неопределенных коэфициентов можно применить к определению 
касательных в значительно более простой форме. Для этого 
надо, как делает это Скоутен в своем комментарии в „Гвометрии“ 
Декарта, найти таким путем условия, при которых две точки 
пересечения прямой и данной кривой сливаются в одну. Гудде 
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дает декартову алгебраическому методу дальнейшее развитие и 
новые применения, пользуясь им и для других операций, для 
которых мы употребляем теперь диференцирование. Он делает 
это в двух своих работах: о приведении уравнений и о макси- 
мальных и минимальных значениях — статьях, также вошедших 

в качестве дополнений в декартову „Геометрию“, изданную 
Скоутеном на латинском языке. 

Гудле дает алгебраический признак существования равных 
корней алгебраического уравнения и пользуется им как общим 
алгебраическим или аналитическим исходным пунктом для раз- 
личных исследований, которые мы отнесли бы теперь к дифе- 
ренциальному исчислению. Правило Гудде имеет даже более 
общую форму, чем то, которое мы получаем теперь с помощью 
диференциального исчисления. Заключается оно в следующем: 
если корень уравнения 

ь — — 
Нах" ах"... ра, =0 

является кратным, то он удовлетворяет также уравнению: 

ах (аб + @ +2 а... + ата, =0, 

получаемому умножением коэфициентов данного уравнения на 
злейы произвольной арифметической прогрессни. 

В начале второй из упомянутых работ Гудде доказывает это 
утверждение для уравнения 5-й степени. Если число у является 
двойным корнем этого уравнения, то его левую часть можно 
написать в виде; 

(42 —Зух у") 

2 — бу уе 
р — Зря -- ру х* -- 

+9 — 0х Ух 
7 — Злух +. 

Если применить указанную операцию умножения коэфициентов 
ва члены арифметической прогрессии только к множителю 

х° —2ух у 

{м ах, 
или 

то получается: 

ал Жа-ьв) ух (@ +26), 
что при х=у, очевидно, равно 0. То же имеет место и для 
каждой из четырех строк, на которые мы разбили левую сто- 
рону данного уравнения. Если для каждой из четырех строк 
воспользоваться соответственно рядами: 

а, ее а 26, 
аЧё* а а +36, 
а 16, а @- 46, 
а-+ 36, а, а+- 56, 
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и образованные таким путем выражения сложить, то полученное 
выражение также будет обрашаться в нуль при х=у. Это 
выражение и стоит в левой части второго нашего уравнения, 

Гудде отмечаег, что произволом в выборе применяемой 
арифметической прогрессии можно воспользоваться для облег- 
чения вычислений; в частности, он указывает на прогрессию 

0,1,2,..., 

при пользовании которой пропадает член л-й степени. Приме- 
няет он также и прогрессию 

И 

при употреблении которой левая часть нового уравнения по 
сокращении на х дает производную левой части данного. Если. 
записать данное уравнение в виде } (х) = 0, то второе уравнение 
Гудде можно представить в вид. 

а ДА ет хх = 

Повторным применением этого правила можно, пробуя, не 
имеет ли производное уравнение двойного корня, найти, не 
имеет ли начальное тройного и т. д. 

Гудде указывает уже в первой своей работе, что данное им 
правило можно применить как к определению касательных, так 
и к решению задач на тахрта и опала. Он берет рассмотренные 
Декартом примеры и покизывает, что его признак существо- 
вания равных корней ведет к более простому определению 
величины, обозначенной нами выше (стр. 317} через с, чем 
декартово непосредственное применение метода  неопреде- 
ленных коэфициентов. Определение максимальных и МИНИ- 

мальных значений величины, для которой имеется целое рацио- 
нальное выражение или которая содержится в коэфициентах 
алгебраического уравнения, рассматривается во второй статье. 
Гудде считает при этом лишним доказывать, что такие значения. 
получаются тогда, когда корни уравнения становятся равными 
Он определенно подчеркивает, что его метод применим и тогда’ 
когда уравнение не является линейным относительно величины» 
которая должна иметь максимальное или минимальное значение. 

т. е. когда эта величина не является рациональной функцией 
Хотя этот способ является чисто алгебраическим, однако, как 
мы видим, вычисления по существу совпадают с теми, к которым 
приводит теперь диференциальное исчисление, 

Две упомянутые выше работы Гудде являются лишь извле- 
чениями из работы больших размеров, к сожалению, никогда не 
увидевшей света, Из его краткого сообщения относительно ее 
плана мы видим, что он исследовал также тахипа и пупипа функ- 
ций нескольких переменных. Рассматривая постепенно различные 
независимые переменные как неизвестные в уравнении, к кото- 
рому он применял свой метод, он мог также и здесь определять- 

тахииа и пипниа в тех случаях, в которых ‘о существовании их: 
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известно заранее. Однако он признает, что не имеет (для общего 
случая) средств рещить, является ли найденкое значение, могущее 
быть максимальным или минимальным, в действительности тем 
или иным, или же ни тем ни другим. Оговорка эта касается и 
того случая, когда имеется лищь одна переменная, а также отно- 
сится ин к методам, упоминаемым в дальнейшем; значение ее, 
однако, существенно ослабляется тем обстоятельством, что, раз 
только найдены значения независимых переменных, могущие, 
вообще, дать максимум или микимум, то обычно легко бывает 
в каждом отдельном случае видеть, дают ли соседние значения 
увеличение или уменьшение зависимой переменной. Гудде отме- 
чает еще роль, которую играет его метод при „ограничении“ 
(ЧефегтипаНо) уравнений — термин, которым в то время называли 
то, что у древних именовалось диоризмом. Действительно, 
случаи, в которых уравнение имеет разные корни, и образуют 
траницы между темн, в которых оно имеет большее или меньшее 
число корней. . 

Отисание чисто алгебраического способа получения тех 
величин, которые мы называем теперь рядом производных левой 
части алгебраического уравнения /(\=0, находим мы еще 
в конце столетия в алгебре Ролля. Они появляются у него как 
коэфициенты уравнения, образуемого заменою х через х-+- 2. 
Ролль устанавливает, что между двумя последовательными кор- 
нями уравнения 77"? (№) =0 имеется не более одного корня 
уравнения = 0. Доказательства этого в его алгебре нет. 
Он не мог, однако, в то время вичего не знать о применениях 
производной в исчислении бесконечно- малых — применениях, из 
которых легко вытекает его предложение, особенно если изобра- 
знть ›=/(х) геометрически. На то, что сам Ролль нашел свое 
предложение именно таким образом, указывает уже заглавие 
маленькой книгн, которая должна содержать его доказательство 
„О геометрических представлепнях“ („Зиг 1ез еНеснопз рёотё 
465”). 

Ныюотон дал в своей составленной первоначально в виде 
лекций „Всеобщей арифметике“ („АгИйтлебса иплуегзаНз“) способ 
определения крайних границ корней, вытекающий из предло- 
жения Ролля. 

<) Метод Ферма; правила Гюйгенса и Слюза. Ферма сооб- 
щает в письме к Декарту (1638) свой способ определения зна- 
чений х, при которых зависящая от х величина [обозначим ее 
через /(х)] получает максимальное или минимальное значение, 
Способ этот заключается в том, что Ферма прежде всего соста- 
вляет уравнение, которое мы записали бы теперь в виде: 

Ав 
# 

а затем, выполнив деление на й, полагает # =0. Таким образом 
он приравнивает нулю величину, которую мы называем теперь 
производной [ (4). 

2 = 0 
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Хотя Ферма и не дает точного обоснования правильности 
этого приема, очнако, имеются указания, что он также исходил 
43 того соображения, что максимальным или минимальным зна- 

чением /(х) является такое, которое делает два соответствующие 
значения х равными. Об этом свидетельствует уже данное им и 
упомянутое выше объяснение термина Паппа „простое отно- 
шение“ (стр. 303); еще определеннее то же соображение высту- 
пает в относящемся к более раннему времени сообщению его 
о различных применениях его метода. Он просто дает здесь х 
два значения Хи у и полагает /(х) = Х(у); затем он образует 
с помощью деления уравнение 

дя 
Е: 

=0 

и полагает х==у. Но, говорит он, деление на двучлен предста- 
вляет неудобства. Он избегает их, принимая у=х-- #. Таким 
образом Ферма приходит к своему методу чисто алгебраическим 
путем; вместе с тем, однако, метод его имеет связь с обстоя- 
тельством, замечзнным уже Орезмом и после него Кеплером и 
состоящим в том, что функция не меняется как раз в тот момент, 
когда она проходит свой максимум или минимум. Насколько не- 
далек путь от чисто алгебраического обоснования к обоснованию 
инфинитезимальному, мы видим из гюйгенсова доказательства 
правила Ферма: оно очень мало отличается от приведенного 
здесь пояснения, но величину 4, сперва выступающую у Ферма 
как конечная, а после деления приравниваемую нулю, Гюйгенс 
называет бесконечно малой. 

Только что указанный прием Ферма непосредственно может 
быть применен в тех случаях, когда 7(х) есть целая рацио- 
чальная функция; в качестве примеров этого Ферма решает 
первые две из упомянутых на стр. 308 античные задачи. Не про- 
ходит он и мимо применения этого приема к дробным функциям; 
так, он решает дошедшую до нас через Паппа задачу о мини- 
мальном значении дроби, числитель и знаменатель которой пред- 
ставляют собою в сто алгебраическом изображении выражения 
2-й степени относительно х. Чтобы найти максимум иррациональ- 
ного относительно Хх выражения у=А-- Их, в котором 

квадратный корень геометрически изображается ординатою окруж- 
ности, Ферма приводит уравнение к рациональному виду и говорит 
затем, что надо найти максимум выражения ах хула 

Хотя правая часть этого выражения содержит у, однако Фер- 
ма применяет свой обычный приём и находит: 

а-+2у— 4х =0; 

лолученное уравнение вместе с первоначальным позволяют най- 
ти максимальное значение у и соответствующее значение х. 
Прием Ферма совпадает, таким образом, с определением макси- 

2!  Цейтен. Иоорат матоматани. 
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мальных и минимальных значений у с помощью данного урав- 
нения 

1% )=0 
и уравнекия 

Из многочисленных примеров, к которым Ферма, судя по раз- 
личным сделанным им сообщениям, применял свой прием, ‘упо- 
мянем об определении конуса нанбольшего объема и цилиндра 
с наибольшею поверхностью, вписанных в данный шар, а также 

о задаче, имеющей большую 
важность для объяснения за- 
кона преломления лучей. За- 
дача эта заключается в требо- 
ванни соединить две точки, 
лежащие по разные стороны 

плоскости, такого ломаного, ко- 
торая прохолилась бы в воз- 
можно более короткое время, 

5 я если скорости по обе сто- 
роны плоскости находятся в 
данном отношении. 

В близком родстве с при- 
емом Ферма для определения 

максимальных или минимальных значений находится его прием 
для определения касательной к данной кривой в данной ее точке /1, 
координаты которой мы обозначим через х и у. Ферма начинает 
с того, что заменяет касательную секущей, проходящей через 
данную точку кривой и точку ее, имеющую абсциссу х-й. 
Уравненне кривой пусть будет у = /(х). Из подобня ^ММР, обра- 
зованного (черт. 96) хордою МА и прямыми, параллельными 
осям, н А5МЮ, катетами которого служат ордината МЮ-уин 
отрезок $А, при #==0 переходящий в подкасательную, следует. 

ы а МР 

И 

Черг. 26. 

Я: 
У фа 

следовательно, подкасательная, которую мы обозначим через $,, 
имеет то значение, которое приннмает это выражение, есль спер- 

ва произвести сокращение на Л, а затем положить А =0. Тре- 
угольник РИМ, в котором А уменьшается до 0, есть тот же са- 
мый треугольник, которым пользуется Паскаль при своих квад- 
ратурах и который Лейбниц назвал впоследствии характеристи- 
ческим, Правило, указанное Ферма, совпадает с тем, которое ве- 
дет к выражению, имеющему в современных обозначениях форму: 
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Это выражение получается непосредственно, если кризая за- 
дана таким образом, что у является рациональной функцией х. 
В то время, когда прямоугольные координаты не применялись 
еще последовательно для изображения всезозможных кривых, 
свойствами последних пользовались ‘в различных случаях различ- 
ным образом. Так как, однако, указанный способ изображения 
благодаря сочинениям Декарта и Ферма все более и более рас- 
простракялся, то определенные пояснения Ферма относительно 
того, как надо применять метод, когда кривая дана уравнением 
Их, у) =0, нерешенным относительно у, имелк большую важ- 
ность. Поводом к этым пояснениям послужило высказанное Де- 
картом мнение, что прием этот было бы трудно применить 
к кривой, носящей теперь имя декартова листа (хз -| уз = За ху}. 
Указания Ферма, связанные с этою кривою, имеют целью выяс- 
нить, что подкасательная $, может быть определена из уравне- 
ния, которое получается, если в уравнении, имеющем в совре- 
менных обозначениях форму 

АЕ, 

положить # =0. Так как & равно (если не обращать внимания 
д 

РЗ д 9 
на знак) теперешней производной т то выполнение указанных 

операций совершенно совпадает с составлением диференциаль- 

ного уравнения 
АУ 970.9). о 

9х п ь д ‘их 

Ферма правильно отмечает как преимущество то обстоятель- 
ство, что этот прием позволяет избегнуть решения уравнения и 
связанного с ним появления иррациональных величин. Если же 

уравнение уже разрешено относительно у и содержит иррацио- 
нальности, то Ферма начинает с устранения имеющихся иррацио- 
нальных величин. В одном письме он сообщает, что может най- 
ти касательную к столь сложной кривой как 

у=Уеячум- 

из более позднего письма видно, что он сперва освобожлает это 
уравнение от радикалов и затем уже применяет свой метод. 

ерма дал применение своего метода или указания по поводу 
этого применения по отношению к такому количеству кривых, 
что общая его применимость выступает совершенно ясно. В кя- 
честве примеров для определения касательных он брал частью 
знакомые кривые, частью новые, как, например, только что ука- 

х ы 
занную кривую или кривую +; =с08-, . Прыменил он свой ме- 

тод и к определению касательной к циклоиде; это обстоятельство 
2 
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заставило, наконец, и Декарта признать пренмущества метода 

Ферма; сам Декарт тщетно пытался применить к этой задаче, уже 
ранее решенной им другим путем, свой собственный алгебраи- 
ческий метод. Первоначальные несправедливые нападки Декарта 
на метох Ферма (стр. 4:) вызвали последнего на разъяснения. 
носившие общий характер. Так как Ферма ставит определение- 
касательных в связь с нахождением максимальных и микималь- 
ных Начни, то Декарт приписал ему, например, ту ошибку, 
как будто бы по егб мнению касательная ДА (черт, 97), прове- 
денная из точки Ш, лежащей вне кривой. должна быть прямою, 

на которой между Ди точ- 
кой кривой А отсекается на- 
ибольший или наименьший от- 
рсз2к. Ферма отвсчаст на это, 
во-первых, что такое опреде- 
ление дало бы не касатель- 

ную, а нормаль, проведенную 
из О, и, во-вторых, что в том 
случае, когда 0) лежит на оси 

Черт. 97, абсцисс, максимальную или ми- 
нимальную величину приобре- 

тает отношение между ординатою СА и подкасательною СО. 
Первое обстоятельство, несомненно. было ясно и Декарту, у ко- 
торого, как мы видели, собственный его способ нахождения ка- 
сательной основан на определении нормали. 

Из переписки между обоими исследователями мы видим, что 
оба они умели примсиять свон мстоды к таким, например, зада- 
чам, как проведение касательной, имеющей данное направление, 
Возникшая между Декартом и Ферма полемика, . в которой на 
стороне Ферма приняли также участае Паскаль-отец и Роберваль, 
дала последнему случай обнаружить, что декартов лист имеет 
двойную точку. Так как, однако, Роберваль не принял во вни- 
мание знаков и повторил лист в 4 квадрантах, то точка эта ока- 
залась у него четверной. 

Заметим еще, что Ферма не довольствовался простым опре- 

делением касательной, но интересовался также вопросом о по- 
ложенин хасательной по отношению к кривой, Правда, он не 
дал подробных указаний по этому поводу; однако он оставил 
определенное правило относительно того, как найти точки пе- 
рсгиба данной кривой. Прежде вссго он опрссляст касатсльную 
в любой точке и угол, образуемый ею с осью. Затем он ишет 
максимальное или минимальное значение этого угла. Так как 
тангенс этого угла получается в виде функции абсциссы, то ре- 
шение этой задачи можно выполнить с помошью уже описан- 

ного метода Ферма. Производимые при этом операции вполне 
совпадают с теми, которые мы выполняем теперь, составляя 
‘уравнение 
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Ферма ве оставил ни одного примера применения этого пра- 
вила; вопрос этот, однако, видимо, интересовал его современ- 
ников, о чем свидетельствуют принадлежащие им определения 

точек перегиба разных кривых. Так, Гюйгенс в дополнении 
к своему сочизению ос квадратуре круга указывает построение 
точек перегиба конхоиды. Вследствие того, что вопрос этот свя- 
зан с уравнением 3-й степени, Гюйгенс выполняет построение, 
употребительным еще тогда античным приемом с помощью па- 
раболы и окружности. Доказательства он ие дает, так что мы 
не вилим` как он получил уравнение 3-й степени; Скоутен в 
своем комментарии к декартовой „Геометрии“ указывает, как 
‚огло быть проведено доказательство. Он определяет точ- 
ку перегиба как точку. в которой сливаются три точки пере- 
сечения с одною и тою же прямо; он пользуется при этом, как 
и при своем определении касательной к конхоиде (стр. 317), де- 
картовым методом неопределенных коэфициентов. Слюз нашел 
кривую, проходящую через точки перегиба всех конхсид, имею- 

щих общий полюс и общую асимптоту; подобные же определе- 
ния точек перегиба выполняет он и для других кривых. Вопро- 
сы этого рода неоднократно поднимаются в письмах Слюза и 
Гюйгенса. Последний находит, например, точки перегиба кривой 

у = 82 (а —х). 

Па его прелложению эту же задачу решили Гейрат (Неигде!) 
и Гудде;, повидимому, они определяли при этом точку пересече- 
ния касательной в точке перегиба с осыо как такую точку, из 
которой выходят две совпадающих касательных. (О декартовом 
определении точек перегиба укороченной циклоиды см. стр. 316). 

Ферма, говоря о кривых, касательные к которым он может 
найти с помощью своего метода, называет среди них кривую, 
ордината которой равна длине дуги параболы (52 = 2рх), отечи- 
тываемой от вершины до точки параболы, имеющей ту же абс- 
циссу (1), как и соответствующая точка новой кривой; упоми- 
нает он также кривую 

У=У 6: +58 +59) ба +, + +), 
где р; и $, обозначают ординату и длину дуги, соответствующие 
точке произвольно заданной кривой, имеющей абсциссу л. Мы 
видим из этого, что Ферма умел применять свою новую опера- 
цию, которую мы называем телерь диференцированием, к выра- 
жениям длин дуг, т.е. к таким выражениям, которые он сам 
определяет посредством квадратуры (стр. 286). Эта взаимно об- 
ратная зависимость между диференцированием и квадратурою, 
которой впоследствии суждено было получить столь большое 
значение, у Ферма, однако, встречается лишь совершенно слу- 
чайно. Когда он указывает, далее, как на третье применение 
своего метода на определение некоторых центров тяжести, то 
мы не находим здесь ни одного нового примера применения 

упомянутой взаимно обратной зависимости, хотя эти определения 
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как по своей природе, так и по обычной для того времени трак- 
товке сводятся к квадратурам (интегрированию). Ферма приме- 
няет свой прием только в таких случаях, когда вид выражения, 
дающего центр тяжести, ему известен, и остается лишь опреде- 
лить значение входящей в это выражение константы; диференци- 
рование служит ему лишь для того, чтобы из тождества, содер- 
жащего эту постоянную, получить другое равенство, которое 

“также должно быть тождеством, но только при определенном 
значении неизвестной постоянной. Ферма определяет, таким обра- 
зом, центр тяжести сегмента параболоида. Он предполагает, что 
отношение, в котором эта точка делит высоту сегмента или 
(если основание сегмента не перпендикулярно к оси) содержа- 
шуюся внутри сегмента часть диаметра, не зависит от величины 
высоты, т, е. таково же, как в другом сегменте с.высотою х— й. 
Данный сегмент представляет собою сумму последнего сегмента 
и слоя, центр тяжести которого лежит внутри слоя на общей оси. 
Ферма применяет предложение об определении центра тяжести 
тела, состоящего из двух других тел, центры тяжести и объемы 
{массы) которых известны, и полагает затем й-=0. Если от- 
влечься от того обстоятельства, что отсеченный слой должен 

быть бесконечно малым, то прием представляет некоторое сход- 
ство с архимедовым определением центра тяжести параболи- 
ческого сегмента; действительно, Архимед также основывается 
на том, что центры тяжести различных параболических сегментов 
должны делить их диаметры в олном и том же отношении 
{„Древние и средние века“, стр, 132), Что же касается до при- 
менекия центра тяжести бесконечно малой части рассматривае“ 
мого тела, то здесь прием Ферма совпадает с приемом ла-Файля 
{стр. 282). 

Ферма упоминает еще о четвертом применении своего дифе- 
ренцирования, а именно, о выводе некоторых предложений из 
области теории чисел [стр. 159); в чем состояло это’ применение, 
остается, однако, не совсем ясным. 

Соответствие, существующее между применениями одного и 
того же метода к различным примерам и к совершенно различ- 
ным классам задач, проявляется у Ферма в едннообразии его 
символики. Величину, которую мы называли #, он везде обозначает 
через Е; через А он обозначает в задачах на тахипа и пупипа 
нсзависимую персменную, а в задачах на определение касатель- 
ной подкасательную. 

То, что рассказано здесь о диференцированнях, выполняемых 
Ферма, изложено им в работах и письмах, напечатанных много 
времени спустя после их написания, Однако с этими работами и 
письмами были знакомы ученые, наиболее активно. содейство- 
вавшие успехам математики. Поэтому ббльшая часть авторов, о 
работах которых будет итти речь в дальнейшем, была знакома 
с методом Ферма, если не во всех рассмотренных нами здесь 
частностях, то хотя бы в основном; некоторые из этих авторов 
работали все же довольно независимо от пего. Гюйгенс в мя- 
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‚леньком сочинении об определении максимальных и минималь- 
ных значений непосредственно развивает идеи Ферма. Успех, до- 
хтигнутый им, заключается в том, что он не возвращается вся- 
кий раз к принципиальной стороне дела, но выводит из общего 
приема Ферма правила, позволяющие получать механически ве- 
личины, обращение которых в нуль соответствует максимальному 
или минимальному значению целой рациональной функции /(х) или 

хроби зо Это те же правила, по которым в современном ди- 

ференциальном исчислении из х и коэфициентов и показателей 
многочленов 7х), ® (5) н 3(х) образуются выражения 7’(х) или 
+ (х|-$' (<) — эм) (х). Если метод Ферма совпадает с диференци- 
рованием, то правила Гюйгенса являются уже частью диферен- 
циального исчисления (без символов диференцирования) — разли- 
чие, которое мы в дальнейшем будем иметь случай выяснить 
более детально. Нечто подобное можно сказать о правиле Слю- 
за, позволяющем, имея уравнение /(х, у} =0 алгебраической кри- 
вой, непосредственно получать числителя и знаменателя дроби, 

$: которую мы обозначали, говоря о Ферма, через г. и которую 

Ферма в каждом отдельном случае вычислял с помошью кропот- 
ливого применения своего метода. Что касается до доказатель- 
ства правила Слюза, то в более позднем письме он сообщает 
вспомогательные предложения, на которых оно основано. Судя 
по ним, он получил свое правило приблизительно следующим 
образом (аля краткости мы будем пользоваться в дальнейшем 
изложении современной символикой). 

Пу (х, у} и (х, м1} будут две точки кривой, и пусть отыски- 
вается касательная к этой кризой в точке (х, У). Предположим, 

что уравнение этой кривой приведено к целой рациональной 
форме, так что оно имеет вид: 

Зал = 0. 

В таком случае имеем также 
Зах» = Зах =0. 

Путем вычитания и простых преобразований получаем от- 
сюда: 

пу" "ху 6 
деля на уу ни полагая затем [после выделения множителя 

{х—^;)) во второй группе слагаемых] 

Е: я у >, 
имеем: 

лат ут Хлахту 
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То, что Слюз, как это часто бывало в то время, не дал сам 
полного изложения своего доказательства, объясняется тем, что 

у Него это изложение должно было быть гораздо пространнее. 
Так, понятие предела, которым он должен был бы пользоваться, 
тогда еще не было установлено; он не мог поэтому сказать, что. 

но должен был, как мы видим из его последнего вспомогатель- 
х-х: 5, ного предложения, сравнивать Р— с равным — в значением 

хм - Е 
у инте (хь, №) есть точка касательной. 

Максимальные и минимальные значения СлюЗ находит, пред- 
полагая, что касательная к кризой, ордината которой представ- 
ляет собою соответствующую функцию, параллельна оси абсцисс. 
О слюзовом определении точек перегиба мы уже упоминали. Гюй- 
генс зывел впоследствии те же правила для нахождения каса- 

тельных непосредственно из способа Ферма. В письмах сзоих он 
дает правильные разъяснения относительно знака, который полу- 
чает подкасательная при вычислении по этим правилам. 

5. Циклоида; гюйгенсово применение ее к механике; эволюты. 

В предыдущем циклоида неоднократно встречалась нам как 
славы обо 
чень разнообразные формы ^инфинитезимальных методов, ва 

привлекала к себе внимание, так как являлась неалгебраическою 
крнвою, к которой часто оказывалось очень легко применить 

методы, первоначально выработанные лишь для алгебраических 
кривых; как мы теперь знаем. это обстоятельство является след- 
ствием того, что она имеет алгебраическое и притом очень про- 
стое лиферевпиальное уравнение. Простота эта и связанная с ней 
простота получаемых здесь свойств и выражений оказывается 
даже столь большой, что в некоторых случаях представлялось. 
целесообразным выбрать за исходный пункт именно исследова- 
ние циклоиды и затем уже применить соответствующие методы 
и побочные результаты к рассмотрению других кривых. 

Указанные обстоятельства дают нам обнование сопоставить 
здесь важнейшие из встре! шихся нам выше задач с циклоиде 

и рассмотреть некоторые из них несколько подробнее; затем мы 
обратимся к весьма важному применению, данному этой кривой 
Гюйгенсом, и к связанным с этими общим успехам в области гео- 
метрии 

Кривая, описываемая точкой окружности, катящейся по пря- 
мой, привлекла к себе внимание Галилея, который назвал ее 
циклоидой. Из учеников Галилея касательнугю к ней нашел прежде 
всех Вивиани; затем определил ее Торичелли, применивший для 

2 
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этого свой кинематический метод, позволивший ему найти также 
ограниченную циклоидой площадь. Независимо от этих исследо- 
ваний в 1634 г. той же кривой начали заниматься во Франции; 
здесь она получила название „рулетты“ или „трохоиды“. В ука- 
занном году Роберваль нашел, что площадь, ограниченная цикло- 
идой и ее основанием, в три раза больше площади катящегося 
круга; вслед затем Декарт и Ферма, не знавшие робервалева вы- 
вода этого результата, дали ему новые доказательства. Роберваль 
и Декарт пользовались в своих доказательствах равенством раз- 
личных отрезков, отсекаемых на прямых, параллельных основа- 

нию. Роберваль прибегнул к введению вспомогательной кривой, 
которую он называет спутницей циклоиды и которая {черт. 28) 
представляет собою геометрическое место проекции У. точки 8’ 
циклоиды на соответст- 

вующий ей вертикальный 
диаметр катяшегося кру- 
га. В современной термн- 
нологии кривая эта есть 
синусоида; действительно, 
если принять за ось аб- 

сцисс геометрическое ме- 
сто положений центра Черт. 28. 

катящегося круга, а за 
0сь. ординат начальное 
положение его вертикального диаметра, то любая точка кри- 
вой, о которой идет речь, имеет координаты ай и асози, 
где а — радиус круга и и — угол, на который круг повернулся. 
Кривая эта делит площадь 2а.2ая прямоугольника, описанного: 
около циклонды, на две части, равенство которых вытекает из 
соображений симметрии. Кроме того, отрезок прямой. параллель- 
ной основанию, заключенный между циклоидой и спутницей ее, 
равен половине хорды катящегося круга, Поэтому два лепестка, 
образованные циклоидой и спутницей ее, имеют площадь, равную. 
площади катящегося круга та?. Следовательно, вся площадь 
между циклоидой и ее основаниеи равна; 

1 
> .2а`Зат ++ ка? = Зпа?. 

Естественно, что Роберваль, зная длины различных отрезков 
ВУ, мог найти с помощью квадратур (вычисление которых в то 
время продвигалось вперед все дальше и дальше) и объемы, 
образуемые вращением ветви циклоиды как около основания, 
таки около осн симметрии. 

Паскаль пошел еще дальше: он’вычислил площади и объемы 

тел врашения, получаемых при замене основания циклоиды любою: 
прямой, параллельной ему; далее, он вычислил центры тяжести 
этих площадей и объемов, а также центры тяжести половин этих 
объемов, отсекаемых плоскостыьо, проходящей через ось враще- 

ния. В июне 1658 г. он организовал конкурс на решение этих 
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задач; однако до истечения довольно краткого срока конкурса 
(октября того же года} прямых и заслуживших одобрение жюри 
ответов на эти вопросы не поступило, хотя и были присланы 
некоторые ценные вклады в теорию циклоиды; тогда Паскаль 
опубликовал (под псевдонимом Амоса Деттонвилля) не только 
свое собственное решение предложенных задач, но вместе с тем” 
и связный ряд методов для нахождения квадратур и центров 
тяжести, — иетодов, о которых мы уже говорили (стр. 265 и сл.), 
и применение которых отнюдь не ограничивается циклоидой. 
К сожалению, Паскаль присоединил сюда очень необъективный 
исторический обзор, в котором он был слишком присграстен 
к своему другу Робервалю и несправедлив к Торичелли. —° 

Касательная к циклоиде была, как мы видели, определена 
Декартом (стр. 315), Ферма (стр. 313) и Робервалем (стр. 313) 
совершенно различными способами. Хронологически решение 
Декарта было первым; оно отличается вместе с тём своею про- 
стотою и приложимостью ко всем кривым, образуемым каченнем 
{рулеттам). С формальной стороны оно, однако, не вполне соот- 
ветствовало требованиям того времены и, по признанию самого Де- 
карта, не вполне удовлетворяло и его самого. Этот недостаток 
был впоследствии устранен Гюйгенсом, доказавшим в своем 
тлавном труде, о котором речь будет итти ниже, правильность 
приема Декарта с такой же общностью, как это сделал и сам 
Декарт, но притом в форме, вполне удовлетворяющей античным 
требования» 

Мы говорили уже (стр. 287) о том толчке к занятиям зада- 
чами о спрямлении кривых, который дало уже одно только со- 
общение о вреновом спрямлении циклоиды (сделанное в 1658 г. 
в связи с паскалевым конкурсом). Доказательство Врена (оно было 
позднее сообщено Валлисом} основано на том свойстве касатель- 
ной, что она проходит через точку катящегося круга, диамет- 
рально противоположную точке касания с основанием, илы что она 
параллельна соответственно опрелеленной хорде неподвижного 
круга. На основе этого доказывается доказательство имеет форму, 
предиисываемую методом исчерпывания), что, как мы сказали бы 
теперь, элемент дуги вдвое больше диферекциала вышеуказанной 
хорды. При геометрическом доказательстве этого Врен рассматри- 
вает ряд хордобразующих геометрическую прогрессню; несомненно, 
однако, что это совпадение с данными Ферма квадратурами иара- 
бол и гипербол (стр. 258) является чисто случайным. Врен связы- 
вает с этой ректификацией доказательство того, что дуги удли- 
ненной и укороченной циклоиды равны некоторым дугам эллипсов. 

Что касается до других обоснований найденного Вреном резуль- 
тата, то надо упомянуть, что Роберваль применяет и здесь свои 
соображения из области кинематики. Скорость, с которою точка 
движется по циклоиде, слагается из скорости движения центра 
катящегося круга и скорости, с которсю точка катящейся окруж- 
ности вращается вокруг центра. Отсюда можно сделать заключение, 
что скорость движения по циклоиде пропорциональна отрезку 
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нормали, находя шемуся между кривою и основанием. Ректификация 
сводится, таким образом, к квадратуре, которую в настоящее время 

й о 
мы могли бы выразить с помощью интеграла { Заз -; иаи. 

После стольких многосторонних и обстоятельных исследований 
циклоида была так хорошо изучена, что Гюйгенс смог напасть на 
мысль, которой он дал затем полное обоснование —на мысль, что 
циклоида как раз является кривой, в которой он вуждался для 
регулирования своих часов, а именно такой кривой, на которой 
тяжелая точка совершает тавтохронные колебания, т. е. колебания, 
длительность которых не зависит от величины отклонения. Цикло- 
илу надо поместить при этом в вертикальной плоскости так, 
чтобы линия основания 8 
была горизонтальна, но В 
лежала выше катящегося 

(Гм круга. Чтобы передать 
хол доказательства Гюй. ПР № 
генса возможно короче К 
и сделать ясным, какими 
нменно свойствами цик- и] 

лонды он пользуется, мы Черт. 29. 
отвлечемся от всего того, 
что служит лишь цели сделать его доказательство полным дока- 
зательством исчерпывавия. Введя для ускорения силы тяжести 
обозначение , мы можем, сверх поло, обойтись без пропорций, 
которыми пользуется Гюйгенс, сравнивая движение по циклоиде 
© лвижением своболно падающего тела. Пропорции эти возме- 
щают отсутствие символа для константы &. 

Пусть (черт. 29} АВ будет ось циклояды; тогда круг, построен- 
ный на АВ как на диаметре, представляет собою одно из поло- 
жений катящегося круга; радиус этого круга обозначим через За. 
С есть точка, в которой начинается падение по циклокле, №М-- 
любое положение падающей точки. Через обе эти точки прове- 
дем горизонтальные прямые СР и МЕ, пересекающие ось в р 
и /. Кроме того, на АДУ как на диаметре построим окружность. 
Диаметр ее, т. е. высоту точки С над низшей точкой циклонды, 
обозначим через й. Точки пересечения прямой Е№ с обеими 
окружностями обозначим через /М и Р. Известно, что падающая 

. точка имеет в положении Л№ скорость У9=-ПЁ или, так как 

БР =ИЕ.БЕ, скорость ПР. Так как касательная к ци- 

клонде в точке № параллельна АМ, то вертикальная компонента 
этой скорости равна 

45 _ ам 
АМ 2 
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Вертикальная компонента скорости равна, таким образом, 

ИЕ+Р. Так как касательная к окружности ЭРА, проходящая 

через точку Р, образует с диаметром ДА угол, косинус кото- 

рого равен ни то точка, пробегающая окружность ОРА с рав- ыы а г 
= я Е 

номерной скоростью Е, будет проходить положение Р 

со скоростью, вертикальная компонентё которой также равна 

МЕ „рт мм 
Ра 
дится все время на той же высоте, что и ВР, в одно время с Р 
достигает низшей точки А цихлонды и совершает полное коле- 
бание в промежуток времени, в который Р проходит всю окруж- 

Ча 
=. Этот периол колеба- 

ния не зависит от Й‚, или от положения точки циклоиды, в кото- 
рой началось движение. 

Изложенное доказательство предложения о „тавтохронизме“ 
циклоиды было дано Гюйгенсом в его работе о маятниковых 
часах („Ного!ое щи: озсШаюнила“), написанной в 1665 г., но на 
печатанной только в 1673 г. Само предножение стало, однако, 
известно еше до 1673 г. и было затем доказано и дру- 
тими. 

В этом же сочинении вопрос о том, с помощью какого при- 
способления можно было бы осуществить движение по циклоиле, 
явился в руках Гюйгенса источником новых успехов в области 
теомстрии — он дал повод к рассмотрению эволюты кривой и 
к изучению ее свойств, Гюйгенс заметил, что кормали к данной 
цнклоиде являются касательными к циклоиде, полученной парал- 
лельным перемещением первой. Затем он дал строгое доказа- 
тельство того, что первая из двух кривых, находящихся друг 
< другом в подобном соотношении, описывается некоторсю точ- 
кою нити, навертываемой па другую кривую или, обратно, раз- 
вертываемой; в силу этого обстоятельства вторая кривая получила 
имя эволюты. Для того чтобы тяжелая частица двигалась по- 
циклоиде, надо, таким образом, подвесить ее ва нити надлежа- 

шей длины (4@}, закрепленной в точке возврата пиклоиды- 
эволюты и при движении навертывающейся на эту кривую, 

Глойгенс достиг этнм того, что ему было нужно в данный 
момент. однако от его внимания не ускользнул и геометриче- 
ский интерес, который должно было представлять определение 
эволют других кривых. Из сказанного выше видно, что длина 
дуги эволюты равна длине свернутой с нее части нити. Так как 
эволюты алгебраических кривых также оказываются алгебра- 
ическими, то мы получаем, таким образом, средство нахо- 
дить алгебраические кривые, алгебраически сгрямляе мые. Гюйгенс 
показал прежде всего, что нормали к обыкновенной параболе 
являются касательными к некоторой полукубической параболе 

ность т. в. в промежуток 
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и представил, таким образом, эту кривую, спрямление которой 
произвело такое впечатление (стр. 287), в виде эволюты. Затем 
Гюйгенс дал общий прием для нахождения эволюты данной 
кривой, что позволило получить бесчисленное количество алгебра- 
ически спрямляемых кривых. В исследовании о центробежной 
силе (стр. 241) Гюйгенс, идя обратным путем, воспользовался 
эвольвентой окружности. Он доказывает там, что окружность и 
эвольвента ее в общей их точке взлимно перпендикулярны, и 
применяет это обстоятельство к определению направления, в ко- 
Торо действует центробежная сила. 

При изложении своего приема определения эволют Гюйгенс 
‹овершенно не прибегает к строгим формам метода исчерпыва- 
ния и довольствуется немногословными инфинитезимальными 
<оображениями. Так как при этом оказывается, что он в пол- 
ной мере владеет приемами инфинитезимальных рассуждений, то 
иы в праве думать, что ‘не припи- 
‹али ему ничего ему чуждого, когда 
в предыдущем излагали для краткости 
таким же образом и другие его дока- 
зательства, Гюйгенс утверждает, что 
точка О (черт. 30), в которой нор- 
маль ММ к данной кривой пересекает 
бесконечно близкую нормаль ЛМ, 
совпадает с точкою, в которой пор- 
маль касается эволюты. Расстояние 
от М до точки касания нормали и 

эволюты зависит, таким образом, от 
длины ММ отрезка, отсекаемого на 
нормали осью абсцисс, и от отношения межлу отрезком АМА 
оси х между нормалями и отрезком МЁ, отсекаемым норма- 
лями ка прямой, проходящей через М параллельно оси х. 
Пусть ордината М)’ пересекает прямую МЕ в В; а прямая МА 
пересекает ось х в Р; тогда: 

МЕ МЕ МВ _ РМ 00, 
М№ — МА ` М ^ 20’ ^Ю№* 

7) 
Первое отношение р ‚в том случае, когда М” совпадает с М, 

принимает предельное значение к. где 5, обозначает под- 

кормаль, а 5,—подкасательную. Остается теперь только найти 
предельное значение, к которому стремится последнее от- 
ношение при неограниченном приближении М к М: здесь мы 
должны получить в той или иной форме то же, что дает и 
диференцирование. Если пользоваться знаком диференциала, 

то №№ = 4х: 4$,, где через х обозначена абсцисса точки 
а двойной знак соответствует различным возможным положениям, 

во время Гюйгенса еше не отмечавшимся знаком поднормали. 
Если взять верхний знак, соответствующий черт. 30, то из этого 
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способа рассуждения получается после несложных преобразова- 
ний выражение для радиуса кривизны р = МО, которое у Гюйген- 
са если перевести его обозначения на современные, имеет вид; 

мм. 

Если в это выражение радиуса кривизны (термин „радиус 
кривизны“ сам Гюйгенс еще не употребляет) вставить ММ = 

=УИТтУ?, 5, =у» 5. =У-У’, то получится употребительное 

в настоящее время выражение для радиуса кривизны, 

Величнну, которую мы обозначили здесь через 45», Гюйгенс 

находит, отыскивая касательную к вспомогательной кривой, точки 
которой определены таким образом, что в каждой точке @.про- 
ведена ордината у = 5,. Наша производная равна тогда отноше- 
нию между ординатой и подкасательной этой повой кривой. 
Таким образом Гюйгенс свел операцию, которая в нашей записи 
представляется как применение диференцирования, к другой опера- 
ции того же рода, результат которой был уже известен, благо- 
даря методам определения касательных, данным Декартом и 
Ферма. Гюйгенс делает ссылку на метод первого. Он применяет 
затем свой метод к вахождению эволюцы конического сечения 
(в этом случае вспомогательною кривого, как он замечает, является 
прямая) ин эволют обобщенных парабол и гипербол Ферма. 

В связи, с одной стороны, © исследованиями Гюйгенса об 
эволютах, а с другой -— с обстоятельными оптическими работами 
того времени появились исследования о кривых, интересных 
< точки зрения оптики и, подобно эволюте, представляю- 
щих с0бою огибающие семейства прямых, 0 ката- и диа- 
каустике данной кривой. Первая есть огибающая прямых, 0б- 
разующих в точках данной кривой тот же угол с нормалью, как 
ряд прямых, выходящих из данной точки, или ряд параллельных 
прямых, иными словами, она является огибающей прямых, полу: 
чаемых путем отражения пучка лучей, выходящих из одной точки 
или параллельных: днакаустика является огибающей лучей пре- 
ломленных. Названия эти принадлежат братьям Бернулли, при- 
менившим к этим кривым лейбницево диференциальное исчисле- 
ние. Говоря о более старых способах исследования, упомянем, 
что Чирнгауз в работе, представленной Парижской академии 
(1682), указал простой способ спрямления катакаустики, образо- 
ванной путем отражения параллельных лучей от любой кривой. 
Гюйгенс в своем „Трактате о свете“ доказал соответствующее 
предложение для днакаустики; оно выступает у него как про- 
стое следствие того обстоятельства, что диакаустнка является 
эволютой для каждой ортогональной траектории семейства пре- 
ломленных лучей. Эти траектории являются, в свою очередь, 
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геометрическими местами тех точек, которых преломленный свет 
достигает в некоторый момент времени. 

Возвращаясь к циклоиде, напомним, что декартов общий 
метод построения касательных к кривым, образованным путем 
качения (стр, 315), применим также к эпициклоилам и гипоцикло- 
идам. Кривые эти встречаются уже у Птоломея, в астрономн- 
ческой системе которого планеты двигались по эпициклоидам 
или по еще более сложным кривым. В различное время возбуж- 
дали геометрический интерес некоторые геометрические места, 
которые также можно рассматривать как частные случаи указан- 
ных кривых. Так, уже Наср-Эддин, Коперник и Феррари заметили, 
совершенно независимо друг от друга, что точка окружности, 
катящейся по внутренней стороне окружности вдвое большего 
радиуса, движется по диаметру этой неподвижной окружности. 
Среди кривых, построенных Альбрехтом Дюрером, есть одна, 
тождественная с удлиненной эпициклоидой, у которой катящийся 
круг равен неподвижному. Особенно большой интерес приобрели 
эпидиклоиды в непосредственно занимающий нас сейчас период, 
после того как интересовавшийся практическими вопросами Рёмер 
{а до него в одном случае, быть может, и Дезарг) доказал; что 
эти кривые благодаря уже упомянутому свойству их касатель- 
ных представляют исключительно удобную форму профилей зуб- 
цов зубчатого колеса, 

Ныютон впоследствии определил длины дуг этих кривых и 
показал, что их зволюты являются кривыми того же рода; сверх 
того, Ньютон дал следующее обобщение результату Гюйгенса 
относительно тавтохронизма (или как он его называет, изохро- 
низма) движения тяжелой точки по циклоиде: если циклоиду 
заменить гипоциклоилой, а силу тяжести притяжением к центру 
неподвижного круга, пропорциональным расстоянию, то колеба- 
ния будут все время тавтохронны (или, по выражению Ньютона, 
изохронны). 

6. Обращение залачи о касательных: предложение Барроу 
о взаимно обратной зависимости. 

В ту же эпоху, когда возникали изученные уже нами важные 
методы нахождения квалратур и касательных, привлекал к себе 

внимание и еще один класс задач— так называемые обратные 
задачи на касательные. Заключаются они в спределении кривых, 

все касательные к которым должны обладать данным свойством. 
Однако среди задач, носящих это имя, мы находим только такие, 
в которых соответствующее свойство касательной зависит не. 
которым образом от положения точки касания, и совершенно не 

видим таких, в которых свойство касательной не зависит от 
этого положения, т. е., как мы сказали бы теперь, таких задач, 
в которых речь идет об огибающей семейства прямых. Вслед- 
ствие этого о задачах последнего рода мы не будем здесь больше 
говорить, ограничившись упоминанием, что еще Аполлоний, а впо- 
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следствии Вивиани (стр. 309} рассматривали конические сечения 
как огибающие семейства прямых. Различие, которое существует 
между этими задачами н задачами, в которых свойство касательной 
зависит от положения точки касания, в терминах современной мате- 

матики может быгь охарактеризовано тем, что лишь в последних 
решение представляется полным интегралом и заключающимися 
в нем частными интегралами соответствующего диференциального 
уравнения. Обратной задачей о касательных будет, следовательно, 
такая, которая может быть выражена с помощью диференциального 
уравнения 1-го порядка с двумя переменными хи 4; полное ее 
решение есть то же, что нахождение полного интеграла такого 
уравнения. 

На задачи этого рода обратил. свое внимание Декарт. Уже 
в своих неследованиях по оптике он натолкнулся на имеющую 
важное значение задачу такого рода—на определелие кривой, 
нормали к которой в любой се точке Р образуют с прямыми, 
соединяющими 2 с двумя определенными полюсами, углы, синусы 
которых находятся в данном отношении (стр. 314). Обозначим 
это отношение через е и, чтобы объединить различные случаи, 
предположим, что е может иметь тот или иной зыак. Если, мы 
возьмем биполярную систему координат с данными полюсами, то 
в эгой системе условие задачи выражается диференциальным 
уравнением 

Че еде, =0, 

дающим по интегрировании 

л-+ ем 

Последнее соотношение выражает как раз то свойство точек 
кривой, когорое нашел Декарт, не сообщивший нам, однако, 
ничего о том способе, каким он это сделал; как мы уже гово- 
рили (стр.314), метод определения нормали, при помощи которого 
Декарт проверяет правильность указанного здесь результата, не 

может быть использован для решения обратной задачи, т. е. для 
нахождения кривой*по свойствам ее нормали. 

Прежде чем заняться рассмотрением дальнейших исследова- 
НИЙ екарта относительно наших задач на касательные, упомя- 

нем еще о некоторых других задачах того же рода, которые 
встречались нам, правда, в иной форме, но решение которых 
представляет собою не что иное, как интегрирование дифере: 
циального уравнения между двумя переменными. Сначала соот- 
ветствие между этими задачами и обратными задачами о каса- 
тельных, проявляющееся для нас теперь в одинаковости анали- 

тического решения, оставалось незамеченным; однако, чем яснее 
становилась мало.по-малу эта связь, тем легче становилось на- 

ходить решение закач, поставленных непосредственно в форме 
обратных задач о касательных. 

Особенно большое значение имело то обстоятельство, что 
постепенно удалось привести последние залачи в связь с теми, 
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которыми занимались в непосредственной связи с практическими 
вопросами Непер и Галилей. Непер (стр. 135) при опрелелекии 
свохх логарифмов непосредственно исходил из диференциаль- 
ного уравнения 

Это уравнение появляется у Непера в той кинематической 

форме, в какой оно в то время только и могло возникнуть. 
Именно из этого уравнения были выведены Непером свойства 
логарифмов и способ их вычисления. Это был единственно воз- 
можный способ интегрирования диференциального уравнения, 
так как это уравнение определяло функцию, до того времени 
неизвестную; функцию, которая именно этим диференциальным 
уравнением и определялась. 

Галилей (стр. 237) свел задачу определения пути, пройденного 
пря равноускоренном падении тела, к квадратуре треугольника 
и получил, таким образом, интеграл уравнения 

ах 
ж=Я 

в виде х тв, 

Гюйгенсова трактовка вопроса о падении по циклоиде (стр. 331), 
при которой ок исходит из того факта, что квадрат скорости 
пропорционален уменьшению высоты падающего тела, в пере- 
воде на язык современного анализа также представляет собою 
интегрирование диференциального уравнения 1-го порядка. Осо- 
бенно интересной з его решении язляется форма, в которой вы- 
ступает то обстоятельство, что интеграл должен содержать кру- 
говые или тригонометрические функции: движение заменяется 
у него равномерным движением по окружности. К такому же 
приему, как мы увидим, прибегнул и Ньютон в своем более 
простом решении этой и подобных ей задач. К интегрирозанию 
диференциального уравнения сводится для современного мате- 
матика и решение задачи о форме тяжелой нити, подвешенной 
в двух точках. Гюйгенс еще в 18-летнем возрасте занялся этим 
вопросом. Поводом к этому послужило высказзнное Галилеем 
мнение, что тяжелая однородная нить принимает при равновесии 
форму параболы. Гюйгенс доказывает, что это неправильно, но 
что парабола получается в том случае, когда нагрузка на каж- 
дый отрезок нити пропорциональна его горизонтальной про- 
екции. Основывается он на элементарном геометрическом до- 
казательстве того, что вершины нитяного многоугольника, ‹о- 
ответствующего равным параллельным силам, находящимся друг 
от друга на равном расстоянии, лежат на параболе. Таким обра- 
зом гюйгенсов метод решения этой задачи не обладает такой 
‹тепенью общности, которая достигается, если эту задачу решать, 
‹оставляя и интегрируя диференциальное уравнение, и если мы 
здесь упомянули об этой работе Гюйгенса, то мы имели в вилу 

22 —Цейтоп. Излория малематлящ, 
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показать, какого характера трудности умел Гюйгенс преодоле- 
вать или, лучше сказать, обходить. 

Но еще об одной задаче, принадлежащей гораздо более раннему 
времени и представляющей в собственном смысле слова обрат- 
ную задачу о касательных, мы должны здесь упомянуть. 
Эта задача имеет ‘особый интерес и потому, что рассматривает 
линию на поверхности шара. В эпоху великих географических 
открытий португалец Педро Нунен (Ребго Мипе2) обратил вни- 
мание на важную для мореплавания кривую, касательные к хото- 
рой пересекают меридианы, проведенные через точки касания, 
под постоянным углом. Кривую эту, которой позже занимался 
Снеллий, назвавший ее локсодромой, н которая в проекции 
Меркатора изображается на картах в виде прямой, могли, однако, 
исследовать и приближенно строить лишь при помощи того 

свойства ее касательных, которое содержится в самом опреде- 
лении кривой. Несколько большего достигли Декарт, Торичелли 
и Валлис в исследовании плоской кривой, которую можно рас- 
сматривать как частный случай предыдущей, а именно кривой, 
касательные к ‘которой образуют постоянный угол с лучами, 
проведенвыми в точки касания из определенной точки плоскости 
(стр. 256). Исследования этой кривой, называемой теперь 
логарифмической спиралью, у указанных авторов по существу 
олинаковы. Валлис указывает, что кривую эту можно опреде- 
лить как траекторию точки, которая. находясь на прямой, равно- 
мерно вращающейся около неподвижной точки О, удаляется по 
этой прямой от точки О со скоростью, пропорциональной рас- 
стоянию. Определение это вполне совпадает с тем, которое мы 
выражаем теперь с помощью диференциального уравнекия 

иг 
тв. 

Доказать, что касательные к определенной таким образом 
кривой обладают требуемым свойством, было нетрудно 1; однако 
интегрирования диферёнциального уравнения у Валлиса мы не 
находим, хотя соответствие с неперовым определением логариф- 
мов и указывает, что (в современных обозначениях) 

з 
® г=ае* или 8=Ёш 

>13 

Причиной, в силу которой эти уравнения не были получены, 
является то обстоятельство, что понятие о функции, а следова- 
тельно, и показательная и логарифмическая функции были еще 

+ Для этого достаточно рассмотреть три бесконечно близких ратиуса-вектора, 
соотастетвующие разным промежуткам времени м, значит, образующие равные 
углы. Пострани два „характеристических“ треугольника (полярных), мы из лодо- 
бия их увидим, что диферанаилл раднуса-вектора (пропорциональный скорости 
движения точки по поямой) пропооционален центральной дуге бесконечно малого, 
полярного угла, а значит, пропорционален радиусу-вектору. 

Прии, ред. 
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вещами неизвестными. Такие понятия заменялись обычно графи- 
ческим изображением с помощью кривых. Однако выражаемое 
написакными уразнениями соответствие было, зидимо, замечено; 
это явствует из того, что были отмечены именно те свойства кривой, 
которые непосредственно близки знакомым свойствам логарифмов. 

Более общие соображения о способах решения обратных 
задач на касательные были высказаны Декартом в письме, дати- 
рованном 1637 г. {и напецатанном в 167 г.), по поводу не- 
скольких задач, предложенных французским математиком деБо- 

роеЕа ем ре вание ом {Ис Всание). Прежде Денарт замечшст, что как сго 
собственные методы определения касательных, так н методы 
Ферма едва ли могут быть без труда обращены. Так как Декарт 
ищет прежде всего кривые алгебраические, то он придумывает 
слелующий косвенный прием. Он располагаег алгебраические - 
кривые в ряд и смотрит затем, определяя последовательно их 

касательные, обладают ли они требуемым свойством. Так, он 
говорит, что для того чтобы найти кривую, о которой шла 
речь в вопросе де-Бона, он производил подобные пробы с кри- 
выми, уравнения которых относительно одной переменной были 
2-Й степени, а относительно другой поднимались до 1000-й (по 
всей вероятности, с кривыми вида у” = ал? 6х -- с). Примене- 
ние этого метода является, кокечно, громоздким, однако направ- 

ление, указанное здесь Декартом, является правильным постольку, 
поскольку здесь диференцированием прокладывается путь для 
исследования того, в какой мере является возможным интегри- 
рование в функциях известного вида. 

Так как в данном случае эти пробы не привели к результату, 
то Декарт обратился к прямому исследованию, в основу кото- 
рого, в частности, легло то обстоятельство, что точка касания 

есть предельное положение точки пересечения двух неограниченно 
сближающихся касательных. Рассмотрим, чего он достиг приме- 
нением этого соображекия. 

Де-Бон поставил вопрос о квадратуре кривой, удовлетворяю- 
щей уравнению 

гдс $, ссть подкасательная, соответствующая точке (х, у). Де- 
карт не довольствуется поставленным требованием, но хочег 
также получить другое геометрическое определение этой кривой. 
Он замечает, что отрезок, отсекаемый нё прямой у=х— @ каса- 
тельной и прямой, проведенной через точку касания параллельно 
оси у, или, иными словами, подкасательная в косоугольной си- 

стеме координат, в которой ось х заменена указанной прямою, 
имеет постоянную величину (=а И); на языке диференциаль- 
ного исчисления результат этот состоит в том, что диференци- 
альное уравнение 

и) 
22" 
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путем подстановки 

м=ута—х 

преобразуется в уравнение 

.’ 2) 

или, если мы, чтобы полностью осуществить преобразование ко- 
ординат, положим 

У?, 
— в уравнение 

ан РИ р =: - ь З 
ах, 2 8) 

Го, что мы изображаем с помошью лиференциального урав- 
нения (2), Декарт представляет в кинематической форме: он 
определяет точку кривой как точку пересечения двух движу- 
щихся прямых х=о и у, =В, из которых первая, параллельная 
осих = 0, движется равномерно, а вторая, параллельная оси у = 0 
или прямой у=х— а, имеет скорость, пропорциональную рас- 
стоянию от этой прямой. Относительно прямой этой Декарт за- 
мечает, что она является асимптотою к кривой. 

Получив этот результат, Декарт дополняет его таким заме- 
занием; рассмотренные два движения, говорит он, являются 
столь несоизмеримыми, что кривая должна принадлежать к числу 

тех, которые он устранил из рассмотрения в своей „Геометрии“ 
(т. е. она не является алгебраической). Поэтому, говорит он, 
естественно, что вышеупомянутый метод проб не дал возмож- 
ности найти ве. Этим отрицательным ответом Декарт и удоволь- 
ствовался, так как он искал алгебранческую кривую, обладав- 
шую требуемым свойством. Однако в действительности он до- 
стиг большего, гак как свел задачу (подобно Валлису в вопросе 
о логарифмической спирали} к диференциальному уравнению, 
которым Непер пользовался для определения: своих логариф- 
мов; вполне возможно, что самим Декартом это было заме- 
чено. 

Задача эта была решена в той мере, поскольму интегрирова- 
ние диференциального уравнения, а следовательно, и решение 
обратной задачи на касательные как раз и состоит в сведении 
задачи на другую, решение которой известно и выражается 
в простых функциях, или же определяет некоторые фузкции, 
в исследовании которых чувствовалась потребность уже ранее. 
Так как в рассматриваемое нами время предметом усиленного 
изучения были квадратуры, то особенно желательной целью пре- 

а 
образований являлось сведение задачи к уравнению 2-16 

интегрируемому непосредствено с помощью квадратуры. Пример 
подобного сведения мы находим во „Всеобщей геометрии" („Сео- 
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теёае рагз итшуетза!з“) Грегори {1668). Для кривой, длива дуги 
которой 5 определяется с помошью соотношения 

#5 = 769 ах 

Грегори получает уравнение 

пу= Ибо вах, 

где наше (Хх) изображается как ордината кривой и где мы, как 
часто раньше, обо?начаем применяемые Грегори площади с по- 

мощью интегралов. Другое предложение, которое мы, обозначая 
подкасательную через 5, можем выразить коротко в виде ра- 
венства 

Гу — [уах, 

‘ 
указывает, так как ы =, еще более зепосредственна на взаимно 

обратную зависимость между операцией (диференцирования), 
с помощью которой Ферма выполнял свои определения касатель- 
вых, И квадратурою. Чтобы сведение к квадратуре, которого 
Грегори достигал в отдельных случаях, можно было ставить как 
определенную цель и чтобы эта цель, там где это возможно, 
оказызалась достнкнмой, нужно было ясное констатнрование 
и обоснование этой взаимно обратной зависимости. Такое обос- 
нование дает, как мы сейчас увидим, Барроу в своих „Лекциях 
ПТИ („ГесНопез зеотесае“, 1669—1670; 2-е издание 
1674). 

Валлису (стр. 338) удалось, дав обратной задаче о касатель- 
ных кинематическую форму, выразить ее таким способом, кото- 
рый близок к выражению с помощью диференциального уравне- 
ния. Прямым задачам на касательные давали такую форму уже 
Торичелли и Роберваль, Перзый из них {стр. 312) связал опреде- 
ление касательных к параболе с исследовакным Галилеем равно- 

мерно ускоренным движением. А мы видели, что Галилей как 
раз с помощью квадратуры нашел путь, пройденный при этом 
движении. Барроу, у которого (так же как у соотечественника 
его Валлиса) геометрические работы Торичелли получили боль- 
шее признание, чем у французских математиков, определенно 
связывает свое первое обоснозакие упомянутой взаимно обрат- 
ной зависимости с торичеллиевым определением касательной 
к параболе и уже затем распространяет его на другие кривые. 

Мы призодим здесь (черт. 31) чертеж, которым Валлис сопро- 
вождает доказательство предложения, обнаруживающего взаимно 
обратную связь интегрирования и диференцирования. На двух 
кривых У7Р/ и УДЕС соответствующие друг другу точки Ри Е 
имеют одну и ту же абсциссу ИБ; орлината ОР первой кривой, 
будучи умножена на постоянную величину 5, равна площади "ДЕ, 
ограниченной другой кривой, осью абсцисс и соответствующею 
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ординатою РЕ. Кривые, таким образом, связаны соотношением, 
которое мы могли бы теперь, обозначая абсциссу через. х и ор- 
динаты через у и ©, записать в виде равенства 

х 
В.у= [оах. (1) 

6 

Барроу говорит, что в этом случае подкасательная Р/= 
ВЕ 

=. Е или (если не обращать внимания на знак 5} 5, = 

Ю.у 
=-*, что дает, по я 

Г УК Е Ю 
замене 5. на употре- 

р 
Е Е бительное теперь д» 

соотношение 

Чу 
в р Выт® , ® А й 

А Эту взаимно обрат- 
ную зависимость меж- 
ду свойствами, выра- 

О ты жаемымя равенствами 
(1) и(2), Барроу сперва 
доказывает кинемаии- 

Е чески, непосредственно 

д примыкая, как он сам 

— _ упоминает, к исследо- 
ваниям Торичелли; он 

Черт. 31 пользуется при этом 

двумя отдельными чер- 
тежами. Если мы перенесем доказательство на наш чертеж, то 
кривая УГ! представляет собою путь движущейся точки РЁ, 
ткосительно проекции Р этой точки на ось предполагается, 

что она движется с постоянною скоростью Ю, в то время как орди- 

ната у возрастает со скоростью, которая изображается ординатою © 
другой кривой. Мы можем записать это, пользуясь современными 
обозначениями и называя время через {, с помощью сооткошений 

ах_ р. 
ш-=®: 

По методу Торичелли касательная представляется диагональю 
прямоугольника, построенного на обеих скоростях, что как раз 

о 4 
и дает выражение (2) для подкасательной (или *). В то же 

время квадратура, с помощью которой Галилей определил путь, 

проходимый при равномерно ускоренном движении, дает зависи- 
х 

мость (1) между у и площадью { чах. 
$ 
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Барроу применяет свое предложение прежде всего к изучен- 
ному Галилеем и Торичелли движению при бросании, При 
этом движении двумя соответствующими кривыми являются па- 

рабола у= я х? и прямая =ёх 

Барроу не останавливается, однако, на этом кинематическом 
доказательстве, основанном на заимствозанном у Торичелли 
и Галилея понятии о движении, а не на тех строгих доказатель- 
ствах, которые в то время еще считались обязательными и ко- 

торые всегда представлялись в геометрической форме. В своем 
геометрическом доказательстве Барроу непосредственно пользу- 

ся черт. 31. Дело сводится к тому, чтобы показать, что пря- 
мая, проведенная из Е к точке Т, определяемой равенством 

ВЕ я 
РТ=в. РЕ’, есть касательная, или что точки Т кривой, лежа- 

щие по ту и по другую сторону от точки Р, расположены по 
одну сторону от прямой ЕТ. 

Для доказательства проведем через такую точку / прямую /К, 
паралаельную оси абсцисс. `Пусть К — точка ее пересечения с ЕТ, 
а 2 — точка пересечения с ОА. Вследствие указанных свойств кри- 
вых плошадь РОЕС будет тогда равна Ю-2Ё. Сверх того из 
чертежа мы видим, что 

ко рг_ к 
ТЕ ПРЕ” 

откуда 
1К.БЕ= В.1ЕР= РЕВ 

Как показывает черт. 81, мы будем иметь РРЕС =1[.ДОЕ, 
смотря по тому, находится ли точка Р влево или вправо от Е: 

Тем же условиям подчинены, следовательно, и неравенства 
КЕИ., откуда следует, что кривая УГ по обе стороны от Ё 
расположена по одну сторону от ТЕ. При этом предполагается, 
что ордината ® кривой УСЕС возрастает вместе с абсциссою х, 
как это имеет место на чертеже. Если бы она убывала, то таким 
же образом ТЕ все время находилась бы по противоположную 
сторону кривой УГ, т. е. опять-таки была бы касательной 
к ней в точке 2. Мы видим, что доказательство содержит в себе 
и рассмотрение направления вогнутости и что оно ставит это 
направление в связь с увеличением или уменьшенкем величины © 

Чт 
или де 

* Интересно обратить внимание на то, что, достигая, действительно, большей 
строгости н устраняя из доказательства кинематические соображения, которые, 
согласно духу античного локазательсгва, не должны были участвовать в геоме: 
трицеском рассуждении, Барроу в то же зрзмя чрезвычайно суживзет непосрел- 
ственную область приложимости своего предложения. Иненно, в то время как 
первое его (кинематическое} рассуждение не вакладывает никаких ограничений 
на характер роста ординат кривой УСА, во втором доказательстве существенна 
‘монотонность этого роста. Существенной причиной этого ограничения является 
то обстоятельство, что античное определение касательной не ноенг чисто инфи- 
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Следует отметить общий характер предложения Барроу и его 
доказательства. Дело здесь идет не о касательной к отдельной 
определенной кривой (ордината которой обозначена через у) или 
© площади, ограниченной другой определенной кривой (ордината 
которой обозначена через 0}; напротив, либо та, либо другая 
может быть совершенно произвольною кривою и служить, таким 
образом, изображением любой данной функции, -— изображением, 
естественным для того времени, когла еще не было установлено 

независимое от геометрии понятие функции. Барроу достигает, 
следовательно, того успеха, что он устанавливает и доказывает 
свои предложения сразу для всех функций (илк — как мы должны 
сказать теперь, после того как в позднейшее время были найдены 

функции, которые нельзя диференцировать, — по крайней мере 
для зсех диференцируемых функций). Таким образом достижения 
Барроу в этой области, хотя они и имеют еще геометрическую 
форму, представляют собою печто аналогичное достижениям 
иета, который благодаря введению обозначекий для произволь- 

ной данной величины получил возможкость устанавливать общие 
алгебраические формулы. Мы не должны, однако, забывать, что 
Паскаль еще раныше дал применявшемуся Ферма и им самим 
интегрированню по частям столь же общее выражение и что, 
как мы только что видели, Грегори сообщил полученным им 
менее значительным результатам гу же общую форму. 

Таким образом, положив введенный здесь для однородности 
множитель А равным 1, мы можем сказать, что Барроу ис- 
следует зависимость между любою функцией у и величиною 

4» 
х; зависимость эта, как он похазывает, может быть выра- 

жена также с помощью квадратуры, которую мы ‘записали бы 

в виде у= Дэах. В геометрическом изображении величина, 

обозначенная здесь как производная, представляет собою, правда, 

только угловой коэфициент (#) касательной; однако связь й 
между различными применениями диференцирования была уже 
известна, что в достаточной мере следует как из сказанного 
нами в гл. 4-й, так и из самого трудз Барроу. Отсутствие об- 
щего понятия, соответствующего понятию производной, сказы- 
вается в том, что Барроу вынужден выставлять в качестве осо- 
бых предложений и особо доказывать то, что для нас теперь 
является уже содержащимся в его предложении © взаимной 

нитезимальното харектера. Оно апеллирует лишь к тому фавту, что кривая вблизи 
точки касания лежит по одну сторону касательной. Но это свойство прелполагает 
монотонность изменения наклона касательной и, вообще говоря, не имеет месга 
в точках перегибь кривой. Таким образом, изгоняя движение (по крайней мере 
внешним образом, ибо по существу основные неравенства остаются оправданными 
только геометрической интунцией), Барроу зынужлен опираться на лесущест- 
венное свойство касательных, Отсюда и вознинает ограничение, о котором 
было сказано выше. 

Прим. ред. 
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обратности. В этих предложениях резь идег также о сопостав- 
лении двух кривых, соответствующие координаты которых свя- 
заны другими соотношениями, в которых участвует процесс ин- 
егрирозания. Так, например, в предложении, непосредственно 
следующем за только что изложенным, рассматриваются две 
кривые, связанные таким соотношением: площадь, ограниченная 
одной из них, осыо абсцисс и ординатой, равна квадрату, по- 
строенному на ординате другой кривой. Сохраняя прежние обо- 
значения, мы можем записать это соотношение так: 

Де ах. 
0 

У 

Предложение устанавливает, что ордината первой кривой 
вдвое больше поднормали второй, т. е. что 

Как мы видим, в современной форме изложения эта вторая 
задача представляет видоизменение первой, тогда как в той гео- 
метрической форме, которая характерна для ХУП в., она требует 
особой формулировки и особого доказательства. Точно так же 
мы находим у Барроу и ряд предложений, относящихся к пред- 
ставлению кривых в полярных координатах и аналитически экви- 
валентных его осковному предложению. 

Предложение Барроу дает возможность, имея результат ка- 
кого-либо диференцирования или интегрирования, получить из 
него результат примененной к нему обратной операции. В то 
время более знакомой из указанных операций было интегриро- 
вание в виде квадратур. Поэтому Барроу, собственно говоря, 
выводит из известных квадратур способ определения касатель- 
ных, а не наоборот. Например, в одном из своих предложений 
он устанавливает, что для любой кривой имеет место соотно- 
шение, которое мы можем ставите формулой: 

[4 у, 

‘где через 4 обозначена ордината точки пересечения касательной 

с осью ординат, т. е. величина у— хо. Отсюда в связи с пред- 

ложением о взаимно обратной зависимости следует новое пред- 
ложение, которое равносильно утверждению, что производная 

д 
от 5; равна я. 

Главною целью Барроу является, однако, по собственному 
©го замечанию, не применение его метода к решению такнх пря- 
мых задач на касательные, но, напротив, получение средства для 

решения обратных задач. При применении этого средства задачи, 
там, где это возможно, должны сводиться к квадратурам. Бар- 
роу решает, таким образом, весьма значительное количество 
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задач, некоторые из которых являются непосредственно обрат- 
ными задачами на касательные, а другие (вкапример задачи от- 
носительно длин дуг) даны в такой форме, что в переводе на 
язык современной математики они также выразились бы с по- 
мощью диференциальных уравнений. Так, предложение о ззаимно 
обратной зависимости дает Барроу возможность найти кривую, 
касательная к которой удовлетворяет условию 

о . 

$ 

пспоерсдствснино с помощью квадратуры 

ПЗ ах. —в 

Барроу применяет этот прием 8 частному случаю, в котором 

29) = У 8—7 (он` представляет эту функцию как ординату 
окружности) и а=0. Он находит, что в этом случае искомая 
кривая есть циклоида. 

Ни здесь, ни в большинстве других случаев, Барроу не при- 
ходит в голову ввести произвольную постоянную, которая, впро- 
чем, в большинстве его задач соответствовала бы лишь переме- 
шению системы координат вдоль оси. Одна задача образует, 
однако, в этом отношении исключение, а именно, задача об 
определении кривой, подкасательная которой 5, =/(х), т.е, есть 
данная функция х. Кривая эта выражается с помощью урав- 
нения 

где второй интеграл представляется как площадь, ограниченная 
равносторонней гиперболой, осью ордикат и прямыми у=е 
ин у=у, и где с определенно изображает собою произвольно 
выбранкую величину. Повод к поязлению этой величины заклю- 
чался, конечно, в первую очередь, в том обстоятельстве, что 

при значении нижнего предела 0, выбор которого был бы наи- 
более естественным, площадь ‘стала бы бесконечной: и потому 
непригодной. В частности, Барроу применяет результат к тому 
случаю, когда подкасательная постоянна; задача совпадает тогда 

с тою, к которой Декарт свел задачу де-Бона (стр. 339). Точно 
так же Барроу подробно рассматривает логарифмическую спи- 
раль и определенно отмечает при этом, что длина окружности, 
измеряющая полярный угол, равна логарифму риднуса-вектора; 
в валлисовом решении задачи (стр. 838) на это были лишь кос- 
венные указания. 

Сведение к квадратуре в решенных Барроу задачах выпол. 
няется с помощью разделения переменных; на общий характер 
этого приема он указывает лишь в добавлении к своему сочи- 
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нению. Он определяет здесь кривую, касательная к которой 
удовлетворяет условию: 

И») 
$0) ' 

с помощью уравнения 

Гебдах = Гб 
и жалеет, что не дал уже раньше решения этой задачи, так как 

оно заключало бы в себе многие из предыдуших. Подобным же 
образом находит он кривую, определяемую в полярных коорди- 
натах г и 9 условием 

(ху? 

где 5— длина дуги и производная изображается как отношение 
между подкасательной н касательной (считаемой от точки каса- 
ния до оси). Наиболее трудная из решенных Барроу задач нахо- 
дится в добавлении ко 2-му изданию. Она касается определе- 
ния кривой, длина дуги которой равна /(х} — у. 

Как легко видеть, соответствующее этому условию диферен- 
цнальное уравнение также интегрируется с помощью разделения 

переменных. 

7. Ньютон и Барроу; ныотоново применение предложения 
Барроу о взаимно обратной зависимости. 

Исследования Барроу и основанные ва них результаты, инте- 
ресные и важные и сами по себе, приобрели еще большее зна- 
цение благодаря тому обстоятельству, что в 1668 г. Барроу 
стал в Кэмбриджском университете учителем Ньютона, Ньютон, 
начавший свои университетские занятия двумя годами раньше 
этого, скоро стал не столько учеником Барроу, сколько его 
сотрудником. Во всяком случае сам Барроу говорит, что, полго- 
товляя свою работу, которую мы только что рассматривали, он 
пользовался советами Ньютона. Барроу в такой степени чувство- 
вал превосходство своего великого ученика, что в возрасте всего 

39 лет отказался от университетской кафедры в его пользу. 
Как ни велико могло быть влияние Ныютона на изложение 

отдельных частных вопросов, однако мы должны рассматривать 

разобранные нами выше теории как достояние самого Барроу, 
хотя он н мог уже раньше обсуждать их с Ньютоном. К такому 
заключению приводит нас, между прочим, то обстоятельство, 
что Барроу, повсюду отмечающий источники, как печатные, 
так и иные, с большой шепетильностью, здесь не говорит 
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ничего; ссылки на своего друга и ученика он делает лишь по 
некоторым другим поводам, о которых речь будет ниже. Таким 
образом, когда Ньютон выступает с теми же мыслями, то мы 

должны предположить, что он обязан ими своему учителю. 

Ньютон, однако, развивает их значительно дальше. 
Влияние Барроу на Ньютона сказывается прежде всего в очень 

общей точке зрения, с которой Ныютон рассматривает зависи- 
мость между одновременными изменениями различных величин. 
Барроу достигает этой общности, с одной стороны, путем рас- 
суждений кинематического характера, с другой, — путем геоме- 
трического изображении ври иомощи произвольных кривых. ак 
мы видим, точную форму, соответствовавшую тогдашним требо- 
ваниям, исследования Барроу получали при геометрическом 
изложении; однако и в кинематических своих доказательствах он 
не довольствуется заимствовакием интуитивного представления 
9 движении, но старается выяснить это понятие путем отвлечен- 

ного изучения времени, т. е. путем изучения той величины, 
которая в кинематике исследуется в связи с величинами геоме- 
трическими. Главный результат этого исследования состоит в том, 
что можно познавать лишь последовательность явлений во вре- 
мени или их одновременность; для того же чтобы измерять 

время, не существует никакого другого средства, кроме того, 
чтобы рассматривать какое-нибудь одно движение как данное; 
это та же самая мысль, которую современный физик выражает 
тем, что он определяет время, как указание часов. 

При пользовании в изложении учения о переменных величи- 
нах столь ясно ограниченным понятием времени почти устраня- 

ется опасность какого-либо неправомерного пользования поня- 
тием движения, и изложение становится столь же точным, как 
применявшееся раньше геометрическое. Такая же трактовка лежит 
в основании инфинитезимальных исследований Ньютона. Общее 
изложение этих исследований мы находим в его „Методе флюксий“ 
(„Мефодиз Нихмогит“), сочинении, напечатанном значительно 
позже, но написанном приблизительно к тому времени, когда 
появилась работа Барроу; те же самые соображения лежат, 
в сущности, в основе и еще более ранних трудов Ньютока. 
Ньютон рассматривает систему (л} „флюент“ — величин х, у, 2,..., 
одновременно изменяющихся, удовлетворяя такому числу (и — 1} 
уравнений, которое достаточно, чтобы обеспечить их одновремен- 
ное изменение. Время является у него, таким образом, только 
независимой переменной, по отношению к которой все эти флю- 
енты служат функциями. Скорости, с которыми изменяются эти 
величины, Ныотон называет их флюксиями и обозначает их через 
х, у, ,... Ньютон умеет там, где это ему удобно, пользоваться 
только что упомянутой свободой в определении времени для того, 
чтобы предположить, что та или другая из этих величин изменяется 
равномерно или что ее флюксия равна 1, То, что сначала он обык- 
вовенно оставляет вопрос об этом выборе независимой перемен- 
ной открытым, часто дает, как известно, аналитические выгоды. 
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ведение скоростей было бы, однако, лишь неправомерным 
заимствованием из кинематики, если бы при этом не было дано 
точного ответа на вопрос о том, как образуются флюксии. Но 
Ныотон ответил на этот вопрос и получил, таким образом, обо- 
скование этого понятия, независимое от существующего в при- 
роде движения 1. . 

Таким образом он позаимствовал из кинематики лишь прекрас- 
ное общее обозначение для велизины, образовывать которую и 
применять к различным исследованиям (0 касательных, о макси- 
мальных и минимальных значениях} умели уже и раньше, но для 
которой еще не имелось никакого обозначения, независимого от 
всех этих положений. „Флюксия“ есть, таким образом, более 
реннее название той же величины, которую мы называем теперь 
производной, именно, это есть производная от флюенты по времени. 

Определению этой величины и простым и единообразным 
правилам, ведущим к нему, Ньютон придает особенную важность, 
Об интересе его к такому определению мы можем судить уже 
по тому месту в книге Барроу, относительно которого сам автор 
говорит, что включил его по настоянию Ньютона‘и которое 
содержит ясные правила для определения касательной к данной 
кривой (названия или обозначения флюксии здесь, однако, еще 

нет}, Сам Барроу был, напротив, того ‘мнения, что нет никакой 
причины при существовании стольких способов определения 
касательных вводить еще новый. Он, вероятно, особенно имел 
при этом в виду метод Ферма, столь близкий его собственному. 
Различие в практическом выполнении определения касательных 

у Ферма и Барроу состоит, главным образом, в том, что Ферма 
вводит особое обозначение (Ё) лишь для одного приращения, 
именно приращения независимой переменной, в то’ время как 
Барроу вводит обозначения е и @ для обоих приращений — и 
независимой и зависимой переменной. Барроу отыскивает предел, 

а 
к которому стремится =, когда обе эти величины стремятся к 0, 

1С этим утверждением Цейтена нельзя согласиться. Верно, что понятие 
флюксип у Ньютона носит более общий и абстрактный характер, чем понятие 
скорости в механике, Вернс, что в качестве аргумента в ряде исследований бе- 
рется фактически не время, а лругая величина, например ллина или плошаль, 
а время ивляется в саиом исследолании только параметром, пропорционально 
которому изменяется фактически независимая переменнаи величина, Однако суще- 
ственно то, что аы600 основных предложений о флюксиях основывается у Ныю- 
тона на апелляции к временному течению пропесса. Именно введением понятия 
движения в более пли менее явной форме Ньютон стремится обосновать инфи- 
нитезнмальные операции, придать им ту точность, которая теоретически гаран- 
тировал! бы от ошибок, могущих быть причиненными пренебрежением беско- 
нечно малыми величинами, Вопрос о принципиальных позициях Ньютона слишком 
сложен, чтобы о нем можно было здесь говорить подробнее; сам Ньютон менял 
свси установки, то признавая бесконечно малые величины („моменты“} как исче- 
зающе малые холичества, то отождествляя моменты с нулями, то приближаясь 
к концепции предела. Но всегда силу убедительности свонм доводам он старался 
придать рассуждениями, в которых ‘апелляция к кинематическим соображениям 
играла важную роль, 
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й = ау 
т. е. то, что Лейбниц назвал впоследствии отношением 4х? он 

полагает его равным отношению ординаты к подкасательной. Это 
предельное отношение находится путем отбрасывания в уравнении 
между аи е, получаемом из уравнения кривой (и содержащем а 
или @ во всех членах), членов выше первой степени; Ферма до- 
стигал того же, производя Сперза деление нае (или Е), а затем 
полагая е равным 0. В тех простых примерах определения каса- 
тельных, которые тут же приводит Барроу, этот прогресс в спо- 
собе обозначения фактически не играл особенно большой роли; 
нерешительность, с которой он последовал совету Ныотона, 
является, таким образом, вполнье понятной; если же подобно 
Ныюотону, иметь в виду значительно более широкие применения 
указанной общей операции диференцирования, то легко понять 
то значение, которое он придает более детальным правилам. 

Чуждый мелочных опасений, что Барроу опередит его {он сам 
обладал уже в то время теми же правилами, правда, в других 
формах, и давал им в своих рукописьх широкие применения), — 
руководимый даже, быть может, желанием знать, как будут при- 
няты такие правила, которых сам он еще не решался опублико- 
вать, — Ныютон побуждает Барроу, как тот сам указывает, дать 
эти правила. В той форме, в какой этн правила приведены Бар- 
роу, они, несомненно, принадлежат самому автору; 0б этом 
говорит как отсутствие противопоказаний с его стороны, так 

и формальное отличие этих правил от тех, которыми пользо- 
вался в то время Ньютон и о которых речь будет итти ниже. 

Лекции Барроу дают и несколько примеров более широкого 
применения диференцирования, но опять-таки только в одном 
отделе, представляющем собою, подобно вышеупомянутым пра- 
вилам диференцирования, лишь добавление, сделанное, как ука- 
зывает Барроу, по совету Ныютона. В добавлении к 12-й лекции 
Барроу выводит ряд квадратур; в качестве примера укажем на 
одну из них, которую можно было бы записать на нашем математи- 
чёском языке, введя тригонометрические обозначения и выражая 
сведение к гиперболической площади применением символа п, 
в виде: 

а {1 -- 312) ша — ма $] зе @зше = Гзесфаз. 

Принципиальный шаг вперед, связанный с выводом этого и 
нескольких ‘других подобных результатов, заключается в неиз- 
вестном еще Ферма (стр. 261} применении к преобразованию 
квадратур тех операций, которые прежде применялись при опре- 
делении касательных, т. е. при диференцировании. Так, беско- 
нечно малый треугольник применяется к таким преобразованиям, 
которые мы записали бы теперь в виде @ зе = с03 94$ или 
4с05$ = (—) пе 4$. Напомним, впрочем, что Паскаль в своих 
квадратурах также умел пользоваться этим инфинитезимальным 
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преобразованием (стр. 269}, не ставя его, однако, в связь с прави- 
лами для определения касательных. Приведенная нами квадратура 
содержит, далее, первый известный нам пример разложения дроби. 

а Е е и 
се 8 Тиз 8 

для преобразования квадратуры. 
То основное значение, которое тщательно развитые правила. 

диференцирования получили в собственных работах Ньютона, 
основано прежде всего на совершенно новом применении, кото- 
рое он дал закону Барроу о взаимной обратности диференциро- 
вания ‘и интегрирования, Барроу видел в своем законе лишь 
средство для решения обратных задач на касательные с помощью- 
более знакомых в то время квадратур. Для Ньютона, напротив, ̀  
диференцирование являетси простой операцией, которую можно 
зыполнить по определенным общим правилам; полученные таким 
путем результаты тотчас же дают большое количество квадра- 
тур, среди которых наряду с уже знакомыми есть и много новых. 

Ньютон определенно отметил это уже в дополнении к работе 
„Анализ при помощи уравнений с бесконечным числом членов“ 
(„Апа!узв рег аедцаНопез пшлего Тепитпогии шпИаз“). Это 
сочинение, находясь с 1669 г. на хранении у Коллина, было до 
нскоторой степепи доступио для озпакомлсиня. Мы зиакомнмся 
здесь также с несколько иного, чем у Барроу, формой, в которой 
Ньютон выполняет свое диференцирование; диференцируется 
здесь плошадь 2, ограниченная кривою, прохо, ящей через начало, 

абсциссой х одной из ее точек и ординатой у той же точки; 
Ньютон в уравнении, связывающем х и 2, заменяет эти перемен- 
ные выражениями х--ои 2 -- 09*. Искомым значением у будет 
тогда значение ®, соответствующее случаю о = 0. Как мы видим, 
это совпадает с тем, что на современном языке выражается 

и 
равенством: у= д; сам Ньютон уже тогда в своих непредна- 

знаненных к опубликованию исследованиях выражал это так: 

у есть отношение между флюксиями 2 и х. Уже тогда он начал 

обозначать это отношение через =, или, считая х равномерно 
я 

изменяющимся (т. е. независимым переменным), через 2, 
так как тогда х = 1. Эти обозкачения флюксии для нас, знакомых 
< диференциальным исчислением, конечно, облегчили бы обзор; 
но в ту пору разъяснение их должно было загромоздить изложенне; 
понятно поэтому, что они не были введены в статье, предста- 
влявшей собою лишь дополнение к упомянутому сочинению. Ту 

же форму диференцировання, которая служит здесь для нахож- 
дения площадей, Ныотон применяет в „Методе флюксий“ („Ме- 
по4и$ Пизюпцт“) к определению касательных. Последнее совпа- 

1 Здесь о — буква, изображающая прирашение х (вообще не нуль, так что 
ныютонов символ с соответствует нашему Ах, ри. ред. 
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дает с таким же определением у Барроу, с той лишь разницей, 
что приращения х и у обозначены у Ныютова не через а и 

2 
а через оном и что предельное значение 9 обозначено через =. 

т Отметим, что Грегори в своей появившейся в 1668г. „Всеобщей 
теометрии“ применяет ту же форму диференцировання и то же 
обозначение о для величины, обращающейся в пределе в 0. Это 
указывает на связь с Ныютоном, которая осуществлялась, не- 
сомненно, перез Коллина; в понимании связи между обеими основ. 

ными инфинитезимальными операциями Грегори стоял, повиди- 
мому, почти на той же высоте, как и Барроу. ы 

Ныотон в отмеченном нами месте применяет диференцирова- 
ия 

ах " и получает, таким ние в частности к площади 2 
п 

тя 
образом, новое доказательство того, что площадь эта принадлежит 

параболе у=ал"; он отмечает при этом, что его метод дает ему 
возможность найти сколько угодно кривых © известными пло- 

щадями. В качестве примера Ныюотон указывает, что = == Иа? № 

дает результат у= ИЕ пример этот свидетельствует о том, 

что диференцировать корни он вполне умел уже в то время. 
удить о том, как широко Ныотон умел пользоваться своим 

новым методом получения квадратур, основанным на том, что 
эта операция есть обращение диференцировання, иы можем, 
между прочим, по многочисленным результатам, которые он с00б- 
щил в 1676 г. в письмах к Лейбницу. Весьма богато такими 
примерами и сочинение его „О квадратуре кривых“ („Ое днав- 
тафита сигуагит“). Это сочинение было напечатано в 1704 г., но 
уже в 1676 г. эта работа была вполне закончена, и ее текст 
отличался от окончательного лишь немногочисленными введен- 
ными позлнее дополнениями. В свою очередь редакция 1676 г. 
представляла собою обработку еще более ранней работы. Рассмот- 
ренный нами метод Комбинируется здесь, однако, с другим, 
к которому приходится прибегать, когда выражение ординат 
через абсциссы не получается диференцированием знакомых выра- 
жений или когда эти последние трулно сразу усмотреть. Этот 
второй метод состоит в разложении в бесконечные ряды и 
почленном их интегрировании. К данному Ныотоном решению 
этой проблемы мы сейчас и обратимся. 

8. Ньютоновы разложения в ряды; расширенное применение 
метода неопределенных козфициентов, 

Сам Ньютон в своих письмах к Лейбницу сообщает, как он 
пришел к применению рядов и, в частности, к биномиальной 
формуле, имеющей силу и для дробных и отрицательных пока- 

зателей. Отметим здесь, кстати, что он был первым, кто стал 
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употреблять такие показатели (ср. Валлис, стр. 274) и обозначать 
их отдельною буквою, могущей, таким образом, представлять 
как положительную, так и отрицательную величину. Такое изо- 
бражение величин, могущих иметь также и отрицательные зна- 
чения, в других случаях применял, впрочем, уже Гудде (стр. 202}. 

При изысканиях, приведших к расширенной биномиальной 
формуле, Ньютон шел путями, близкими Валлису с его „иятер- 
поляцисй“ [см., в частности, „интерполяцию“, примсиснную Вал- 
лисом при вычислении т (стр. 275}|. Подобно Валлису, Ньютон 
первоначально стремился лишь к такому распространению выра- 
жений, получившихся в результате некоторых известных квадра- 
тур, которое позволило бы применить их и к новым еще не- 

2 
найденным квадратурам. Так, легко образовать /(1 — х*) 4х 

з том случае, когда р есть четное число. Интеграл этот выра- 
жается с помощью конечного степенного ряда; если перенести 
закон образования членов этого ряда на нечетные значения р, 
то получается бесконечный ряд, относительно которого можно 
предположить, что ов также представляет собою соответствую- 
щий интеграл Стремясь достичь результатов, имеющих силу Для 
всех показателей, Ньютон скоро должен был, однако, заметить, 
что наиболее простой закон образования членов ряла получается, 
если искать ряд, представляющий не самый интеграл, а интегри- 
руемую функцию. Это обстоятельство позволило ему, во-первых, 
усмотреть знакомый уже до него Ферма и Паскалю (стр. 166) за- 
кон мультипликативного образования коэфициентов ряда, пред- 
ставляющего собою величину (1-- х)” для целых и положитель- 
ных значений т, и, во-вторых, убедиться в применимости того же 
закона и в том случае, когла т — дробное или отрицательное 
число; все это привело к установлению общей биномиальной 
формулы. . 

Валлис довольствовался простою индукцией такого рода; 
Ныотон был для этого слишком верным приверженцем унасле- 
дованных от древних строгих законов точной математики. Правда, 
имевшиеся в то время алгебраические ресурсы не были еще 
настолько развиты, чтобы он мог с их помошью дать формаль- 
ное общее доказательство общего ппедложения; такое доказа- 
тельство должно было бы содержать помимо всего прочего 
также указание на границы, внутри которых действительно имеет 
место сходимость, необходимая для справедливости предложе- 
ния. Это было выполнено лишь в Х[Х в. Абелем и явилось одним 
из существеннейших моментов в ликвидации` того слишком ‹во- 
бодного обращения с рядами, которое господствовало в ХУШ в. 
Ньютон, бывший в этом отношенни полее строгим, чем поздней- 
шие матема‘ики, лолжен был’ ограничиться указанисм методов, 

с помошью которых можно исследовать правильн: сть разложе- 
ния в отд-льных данных случаях. Прежде всего это можно было 
осуществить, возводя ряды, которые должны были представлять 

23 Цейтан. Иоторвя матоматака 
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корень, в степень и производя, таким образом, проверку извле- 
чения корня. Кроме того, Ньютон указал еще один метод, кото- 
рыи можно прямо применить к разложению корня в ряд. Ме'од 
этог дает и последовятельное образование членов ряда и сред- 
ство для проверки сходимости его. Этот метод оказался приме- 
нимым не только к рядам, содержащимся в биномиальной фор- 
муле, но и вообще к рядам, служащии для выражения корня 
алегбранческого уравнения через незавасимое переменное, содер- 
жащееся в его козфициентах. я 

Что касается до последовательного образования коэфициентов 
ряда, то Ньютон пользовался для этого методом неопределенных 
коэфициентов, притом значительно шире, чем Д:карт, оппеде- 
лявший в своей „Геоме:рии“ некоторые величины, отожлестваяя 
друг с другом кокечные выражения (стр. 317). Вели /(х у) =0 
есть данное уравнение, приведенное к целому рациональному 
виду (с конечным или бесконечным числом членов), то Ньютон 
потагает у = Ах" р, гле прежде всего определяется « тэким 
образом, чтобы получилось по крайней мере два члена одинако- 
вой степени, низшей, чем остальные, а затем А таким образом, 
чтобы эти члены тождественно взаимно уничтожились. Затем 

принимается р = Вх” + 9, гдеВи В опрелеляются таким же обра- 
зом. Подобный процессе можко продолжать сколь угодно 
далеко. 

Холля Ньютон, не имевший еще для исследований этсго рола 
в своем распоряжении никаких подготовительных пабот, должен 
был сосредоточивать свое внимание по преимуществу на простых 
случаях в которых показатели а, В и т. д. можно определить 
легко (обычно они являются последовательными и:и идущими 
через одно числами натурального ряда), однако, он лает графи- 
ческий метод, когорый мы называем параллелограмом Ньютона 
и который, в частности, может служить для отличения различ- 
ных рядов, представляющих различные ветви (циклы, как часго 
называют их теперь) кривой / (х, у} =0. Изложение этого метода 
мы находим как во втором письме к Лейбницу (167+), таки в „Ме- 
тоде флюксий“. При определении показателя х показатели (т и 
п прйуил в каждом отдельном члене уравнения } (х, у} =0 
принимаются за абсписсу и орлинату точки в прямоугольной 
системе координат, и через две или большее количество опре“ 
деленных таким образом точек проводится прямая так, чтобы 
все остальные точки лежали по противоположную сторону от 
начала. Тогда в одном из возможных рядов значение а будет 
равно угловому коэфициенту этой прямой, взятому с противо- 
положным знаком; действительно, для точек, через которые 
прох дит эта прямая, величина э/и -- и имеет одно и то’же зна- 
чение, и притом меньшее, нежели значения, получаемые при 
подстановке координат других точек. › 

Ньютон видел, что его метод применим не только в том слу- 
чае, когда имеется алгебраическое уравнение между х и у, но и 
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тогда, когда х уже выражен с помощью бесконечного ряда, рас- 
положенного ‘по возрастающим степеням у, так что метод может 
служить для так называемого обращения такого ряда. При п, ак- 
тическом решении этой задачи ‹т внимания Ныотона не могло 
ускользнуть, что в этих случаях вычисления упрощаются. бла- 
годаря отсутствию членов с высшими степенями х, а также чле- 
нов, содержащих как х. так и у. Это обстоятельство дает воз- 
можность, по мере того как вычисления продвигаются дадее, 
одновременно определять все большее число членов. 

Так, в „Анализе“ Ньютон, обращая (логарифмический} ряд 
(стр. 305) 

ъз 1 Тая хх аи» 

и найдя сперва 
о 

. ХЕ +4, 

определяет затем в 4 сразу 3 члена. Достигает он этого сле- 
дующим путем: в полузающемся после подстановки уравнении 

й ‘ 1 | ПРЫЙ:. . и. и 2 — З 55 + 0 „+ +52 ...}9+...=0 

он не довольствуется приравниванием нулю суммы двух членов 
1 й 

—+2+% что дало бы по его обычному правилу следующий 

член ряда Он учитывает, что все члены ниже 6-й степени содер- 
жатся в написанном нами выражения, так как все члены 9 не 

ниже 3-й степени. При делении 

можно, таким образом, сразу взять 3 члена частного, так как их 
определенае совершенно не зависит от членов уравнения, седер- 
жащих 28, 423, 42... Находим: 

1 1 Чи + 

гле все члены г не ниже 6-й степени. Ньютон, однако, приме- 
няет эгот прием не вполне последовательно: действительно, пола- 
гая х =з--р, он нашел бы таким образом два члена р, а нменно 

р=х = +2, а затем сразу получил бы четыре члена 4. 

Ныотон отмечает и показывает на одном примере, что солвер- 
шенко аналогичный прием можно применить к разложению по 
убывающим степеням. В этом случае, если мы примем перемен- 
ные (хи у) за текущие координаты кривой, члены, не имеющие 
отричательного показателя, определяют асимптотическую кри-ую 
или, если они не выше 1-й ‘степени, прямолинейную асикптоту. 
При интегрировании (нахождении квадратуры) такого ряда Ньыю- 

23* 
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тат 
тон определенно отмечает, что член ^,- дает гиперболическую 

плошадь, которой он дает обозначение 

то, что такая площадь представляет логарифмический член ряда, 
‚было вещью знакомой. 

Для того чтобы ряд, получаемый путем указанного здесь 
постепенного образования членов, имел какое-нибудь значение, 
он должен быть сходящимся. Ньютон не может, правда, устано- 
вить на этот счет общего правила; но он сознаег эту необхо- 
димость и показывает как в отдельных данных случаях, давая Хх 

достаточно малые значения, можно достичь зого, что остаточный 

член р, 9, /,..., определяемый последовательно с помощью урав- 
нений, становится меньше любого наперед заданного числа. Он 
основывается при этом на том, что в уравнении, служащ,м для 
определения одной из этих величин, например г, член, незазися- 
щий от г, содержит множителем все время более высокую сте- 
пень х. Этим обеспечивается возможность выбора такого значе- 
ния х, при котором, беря известное конечное количество членов, 
мы делаем остаточный член меньше любого наперед заданного 

числа. Дая того же, чтобы можно было достичь этого бесконеч- 
ным увеличением числа членов без одчовременного уменьше- 
ния х в зависимости от заданной границы, надо не только обла- 

дать, подобно Ныютону, правилом для постепенного образова- 
ния членов, но и иметь возможность оцевить величину остатка, 
соответствующего произвольно выбранному члену ряда. Такой 
возможностью однако в то время еще не обладали. 

Таким образом существовали технические трудности, поме- 
шзвшие Ньютону установить общие предложения относительно 
необходимых условий сходимости; но во всяком случае у него 
этот вопрос не оставался вне поля зрения, как это имело место 
в следующем столетии. Исходной точкой у Ньютона, как и 

у античных математиков, является 1-е предложение 10-й книги 
Евклида (стр. 2931; Ньютон старается и в новых, более широких обла- 
стях, в которые он вступает, придерживаться античкой точности, 

Ныюотонозы бесконечные ряды в первую очередь представляли 
собою средство для квадратур, так как с их помощью подлежа- 
щая интегрированию величина получала вид, удобный для инте- 
грирования; однако в то же зремя эти ряды давали и нечто 
иное. До тех пор зависимость между двумя переменными вели- 
чинами изображалась как зависимость между абсциссой и орди- 
натой кривой, обладак щей известными свойствами. Это имело 
место с тех пор, как Менехм изобзазил взаимную зависимость 
двух средних пропорциональных с’ помощью парабол и гипер- 
бол. Связь такого античного и юбражения с изображением, кото- 
рое начали теперь давать с помощью основанной на арифметике 
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алгебры, ясно и отчетливо выступила благодаря декартовой 
аналитической геометрии. Даже такие функции, которые полу- 
чаются путем интегрирования, находили свое выражение в виде 

площадей, — например. как мы только что видели, логарифмы — 
в виде площадей, ‘ограниченных гиперболой, а круговые функ- 
ции—в виде частей площади круга. Что касается до функций 
обратных, то определенное представление о функциях, обратных 
круговым, давала, правда, тригонометрия, но общее понятие 
о функции, обратной логарифиической, еще совершенно отсут- 
ствовало, 

Не устанавливая прямо понятия функции, Ныотон по существу 
фактически устранил эти недостатки, так как его бесконечные 
ряды давали арифметически-алгебраическое изображение всех 
таких функций, как упомянутые здесь. Ряд, представляющий алге- 
браическую функцию, выводится из определяющего ее алгебраиче- 
ского уравнения; ряды для круговых и логарифмических функций 
выводятся отсюда с помощью квадратуры; обращение же этих ря- 
дов дает ряды для тригонометрических и показательных функций. 

В следующей главе мы упомянем некоторые из полученных 
таким образом результатов; здесь же ограничимся еще лишь 
одним замечанием. Главною целью рядов было оскованное на 
них числовое определение, степень точности которого обеспе- 
чивалась только что упомянутыми исслелованиями схолимости. 
Между тем, прием, примененный для разложения в ряд, может 
быть применен также и непосредственно к числовому определе- 
нию корня у числового уравнения / (у) =0. Если с помощью 
проб найдено приближенное значение корня 6, то, вставив 
в уравнение значение у=ё- р и отбросив все степени р выше 
`первой, мы найдем из образованного таким образом нового уравне- 
ния приближенное ааенне р и, таким образом, получим 
более точное значение корня. Ёсли обозначить найденное таким 
образом более точное значение у через с, то можно положить, 
далее у=с--4 и таким образом получать все большую и 
большую точность. 

Прием этот, обычно носящий имя Ньютона, применялся, 
однако,., некоторыми исследователями (в частности, Виета, 
стр. 126) уже и раньше и притом даже более систематически. 
У Ныютона в.его „Анализе“ этот прием предшествует разложе- 
нию в ряды, посредством которых корень уравнения выражается 
через независимуо переменную, содержащутося в его коэфициентах. 

9. Результаты ньютоновых разложений в ряды 
и интегрирований. 

Желая дать здесь некоторые из важнейших результатов, 
достигнутых Ньютоном с помощью рассмотренных выше методов, 
мы должны различать, с одной стороны, те результаты, которые 
стали рано известны благодаря хранившемуся у Коллина „Ана- 
лизу" и посланным через Ольденбурга гисьмам к Лейбницу; 
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с дзугой стороны, — те, кот`рые были опубликованы лишь в сле- 
дующем столетии в „Квадратуре кривых". В „Квадратуре кри- 
вых“ мы находим результаты, обладающие большей общностью. 
Однако они тесно связаны с вопросачи, которые разработаны 
в первых двух упомянутых произведениях, и потому можно ду- 

мать, что в основном Ныюотон получил эти результаты в то же 
время, что и первые, В „Анализе“ мы находом не только впер- 
вые опубликованный Меркатором (стр. 305) ряд для гиперболи- 

х 
а именно: ческой площади = ть, : 

$ 

С 1 
йе а + 52 ый ый... 

Ньютон ясно указывает закон образования козфициентов. 
Так как при этом было известно, что гиперболическая площадь 
пропорциональна логарифму 1-х, то Т- х есть то же, что 
наше #*, и следовательно, Ньютон изобразил эту функцию © по- 
мощью ряда: 

ТЕ 

Так как он не доказывает, что такое образование членов 
продолжается и при дальнейшем разложении в рул, то, пови- 
димому, ан получил этот результат лишь с помощью индукции. 
Однако с знанием приема, с помощью которого он сразу опреде- 
лил несколько членов этого ряда (стр. 355), у него могло быть 
связано несколько более глубокое понимание того, что члены 
лолжны были образовываться именно по укалънному здесь 
закону. Вероятно, что он сам проверил справедливость этого 
зэкона для нескольких следующих членов ряда. О доказательстве 
того, что найденное разложение справедливо для всех значений 2, 
нет и речи. 

Другоз выражение для гиперболических площадей `Ныотон 
получает, раскладывая в ряд интеграл 

‚Диятвиы. 
Г 

Подобным же образом он получает разложения в ряд частей 
площади круга: 

5 х 
а и ухи). 

.8 

Более непосредственное применение находят разложения в ряд 
длины дуги окружности. Так, Ныютон выражает длину дуги $ 
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окружности с диаметром 1 через проекцию х этой дуги на 

диаметр, проведенный через начало дуги ( = 

тегрируя бесконечный ряд, находит: 

зт уегз 25) и, ин- 

Таким же образом Ньютон находит для длины = дуги, синус 
которой (в окружности радиуса 1) равен Хх (т.е. для 2 = аге зш х) 
рял: 

и через обращение его 
. у 
3+ 

Отсюда ок выводит, в свою очередь, что 
В г 

НУ ааа. 
Давая эти результаты, Ньютон также вполне определенно 

отмечает закон образования коэфициентов. 
Далее, Ньютон сообщает, как можно образовать ряд для 

УЕ „@х, с помощью которого, как он утверждает, зыра- а 

жается длина дуги эллипса. Сверх того, он находит разложения 
для площадей, ограниченных дугою циклоиды или квадратрисы 
и прямота; при этом он подчеркивает, что пользование рядами 
чрезвычайно расширяет поле приложимости анализа. 

Дальнейшие указания мы находим в отправленных через 
Ольденбурга письмах Ныотона к Лейбницу. Первое из них 
является ответом на вопрос Лейбница относительно рядов, кото- 
рыми, как он слышал, владеет Ньютон. Ньютон дает в` обшем 
очень подробный ответ ка это. Биномиальную формулу он, 
правда, приводит без всякого обоснования, но дает ясные при- 
меры таких применений ее, при которых показатель есть число 

дробное или отрицательное. Для самого Ньютона, впрочем, 
обоснование этой формулы содержится в его разложении В ряды 
величин, определяемых алгебраическими уравненнями; а это раз- 
ложение, равно как и соответствующий ему способ численного 
решения алгебраических уравнений он показывает на одном 
примере, содержащемся в письме. Далее, он дает указавия отно- 
сительно многих других своих результатов — относительно рядов 
для агсзшх и зтх, разложения, с помощью которого решается 
кеплерова задача и т. д. 
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Сверх того, он добавляет ряд замечаний. относительно при- 
менения рядов. Если разложить х = агс $п2 и вставить это вы- 
ражение х в разложение уп ил, то этот последний синус выра- 
жается через зшх, или, как Ньютон говорит здесь, хорда дуги 
пх выражается через хорду дуги х. Он замечает, что получен- 
ный таким образом ряд для нечетного и кончается сам собою и 
дает уже знакомое выражение для хорды #-кратной дуги. 

й В 
Если из выражений для 312 и зп 32 исключить член 3-й 

стенени, то, пренебрегая членами 5-Й и высших стененей, полу- 
чаем: 

1 я 
8915 2— Яп я = За, 

что находится в согласии с применявшейся Гюйтенсом прибли- 
женной формулой (стр. 298).. Ньютон выводиг, далее, из ряда 
для агсзш уег$ х другие еще более точные приближения. 

Ныюток останавливается также в своем письме несколько 
ближе на законе образования коэфициентов ряда для длины 
дуги эллипса и показывает, как с помощью обращения ряда 

можно образовать выражение абсциссы эллипса через длину 
дуги, т. е в современной терминологии, ряд для некоторой 
эллиптической функции. Ньютон упоминает также, что те же 
задачи могут быть решены для гиперболы. 

О том, что Лейбница заинтересовало содержание письма 
Ныюотона, и о том, что он хорошо его понял, свидетельствует 
то, что новые его вопросы относятся как раз к тому, чего не 
было в письме Ньютона. Вопробы эти относятся именно к обос- 
нованию биномиальной формулы и к несколько более подроб- 
ному пояснению приема, который надо применять при разложе- 
нии в ряд алгебраических функций и при обращении рядов. 
Лейбниц и сам владел подобным приемом, так что в своем 
ответе Ныюотону он мог сообщить результат разложения в ряд г", 
который, правда, был установлен и Ньютоном в его „Анализе“, 
но в письме Ныотока не был упомянут. Кроме того, Лейбниц 
сообщает свое собственное (ранее найденное также Грегори, 
стр. 297) разложение агс шх и применение его к вычислению я: 

З 1 1 
= агс 1 +5 -т-... 

Интерес, проявленный Лейбницем, встретил отклик у Ныо- 
тона и побудил его к дальнейшим сообщениям. Он отвечает 
на вопросы Лейбница в своем втором письме; письмо это, в связи 
с „Анализом“, с которым Лейбниц познакомился тем временем, 

` содержит сведения, о которых мы говорили в предыдущей главе; 
в частности, Ньютон рассказывает здесь о том, как он пришел 
к биномиальной формуле. Касаясь двух рядов для е’ ие“, ко- 
торые Лейбниц нашел каждый сам по себе, Ньютон указывает, 
что он объединяет их в один ряд, беря х со знаком. По поводу 
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лейбницева. ряда для он говорит, что потребовалась бы 

100) лет, чтобы с помощью его вычислить 20 десятичных зна- 
ков; это замечание свидетельствует о практической цели, кото- 
рую он преследовал при разложении в ряды, что заставляло его 
требовать не только сходимости, но и сильной сходимости, 

Именно поэтому абстрактный вопрос о сходимости не пред- 
ставлял для него значительного интереса. 

Ньютон делает, далее, в своем письме новые интересные со- 
общения о квадратурах. Особенно надо отметить из них извест- 
ные правила об интегрируемости биномиального диференциала. 
Ныютон говорит, что квадратура кривой 

м м уда (ел 
+: имеет конечную форму, если —— = есть целое положительное 

й 
число; с одним из приведенных им примеров этого он связывает 
преобразозание написанного выше уравнения в 

о - х у аа (е7*-- 

откуда следует, что интегрирование выполнимо также тогда, когда 
Э--+ ' 
- +» = 'есть целое положительное число; он добавляет, 

что эти случаи, сколько он может видеть, являются единственными. 
Ограничение относительно положительности / обусловлено 

тем обстоятельством, что Ныютон требует здесь алгебраического 
интегрирования. При этом он отнюдь не игнорирует возможно- 
сти интегрирования в других формах; в частности, сведение 
клогарифмическим и круговым интсгралам он характеризует как 
сведение к квадратурам конических сечений и дает пример 
этого. 

Наконец, он указывает. в сзоем письме на приближенную 

квадратуру, которую можно получить, заменяя данные кривые 
более простыми. Той же цели получения приближенных квадра- 
тур Ньютон достигает с помощью своей интерполяционной фор- 
мулы, выведенной в его „Разностном методе“ („Мешобиз Регеп- 
НаН5“). Об этой формуле мы уже говорили выше {стр. 224). 

Квадратуры, сообщёенные Лейбницу, являются лишь примерами, 
взятыми из большого количества их, которым обладал Ньютон. 
Как мы знаем, еще в 1666 г. он выделил из них те простые 
квадратуры, к которым было бы целесообразно сводить другие. 
Другой пример того, как далеко продвинулся Ньютон в этой 
области, мы находим в относящемся к тому же времени сооб- 
щении, сделанном им Коллину: он говорит, что если кривая 
изображается трехчленным уравнением 

то он Через несколько минут сможет ответить, можно. ли полу- 
чить ее (алгебраическую) квадратуру, а в противном случае ука- 
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зать простейшую фигуру, с которой ее можно сравнить (т. е. 
простейшие интегралы, к которым сводится ее квадратура)- 

О том, какова бала степень общности той теории, которая 
лежала в основе всех этих результатов Ньютона, позволяет 
судить появивщаяся в 1704 г. его работа „О квадратуре кри- 
вых“. В этой работе Ньютон задается целью найти признаки, 
по которым можно сузить, можно ли зыразить в алгебраиче- 
ской форме квалратуру алгебраической кривой и, если нельзя, 
то к каким более простым квадратурам можно свести задачу. 
Термин „алгебраическая кривая“ следует пояимагь варочем, 
в более узком смысле, чем это принято в современной матема- 
тнке. Именно, в выражение для ее ординаты могут входить 
радикалы, под которыми не должно быь никаких других но- 
вых радикалоз, кроме. может быть, целых степеней выражения 
2 (2 — абсцисса: ч- любое рациональное число). 

Ныютон рассматривает сначала кривую, площадь которой 
представляется через абсциссу выражением вида 2'А', где В— 
многочлен относительно 2". Как нетрудно видеть, ее ордината 

представляется выраженлем вида =° 1 А'-1 О, где О также — много- 
член относительно =”, коэфициенты которого линейно выражаются 
через коэфициенты многочлена А. В таком же виде могут быть 

представлены ординаты кривых 2'"" А*. = Ао У, АН ит.д. 
Если теперь ордината кривой представляется выражениеи 
2 (а от се"... где в а многочлен отно- 
сительно 2” с данными коэфициентами а, В, с,..., то квадратуру 
этой кривой Ньютон получает методом епределенных коэфи- 
циентов, стараясь представить се в виде: 

РЮ [А В 4 С" ..] = АРВ В 4 с 1... 
Вообще говоря, при этом получается бесконечный процесс, 

но в некоторых случаях он обрывается, и тогда мы получаем 
алгебраическую квадратуру. 

Такова основная идея Ныютона. Развивая ее, он рассматри- 
вает более сложное выражение площади =°/*5", и рассуждая 
так же, разыскивает квадратуру кривой внда 2°—'15* 0) 
Этот метод применяется Ньютоном, в частности, к диференпиаль- 
ному бино 1у. Применяя его, можно найти оба случан интегри- 
руемости в конечном виде (Ныотон указывает один из них). Этим 
же методом, очевидно, были найдены и результаты, сообщен- 
ные Лейбеицу. 

В том сочинении, о котором мы говорим, Ныютон применяет 
этот метод к следующим квадратурам: 

24—82 аи Е 
Яи_й-л 8—4 8—2 2 

34° ЕО? — 1% — 6% Зах зе 
Г = @х= 

ее в фм) 
т 
= 
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В случае, если интегрирование невыполнимо в конечной 
форме, сведение к более простым формам осуществляется путем 
установления линейной зависимости между 

Ш 1 Я--х-: о 2—1 У 

Де а, т Ааа, р Аа, 
и воответствующей зависимости между интегралами вида; 

ще, 

Эти соотношения выводятся из выражений флюксий 2 и 
5'8*5*, Ньютон показывает, что квадратуры вида 2" "42 
и [= НН ах, где хи у— произвольные целые числа, 
а остальные — ланные постоянные, могут быть представлены 

через алгебраические выражения и некоторое число‘и более 
простых интегралов той же формы; в первом случае ле на 1 
меньше числа членов в Ю, во втором случае м на 9 меньше 
общего числа членов в А и $, 

Мы видим, что Ньютон при выводе своих рекурректных фор- 
мул не прибегает, как это обычно делается теперь, к интегриро- 
ванию по частям, но пользуется лишь алгебраическими соотно- 

шениями между соответствующими диференциалами. Суммарно 
указывая результаты, он оставляег без внимания особые случаи, 
в которых сведение становится невозможным. 

Другие рекурренткые формулы получаются затем путем пре- 
образования квадратур с помощью подстановки; Ньютон, кото- 
рый знал не только, подобно Ферма, диференцирование, но и 
взаимно обратную связь его с квадратурою, был в состоянии 
выполнять эту операцию полностью. Относящееся сюда предло- 
жение его можно выразить следующим образом: Луаз =/и@х, 

Это равносильно преобразованию: 

Да = Ду вах 

При этом предполагается соответствующее изменение пре- 
лелов интегрирования. 

Мы не будем останавливаться на применениях, которые дает 
этим методам Ньютон; заметим только, что в частности он при- 
менил их к вопросу, о котором он писал в 1676 г. Коллину 
(стр. 361). Он добавляет, далее, составленную, вероятно, в 1666 г. 
и уже упомянутую нами таблицу простейших кривых, которые 
можно сравнить с эллипсами и гиперболами, т. е. простейших 
интегралов, которые можно выразить через круговые и лога- 
рифмические функции. 

нтегрирование по частям Ньютон применяет лишь косвен- 
ным образом, путем перемены ролей абециссы и ординаты, что 
делали уже Фериа и Паскаль (стр. 261 и 262). Он приводит некото- 
рые результаты, которые легко доказать а розейой диференци- 
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рованием, но которые были, повидимому, найдены путем инте- 
грировинии по частям. 

числу этих результатов относится, например, выражение 
хратного интеграла через простой. Записать его можно было бы 
слелующим образом: 

0 
1 р т Г ((—2)" уаз. 

10) 
/ и 

Ро: 

Так как интегрирования в рассматриваемом нами труде вы- 
полняются как квадратуры, а последние соответствуют опреде- 

ленным интегралам, то Ныотон при разобранных нами исследо- 
ваниях не нуждается в произвольной постоянной. Однако метод 
его, как он сам усиленно подчеркивает, базируется на взаимно 
обратной зависимости между квадратурой и образованием „флюк- 
сии данной „флюенты“ (диференцированием). Поэтому перед 
ним должен был также вставать вопрос о чисто аналитическом 
значении операции, выполняемой путем квадратуры, т.е. об обра- 
зовании флюенты данной функции (функции, имеющей данную 
производную). В конце своего сочинения Ньютон определенно 
отмечает, что функция, найденная с помощью этой операции, 
должна содержать член, могущий иметь произвольное постоянное 
значение, а также что и-кратное повторение этой операции вле- 
чет за собою появление в качестве слагаемого произвольно о 

многочлена (и -— 1)-й степени. 

10. Ньютонов метод флюксий, 

В „Квадратуре кривых“ Ньютон пользуется терминами „флюк- 
сия“ и „флюента“ и соответствующими обозначениями (стр. 348). 
Он вводит даже флюксию от флюксии. Но названия и обозна- 
чения эти не играют по существу болыной роли, так как в ра- 
боте этой Ньютон применяет их только при образовании флюк- 
сии данной флюенты, т. е. только при диференцировании. Еще 
раньше, в „Анализе“, Ныотон изложил этот процесс с полной 

ясностью, связав его с определением ордиваты кривой, площадь. 
которой выражена через абсциссу, причем не употреблял даже 
словя „флюксия“. Таким образом не было особой нужды вво- 
дить в „Квадратуру кривых“ обозначение флюксии; гораздо 
нужнее было бы ввести обозначение интеграла, которым мы 
пользовались здесь, как и раньше, чтобы облегчить обзор ре- 
зультатов. Но того Ньютон не делает и всюду пользуется ста- 
ринным представлением интегрирования как геометрической за- 
дачи разыскания квадратуры. 

Тем не менее, во введении к сочинению „О квадратуре“ 
Ньютон воспользовался случаем дать разъяснения относительно 
понятия флюксии и употребления соответствующего обозначе- 
ния; до тех пор он сделал это только в кратких указаниях в од- 
ном из примечаний к „Началам“ и зв двух письмах к Валлису, 



НЫЮТОНОВ МЕТОД ФЛЮБСИЙ 365 

которые были напечатаны в сочинениях последнего и в которых 
Ныюгон расшифровал свою анаграмму из письма к Лейбницу 
(стр. 66}. В „Началах“ мы ненаходим, однако, обозначения флюксин, 
а встречаемся лишь со словом „флюксии“, служащим названием 

конечных величин, пропорциональных мгновенным или бесконечно 
малым приращениям. Самые эти приращения ок называет „момен- 
тами“; в „Анализе“ это слово также заменяло слово „флюксии“. 

Важная роль новых понятий и символов выясняется тогда, 
когда приходится одной и той же аналитической операции да- 
вать различные применения или когда приходится решать урав- 
нения. содержащие как флюксии, так и флюенты. Наилучшее 
представление о том, что внимание Ньютона было обращено 
именно на такие содержательные применения, и понятие о том, 
как далеко он ушел в этом отношении, мы получаем из его 

„Метода флюксий“, сочинения, в основном написанного уже 
в 1671 г, но опубликованного лишь после смерти Ньютона 
(1736). Нозтому при нашем рассмотрении метода флюксий и 
его применений мы и будем преимущественно придерживаться 
этого сочинения. 

Точное определение флюксий заключено (как уже отмечено 
на стр. 348} в правиле для их образования; правило это совпа- 
дает с тем, которое Ньютон дал в конце „Анализа“, не употре- 
бляя слова „флюксия“ и соответствующего обозначения (стр. 351). 
Имея п одновременно изменяющихся величин, фиюент х, у, 2,.-., 
которые удовлетворяют ®—1 уравнению и, следовательно, 
могут быть рассматриваемы все как функции одной из них, 
Ньютон заменяет в каждом из таких уравнений х, у, 2 через 
х+ 40, у-+ 0, 2+ 20,... Члены, не содержащие о, могут тогда 
быть уничтожены. Произведя сокращение на общий множитель о 
и полагая затем о =0, Ньюгон получает уравнение, однородное 
относительно х, у, 2,... Эти величины — флюксии — можно рас- 
сматривать как скорости, с которыми изменяются величины 
х, у, 2,..., или как производные от х, у, #,... по времени. Отно- 

У 
шение я. обозначает по своему образованию совершенно то же, 

д: 5 
зто производная =. и само ныютоново определение флюксий 

х, у,... можно рассматривать как ясное и независимое от не. 
определенного ({паеНшейе} понятия „бесконечно-малой“ опреде- 
деление диференциалов &х, 4у,...1. 

1 Трудно понять, каким образом Цейтен, прекрасно владеющий матерналом 
и мастерсчи его излагающый, допускает такое явно несоо-ветсвуюшее положе- 
нию вешеи толкование ныютонова „Метода флюксий“, Как было отмечено в одном 
из примечан.й (стр. 319, Ныютон колебался в понимании вопросов обоснования 
анали ‘а. В часгное и, в „Квалратуре кривых" он стремится изтнать беск нечно 
малые количества и считает, что прирашения величин обрашаются в „чистые“ 
нули; характеристический треугольник он считает там просто точкой. Этим он 
хочет освободиться от необходчмости пренебрегать бесконечно малыуи, ибо, как 
он говорит, в математике нельзя допускать даже самой малой ошибки. 
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Указанное правило образования флюксий прежде всего отно- 
сится к алгебраическим уравнениям, имеющим целый рациональ- 
ный вид. Чтобы получить такой вид, Ньютон обычно вводит 
новые обозначения (2 и т, д.) для иррациональных выражений 
данного уравнения; таким образом бывает, что уже при опре- 
делении отношения между флюксиями двух переменных полу- 

чается несколько уравнений с несколькими неизвестными. Чтобы 

Уах Уве 

2 и получает, подлежащие диференцированию. 

найти, например, Ей когда у ‚ Ньютон пола- 
я 

гает Иа — х' 
Уравнения 

=О0и 23—22 =0. 

Ньютон достигает этим, с одной стороны, ясного определе- 
ния того, как в многозначных выражениях отдельным значениям 

флюент соответствуют ‘отделькые значения флюксий; с другой 
стороны, он получает действительное доказательство. Было бы, 

однако. ошибочно вывести из этой общей формы изложения 
заключение, что творец общей биномиальной формулы не знает, 
как непосредственно напигать выражение для флюксии корня. 

То, что он умеет это делать, он многократно показывает в своем 
сочинении „О квадратуре“. Подобной же подстановкой поль- 
зуется он, как мы сейчас увидим, и тогда, когда он отыскивает, 
как мы сказали бы теперь производные высших порядков. 

В таких случаях Ньютон умеет также пользоваться тем об- 
стоятельством, что независимое переменное еще не выбрано. 
Если принять.. например, что величина х меняется равномерно, 
то х постоянно и может быть принято равным 1: это равно- 
сильно тому, что х выбирается за независимую переменную. 
Подобным же образом поступал уже Непер (стр. 135}, застав- 

Эго нечисчение нулей" логически еше менее обосновано, чем нечиеление 
бесконечно малых, а Практически провестн его, как некоторый символический 
алгорчф». можно только для алгебраических Функций. Нам нет нужды, одна о, 
сейчас останавянваться на этом вопросе, так как на^ интересует сейчас другое 
сочинение Ньютона — „Метод фтюксий“. В этом сичинении, написанном, как нзве- 
сено, раньше чем „Квадратура кривых“. Ныютом, вопреки тому, что можно вы- 
вссти из тексла Шейтена, прямо стоит на точке 3 сния 6, сконечно ма них н даже 
явно пользуется этим термином (яНлЁе рагуае изя 4ез) Прузедя снач.ла пра- 

вило для нахождения отношения =” (зоторое отнюдь не является для Ныотона 
х 

определением флюксии), Ньютон поясняет это правило примером, а затем дез 
ему доказ-тельство. Это доказательство непосредственно основано на том. что 
после леления на бесконечно малую величину отбр.сываются все те члены, ко- 
торые содержат еще е мкожителем. 

„Члены. ма нее умножение, в сравнении с остальными могут быть приняты: 
за ничто; позиому я ими пренебрегаю“ { депийй п еат исН рго мУННо роззия! 
Вабен сц 215 соН Ив 205 1аИиг пейево“), —тах говирит Ньютон, 

Таким образом утверждение автора, к которому сделана эта сноска, никак не 
можег быть признано правильным. 

Прим. ред. 
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лявший одну из двух одновременно движущихся точек двигаться 
< постоянною скоростью, так что ограниченный этою точкою. 
переменный отрезок изменялся равномерно. 

Как только что было указано, Ньютон пользуется этим об- 
стоятельством при отыскании флюксий от флюксий. Когда он 
принимает, таким образом, х за независимую переменную, то 

получает х=1, и следовательно, у. Эту величину он 0бо- 
х 

значает через =, а флюксию ее через 2. Еще яснее обозначение у. 

Оно. обозначает (если х положено равным 1) то же, что наш 

{введенный Лейбницем) символ, р 

Фу ау ЕР 
ствуют нашим т. зе В „Методе флюксий“ Ньютон, однако, 

не употребляет указанных здесь обозначений флюксий высших 
порядков; он упоминает о них в письмах к Валлису 11592) и 
применяет их в написанном, несомненно, позднее введении к со: 

чинению „О квадратуре“, т.е после того, как стали известны со- 
отвествующие обозначения Лейбница. Сам Ньютон, однако, поль- 
зовался уже в 1166 г. не только точкой для обозначения флюксии, 
но иногда и двумя точками для обозначения флюксии от флюксии. 

Олднородность уравнений, теряемую при подстановке х=], 
что, далее, влечет за собою х = 0, Ньютон восстанавливает, вводя 

в различные члены надлежащее количество множителей х, на 
что он имеет право при х = 1. 

Мы видим, что понятие кезависимой переменной — хотя самый 
термин этот еще не употреблялся — дается совершенно так же 
ясно и просто, как в каком-нибудь современном учебнике. 

Установленным общим правилом можно польговаться, даже 
не выводя из него особых правил образования флюксии произ- 
ведения, частного и т, д. для того, чтобы из выражения флю- 
енты через другую флюенту вывести отношение между их флюк- 
сиями или из системы уравнений между флюентами получить 
столько же уравнений между флюентами и их флюксиями. 
Далее, к главным заслугам Ньютона, как мы уже не раз отме- 
чали, принэдлежит то, что он (уже в „Анализе“) считает нуж- 
ным начинать с более простой операции нахождения флюксии 
и систематическое изучение квадратур. Квадратуры сводигись 
им к обратной операции —нахождению флюенты данной флюк- 
сии. Ньютон занимается этим вопросом в сочинении „О квадра- 
туре“ в „Методе флюксий“ этот вопрос рассматривается как частный 
случай другого, более сбшего вопроса о нахождении уравнения 
между флюентами. когда дано уравнение, содержащее флюксии. 

Ньютон прежде всего задается вопросом, как, икея уравнение 

М + М=0, 
полученное непосредственно путем образования флюксии (гифе- 
ренцирования), найти первоначальное выражение, содержащее 

так же как у, у соответ“ 
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хи, из которого получилась левая часть. При этом он рас- 
сматоивает, однако, только те случаи, когда М и №МЫ— целые 
рациональные функции х и у. Он берет при этом в 

мак +] М 

члены, входящие в оба интеграла, лишь один раз. Тогда, если 
Мл-- Му действительно образовано диференцированием выра- 
жения, солержатего хи у. это выражение ‘является найленным; 
Ньютон, однако, не забывает отметить, что такое выражение 
не всегда существует и что поэтому найденный результат всегда 
должек быть испытан. 

В тех случаях, когда нельзя применить этого приема, Ньютон 
прибегает, как и при простых квадратурах, к разложению в ряды. 
Оя решает сперза данное уравнение, содержащее флюксии, от- 

эх 
носительно или (полагая х = [) относительно у. Если полу- 

е 
ченное таким образом выражение не является целым и рацио- 
нальным относительно х и у, то Ныотон обычно представляет 
такое выражение в бесконечной форме путем разложения в ряд 
с положительными и возрастающими показателями прих и у Если 
этого нельзя сделать непосредственно, как, например, в урав- 
вении: 

арын, 
то разложение достигается путем замены переменных (в приве- 
денном примере путем замены х и у через 1 —хи 1— у). То об- 
стоятельство, что это преобразование представляет собзю лишь 
введение новых переменных, явствует из делаемого Ньютоном 
в дальнейшем решении замечания, что’он лишь дая удобства 
продолжает пользоваться для новых переменных лемн же обозна- 
чениями, как и для первоначальных. 

Чтобы получить, после приведения уравнения к более удоб- 
ному виду, разложение у по возрастающим степеням х, Ньютон 
пользуется методом неопределенных козфициентов. При этом 

свободный член разложения остается’ произвольным, и в зависи- 

мости от выбора его меняются и значения коэфициентов при 
остальных членах. Это обстоятельство не ускользает от внима- 
ния Ньютона. Обычно он, однако, молчаливо предполагает, что 
<вободный член равен нулю, т. е. что искомая кривая проходит 
через начало координат. 

Метод неопределенных коэфициентов применяется Ныотоном 
не только в прямой, но и в косвенной форме. Именно. вместо 
того чгобы и кать сразу все разложение, он находит постепенно 
все новые и новые его члены. Процесс этот мы поясним на 

примере, Ньютон рассматривает уравнение: 

у 1 — ЗА у+^? ху. 
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Если ищется разложение, не содержащее свободного члена, 
то ясно, что первый член разложения имеет коэфициентом еди- 
ницу, ибо в выражении 1 —Зх -у-+- х*- ху и после того, как 
вместо у будет подставлено его разложение, будет только один 
свободный член —единица. Чтобы определить коэфициент при 
втором члене разложения у (содержащем х во второй степени), 

достаточно определить второй член разложения у по степеням х, 
содержащий х в первой стспсин (искомый коэфициент найдстся 

тогда интегрированием). Этот второй член разложения у должен 
быть равен члену, содержащему первую степень в разложении 
выражения 1 — 3х -- у хз ху после подстановки в него раз- 
ложения у. Но этот член совершенно не зависит от квадратного 
члена разложения у, а член первой степени мы знаем, ибо, как 
было показано, 

у=х+... 

Итак, подставив у=х-+... ввыражение 1 — 3х + у х* + ху, 
мы найдем; 

откуда 

Рассуждая так же, мы установим, далее, что для разыскания 
третьего члена разложения у по степеням х, достаточно снова 
подставить найденные два члена разложения у в выражение 
1 —Зх у х2- ху. Мы получим: 

у=1— 2+ +..., 

откуда 
хз 

У=я— ++... 

Продолжая этот процесс, мы будем получать лослеловательно 
члены разложения у. Ньютон располагает свои вычисления в сле- 
дующей форме {здесь ‘уже определен член пятой степени 
и ищется член шестой степени); 

у 1-5. ху. 
[а ов ды 

1 т 1 Жи. 

аж Жи аурисТи. 
2 1 ох Бр с п 1 в Ав умма | 1 2х моим .. 

т 1 1 1 9 хз з 5 ь 
[т Уи 

2 Цебтов, Негоряя матешатити 
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Там, где это проше, разложение в ряд производится по воз- 
1 

растающим степеням не х, а -„, например, в уравнении 

либо вместо самого у раскладывается в ряд некоторая функция у. 
Так, в уравнении 

1 

Ньютон полагает у° 
Там, где разложение прекращается само собою, метод Нью- 

тона ведет к интегрированию в конечной форме. Так, предпо- 
1 

следнее уравнение даету— ;, а из уравнения: 

получается: 

Последнее уравнение служит также примером того, что иногда 
можно получить разложение у применением метода неопределен- 
ных коэфициентов, не приводя предварительно выражения для 
‚у к целой форме. 

Произведенные здесь разложения в ряды дают, так как про- 
извольной постоянной не прибавлялось, частное выражение для у 
обращающееся в 0 одновременно с х. Так как Ньютон, как мы 
видели, при случае заменяет х и у через х—анур—&, то та- 
ким путем можнобыло найти любой частный интеграл, пригодность 
которого обусловливалась границами сходимости найденных таким 
образом рядов. Ныотон, однако, стремится к разысканию одного 
из интегралов, а не к получению наиболее общего решения, 

Ньютон рассматривает затем также уравнения более чем 
с двумя переменными. Так как все учение о флюксиях связано 
с допущением лишь одной независимой переменной, то он ука- 
зывлет, что в тех случаях, когла дано только олно уравнение 
С более чем двумя переменными и их флюксиями, можно вво- 
дить новые соотношения между переменными. Например, если 
дано ураваение а 

2х —2-+ му =0, 

то можно путем зведения нового соотношения, например х = у", 
получить уравнение 

4—2 уу -0, 
имеющее интеграл 

зат; 
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последнее уравнение, в связи с соотношением х = у?, представляет 
решение данного уравнения. Ньютон определенно отмечает, что 
соотношение х = у? взято лишь в виде примера; таким образом 
он указывает, в той форме, в которой это было тогда возможно, 
что х можно положить равным произвольной функции оту. Интег- 
рирование является, таким образом, общим, если отвлечься от 
частных случаев, когда уравнение в полных диференциалах 
может быть проинтегрировано с помощью только одного урав- 
пепня. Такими случаями Ньютон не занимается. 

Далее следуют применения метода флюксий к определению 
максимальных и минимальных значений, причем Ньютон, однако 

{впротивоположность Лейбницу), не пользуется второй флюксией 
для отличения максимума от минимума; затем разыскиваются каса- 
тельные к кривым, которые представляются 
не только в параллельных и полярных ко- 

ординатах, но и в биполярных или других 
системах; еще далее, метод флюксий при- 
меняется к определению кривизны кривых, 
к квадратурам и ректификациям. В связи 
с этим рассматривается вопрос об определе- 
нии таких кривых, для которых обе послед- 
ние операции можно действительно выпол- 
вить. Кривые эти получаются диференциро- 
ванием выражений площадей или опреде- 

лением эволют данных кривых. Последний 
прием был доступен Ньютону уже в 1671 г. 
благодаря небольшим сообщениям, сделан- 
ным Гюйгенсом, хотя работа последнего 
о маятнике тогда еще не появилась. А так Черт. 32. 
как, с другой стороны, эта работа появи- 
лась задолго до; ньютоновой, то и метод этот и вся теория 
эволют, несомненно, получены Гюйгенсом самостоятельно. 

Благодаря применению флюксий ин соответствующих обозначе- 
ний изложение учения о кривизне у Ньютона проще, чем у Гюй- 
генса (стр. 333). Подобно Гюйгенсу Ньютон определяет центр кри- 
визны как точку пересечения нормали со следующею нормалью- 
Пусть (черт. 32} С будет центр кривизны кризой РА, соответст- 
вующий точке ее Д(х, у). Построим отрезок Се, параллельный 
оси ординат и равный |, и проведем 24 параллельно оси абсцисс. 

Так как С4О есть нормаль, то 4 = -*. Обозначим эту величину 
х 

через =. При переходе к следующей нормали, которая должна 

пересекать перзую в С, точка & движется со скоростью 2 и при- 
ходит через бесконечно малый промежуток времени о в точку Х, 
определяемую равенством 4/=20. На проведенной через 02 па- 
раллели к оси абсцисс вторая нормаль отсекает отрезок ОР, 
который (как это можно усмотреть из прямоугольного треу- 
гольника ДАР с опущенным на гипотенузу перпендикуляром 

24* 
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а РЕ _ ср : 
< 0. Так как ар — са то, полагая Х=1, откуда у АЕ) равен хо -- 

Са=У ГЕ, получаем радиус кривизны: 

ср. @ЕУтЕи 
2 

Е 5 
Так как аи =, то это выражение совпадает с упо- 

требительным теперь. 
Ньютон связывает с этим определение точек перегиба по- 

в 
мощью равенства 2=0 (т. е. 5==0), — определение, которое, 

как мы видели (стр. 324), факгически было известно уже Ферма. 
Ньютон называет определяемые таким образом точки точками 
прямизны (рипсёа тес $) и замечает, что они действительно 
вообще язляются точками перегиба. Они могут и не быть ‘ими, 
так как касательная, как мы сказали бы теперь, может иметь с 
кривою соприкосновение высшего порядка. Ньютон устраняет 
возможность этих случаев тем, что дает иное определение точки. 
перегиба, именно, он определяет ее как такую точку, касатель- 

ная в которой отсекает на оси х отрезок (считаемый от неко- 
торой неподвижной точки) максимальной или минимальной длины, 
Если не считать точек пересечения кривой с осью абсцисс, то 
такие точки всегда являются точками перегиба в собственном 
смысле. Этим способом разыскания точек перегиба пользовался, 
вероятно, в отдельных случаях и Гюйгенс (стр. 325). 

Ньютон идет и дальше и исследует даже изменение кривизны, 
которое он измеряет отношением между флюксиями радиуса 
кривизны и дуги. В частности, он определяет точки, в которых 
эта величина обращается в 0 или в со. О том, что в „Началах“ 
Ньютон распространяет гюйгенсов способ нахождения эволюты 
циклоиды на эпициклоиды и гипоциклоиды, мы уже упоминали 
(стр. 335). 

11, Ньютоновы „Начала“. 

Произведением, которое больше всех других создало всемир- 
ную славу Ныютону, являются вышсдшис в 1686—1687 гг, „Матс- 
матические начала натуральной философии“ („РИЙозоршае па- 
гаНз Рипс!а шафетшабса“). Основным содержанием „Начал“ 
является математическое доказательство того, что кеплеровы 
законы описывают как раз такое движение планет, какое про- 
изводилось бы притяжением их к центру Солнца с силой, обратно 
пропорциональной квадрату расстояний, и что движение Луны и 
сила тяжести на поверхности Земли находят такое же общее 
объяснение в притяжении к центру Земли; кроме того, „Начала“ 
содержат существенные доводы в пользу того взгляда, что это 
притяжение обусловливается взаимным притяжением, существую- 
щим между двумя любыми частичками материи, что притяжение 



НЫЮТОНОВЫ „НАЧАЛА“ 373 

действует на обе частицы и что соответствующие силы равны, 
противоположно направлены, пропорциональны произведению 
масс частиц и обратно пропорциональны квадрату расстояния 
между частицами. В этом отношении нужно особенно отметить 
математическое доказательство того, что однородный шар или 
шар. плотность которого зависит исключительно от расстояния 
от центра, притягивает любую частичку массы таким образом, как 
если бы вся его масса была сосредоточена в его центре. 

Сам Ньютон подчеркивал, что он дает лишь доказательство 
того, что упомянутые движения таковы же, как движения, про- 
изводимые указанными силами; он категорически отводил от 
себя возможность обвинения в том, что он метафизическим путем 
вкладывает в это утверждение что-либо иное или большее, 

нежели 10, что он может строго доказать? Для того чтобы 
можно было подвергнуть эти вопросы математической обработке, 
надо было указать в свободной от всякой неясности и совершенно 
общей форме, чтб понимать под притяжевием и вообще под 
силой. Сделав это, Ныотон создал не только понятие силы, в 
котором он нуждался специально в данных исследованиях, но и 
вообще то повятие, которым механика пользуется до настоящего 
времени. Сам он в „Началах“ кладет его в основу многих других 
исследований, не ограничивающихся законом притяжения, управ- 
ляющим движением планет. 

Первая из его предиосылок — закон инерции —была уже ранее 

' Здесь нужно заметить, что‘ точка зрения Ныютона на роль объяснения 
в науке, так же как и его взгляды на обоснование исчисления бесконечно халых 
{см. примечания на стр. 349 и 365), не отанчалась постоянством. Склонный к мате- 
риалистическим воазрениям, Ньютон, однако, вносил при переиздания „Начал“ — 
особенно в третье их издание — целый ряд сущестренных измёнений, касавшихся 
принципиальных вопросов. В частности, точка зрения „чистого описания“, укло- 
няюшаяся от постановки вопроса, лочежу явление происходит, и ограничиваю- 
шая компетенцию науки ответем на вопрос. хах явленке протекает— эта точка 
зрения настойчиво проводится Ньютоном в позднейших изданиях „Начал“. Ныю- 
тон действительно относит этим к области метафизики вопрос о причинах явления, 
.Я не измышляю гипотез“ („пуро!езез поп Йпро“)— этот афоризм Ныотона 
получил широкую известность. Однако менее известно то, что Ни этого афоризма, 
ни ряда других высказываний в духе теории „Чистого описания“ не имеется в 
первом издании „Начал“. Напротив, ряд мест противоположного характера, фигу- 
рировавитих в первом издании, был потом устранен. Можно считать бесспорным, 
что гиавная причина такой нетзердости Ньютона лежит в обстоятельствах соци” 
ально-политического порядка. По вопросу о движении планет церковь, как из- 
вестно, имела свою точку зрения. Быступить против этой точки зрения, прямо 
илк косвенно. значило вступить на опасный путь. Ныотоя, поинадлежавший..по 
своим политическим взглядам к очень консервативной группировке, отнюдь не 
имел желания вступать в конфликт с церковью. Увидев, что его точка зрения не 
одобряется теологами и вообше приверженцами чистоты религиозных взглядов, 
ои должен был стать на ту точку зрения, которая, как казалось ему, гарантировала 
его от конфликта. Насколько искренне он поступал в этом и в других случаях — 
это вопрос особый, и мы его ле будем касаться. Важно, однако, подчеркнуть, что 
на „Началах“ Ньютона, может быть, ярче, ем на других его произведениях, ле- 
жит печать номпролисса, характерная не только для Ныотона, но проявившаяся 
у него наиболее резко в силу ряда причин, между прочим, в в силу увдивн- 
дуальных свойств его личности. 

Прим. ред. 
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известна (стр. 237), Она утверждает, что для того чтобы изменить 
прямолинейное и равномерное движение тела или вывести тело 
из состояния покоя, всегда нужна особая сила. 

При рассмотрении движения отдельной частицы все дело 
заключается в том, чтобы знать „ускоряющую силу“. Этим тер- 
мияом Ныотон называет то, что мы называем ускорением. „Уско- 
ряющая сила“ пропорциональна приращению скорости в беско- 
нечно малый промежуток времени, Это приращение скорости 
складывается, по’ правилу параллелограма, с то скоростью, кото- 
рую частида уже имеет. „Движутая сила“ равна произведению 
ускоряющей силы и массы движущейся частицы и измеряется, 
таким образом, — по величине и направлению — количеством дву- 
ження, производимым ею в данное время. 

Ясно, что применение этих предпосылок по необходимости 
основывается на инфинитезкмальных исследованиях, которые 
были уже систематически выполнены и изложены Ныютоном в 

его учении о флюксиях. Сама флюксия истолковывалась им как 
скорость, с которою изменяется величина, т. е. как скорость, с 

которою движется конец отрезка, представляющего эту вели- 
чину, в то время как другой конец остается неподвижным; по- 
этому точный математический способ определения флюксии не- 
посредственно дает возможность находить скорость. Так как 
речь идет о непрерывно действующих силах, то дело сводится 
к изменениям скорости, производимым ими з бесконечно корот- 
кие промежутки времени, т, е. к флюксиям скоростей и их ком- 
понент. 

Сам Ньютон говорит в одном письме, что он нашел важней- 
шие предложения своих „Начал“ методом флюксий. Этого, однако, 
не надо понимать так, как булто он имел в этом методе и свя- 
занной с ним системе обозначений готовое средство, с помощью 

которого он мог бы вывести все эти предложения по готовым 
правилам, как мы делаем это теперь посредством диференциаль- 
ного и интегрального исчислений в том их виде, какой они при- 
няли к настоящему времени. На самом деле современная форма 
анализа явилась в значительной степени продуктом постепекного 
приспособления аппарата анализа к нахождению результатов, 
многие из которых были найдены уже Ньютоном в то же время, 
когда создавался метод флюксий. Таким образом „Начала“ в 

столь же значительной мере содействовали дальнейшему разви- 
тию исчисления бесконечно малых, в какой сами опирались на 

это исчисление, в той его форме, в которой Ньютон уже тогда 
владел им и в какой он изложил его в своем „Методе флюк- 

сий“. Во всяком случае, лишь через многочисленные промежу- 
точные этапы шел Ньютон от установленных им общих предло- 
жений исчисления бесконечно малых к выводу основных пред- 
ложений „Начал“. Эги выводы не требовали, впрочем, выполнения 
сложных диференцирований кли интегрирований. Основная труд- 
ность, которую нужно было преодолеть, заключалась в том, что 
инфинитезимальные операции нужно было применять здесь в 
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‘човой области, именно в кинематике и динамике, Ньютон должен 
был сначала преодолеть эти трудности, и только после этого 
«го общая аналитическая трактовка могла быть ему полезной; 
при помощи ее он мог распространять на общие случаи те пред- 
ложения, которые первоначально он получал для частных слу- 
чаев движения, 

При таких обстоятельствах не удивительно, что Ньютон не 
положил в основу „Начал“ свой готовый уже „Метод флюксий“, 
чтобы затем произзодить дальнейшие построения на его базе. 
Конечно, существенную роль играло здесь и то обстоятельство, 
что Ныютон не решался опубликовать свой метод флюксий, кото- 
рый мог вызвать принципиальные возражения. Он неё хотел ста- 
вить в зависимость от этого метода доказательства своих меха- 
нических предложений. Но и помимо этого соображения Ньютон 
имел основания избегать пользования методом флюксий. В самом 
деле, если не для всех, то во всяком случае для главных резуль- 

татов, содержащихся в „Началах“, такой путь был бы обходным. 
Если бы построить эти результаты на общем учении о флюк- 
<иях, то со стороны Ньютона потребовалась бы еще сперва 
выработка, а со стороны читателя изучение общего учения о при- 
менении теории флюксий к механике. Ныотон приходит к своим 
главным результатам значительно скорее; ему удается изложить 
их и лать их полное доказательство уже в начале своего трула- 
Он достигает этого, подходя к каждой задаче с особыми инфн- 
нитези мальными соображениями и синтетически пользуясь нуж- 

ными ему геометрическими свойствами фигур, с которыми он 
имеет дело. Что касается, в частности, до конических сечений, 
то Ныютон почти исключительно пользуется методом древних и 
результатами Аполлония. Координатного метода” „Геометрии“ 
Декарта он почти не употребляет, хотя он и рекомендует в 
одном из своих писем изучение „Геометрии“ как предваритель- 
ную школу для изучения „Начал“. 

Ньютон, таким образом, обходится и без техники учения о 
-флюксиях и без техники аналитической геометрии. Но так как 
в „Началах“ Ньютон систематически применяет инфинитезималь- 
ные методы (хотё и в синтетически-геометрической форме}, то 
‚бон начинает с установления общих понятий, соответствующих 
основным понятиям теории пределов. Он указывает, как эти 
понятия применяются к геометрическим задачам об определении 
касательных, площадей и длин дуг. 

Так, например, Ныотон приводит предложения, которые мы бы 
выразили, сказав, что пределом отношения длины дуги к длине 
хорды является единица и что единица служит пределом отно- 
шения длины дуги к отрезку касательной (проведенной из точки, 
служащей одним из концов дуги) от точки касания до точки 
пересечения с ординатой другого конца дуги, Предел отношения 
Ньютон называет „последним“ или „первым отношением“, а при- 
ближение переменной величины к некоторому пределу характе- 
физует тем, что разность между ними может быть сделана 
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меньше любой данной величины 1 Пользоваться понятиями ме- 
тода флюксий Ньютон избегает даже там, где эти понятия ему 
необходимы и где результаты, им излагаемые, были получены 
им самим прямым применением метода флюксий. Когда во второй 
книге „Начал“ Ньютон вынужден воспользоваться одним пред- 
ложением из теории флюксий, он вскользь пользуется термином 
„флюксия“, не вводя, однако, соответствующих обозначений, 

а приводя словесную формулировку предложения (стр.365). Прел- 
ложение это состоит в том, что флюксия произведения х"-у".2”... 
равна: 

ах” арх их” таРу  рх”у"а 1а--,.., 

где показатели могут быть числами положительными или отри- 
цательными, целыми или дробными. 

Если бы Ныютон использовал представлявшуюся ему здесь 
возможность сообщить о своем методе флюксий больше, чем он 
это сделал, то он мог бы показать, что результаты, полученные 
им, были гораздо более богаты, чем результаты Лейбница, 
который первые свои сообщения, относящиеся к диференциаль- 
ному исчислению, опубликовал в 1684 г. Но тогда, по всей 
вероятности, выход „Начал“ был бы надолго отсрочен. 

Мы, зная теперь и ньютонов метод флюксий и лейбницево 

диференциальное исчисление, немного теряем от того, что Нью- 
тон не изложил и не применил в „Началах“ метода флюксий. 
Мы, зная эти методы, легко можем восполнить то, чего нет в 

1 Бесспорно, что Ньютон подходил к понятию предела ближе, чем многие 
его современники. Мы гсворим здесь именно о „методе первых н последних отно- 
шений“, который Ньютон излагает в „Началах“. Этот метод с точки зрения обо- 
спования анализа отличен от метода „моментов" {иод „моментом“, как указыва- 
лось выше, Ныютол понимал мгновенное приращение величины). Характерно, 
однако, что и метолом моментов Ныотон пользуется в тех же „Началах“ и как 
раз в том предложении, которое ниже приводится в тексте и где встречается 
С10=0 „флюксия“ {2-я лемма 2-Й книги). Таким образом послеловательно провести 
метод первых и последних отношений Ньютон не был я состоялни. Здесь сказы- 
вается то обстоятельство, что понятие предела, само по себе как будто и не такое 
сложное, оказывается далеко не так легко применить к неследованию конкретных 
геометрических, а тем более механических, проблем. Это положение подтвер- 
ждается и тем, что Ньютон даже при пользовании понятием „последнего отно- 
шения“ често сбивается фактически на метод моментов. Более того, прн устано- 
влении самого повятих „последнего отношения“ Ныотон не может вполне осво- 
бодиться от представления об актуальных бесконечно малых зеличинах. Так, о ве- 
личинах, отношение которых имеет пределом единицу (например, дуга и соот. 
встствующая хорда, он говорит, что они „становятся в конце козцов равными“ 
{Нити то зеаиаек“). Эта терминология ‚ме случайна и не условна, так как 
в доказательствах. Ньютона она тграет действенную роль. 

Вообще нужно сказать, что вся история развития анализа показывает, что 
проведение „предельной“ точки зрения не только в приложениях математики, но 
и в самой математике, было сопряжено на каждом новом этапе с большими 
трудностяни. 

Это не следовало бы забывать (но, к сожалению, забывается) при препода- 
вании анализа. Не входя здесь в подробности, я отсылаю читателя к моей книге 
„Основы исчисления бесконечно малых“, 

` Прим. ред. 
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„Началах“, а также, переведя то, что содержится в „Началах“, 
на язык современного анализа, удобнее обозреть зсю структуру 
этого произведения. При этом сразу выясняется и то, насколько 
содействовали сами „Начала“ развитию исчисления бесконечно 
малых (например, решение ряда задач „Начал“ равносильно 
решению диференциальных уравнений, т, е.—в трактовке ныюто- 
нова методз флюксий— решению уравнений, содержащих 
флюксии), 

Но если перевод синтетических построений Ньютона на язык 
анализа облегчает нам понимание многих мест „Начал“, то совре- 
менникам Ныотона изучение „Начал“ было бы облегчено чрез- 
вычайно, если бы Ныютон предпослал этой работе общее учение 
о флюксиях и применил его к получению ряда предложений. Это 
относится, однако, лишь к тем предложениям, которые являются 
развитием основных теорем „Начал“. Основные предложения 
небесной механики, как было указано, не могли бы выиграть 
в ясности от перевода их на язык 
метода флюксий. = 

Первое из этих предложений 
утверждает, что, когда тело дви- 
жется под действием притяжения 

к неподвижной точке, движение 
происходит в плоскости, проходя- 
щей через эту точку, и площади, 
описываемые радиусами-векторами, 
проведенными из неподвижной точ- . 
ки в движущуюся, пропорцио- ‘Черт. 33. 
нальны соответственным временам. 

Ныюотон доказывает (|, 1) это предложение следующим обра- 
зом: разделим время на равные бесконечно малые промежутки; 
в течение первого такого промежутка тело прошло путь АВ 
(черт. 33). Если бы не существовало силы притяжения, то в 
течение следующего бесконечно малого промежутка времени 
тело прошло бы путь Ве, равный пути АВ, и треугольники ЗАВ 
и 5 Вс были бы равновелики. В действительности же, говорит Нью- 
тон, в точке В тело испытало мгновенный толчок (#призи3), вслед- 
ствие которого движение продолжается не по прямой Вс, а по 
прямой ВС. Так так толчок, испытанный телом, направлен по 
линии 85, то место, на котором к концу второго бесконечно малого 
промежутка времени будет находиться тело на прямой ВС, мы 
получим, проводя из точки с прямую СС, параллельную прямой В5. 
Но тогда треугольники $86 и 5ВС, вершины которых лежат на 
прямой, параллельной основанию, равновелики. Отсюда вытекает 
равновеликость треугольников ЗАВ и $ВС, соответствующих 
равным промежуткам времени, а значит, и пропорциональность 
площадей, описываемых радиусом-вектором, временам. К этому 
примыкает (1, 2) доказательство того, что, обратно, движение, 
удовлетворяющее указанным условиям, есть движение под дей- 
ствием центральной силы, В |, 3 это предложение распростра- 
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няется на относительное движение, при котором, кроме централь- 
ной силы, есть еще ускоряющая сила любой величины, действую- 
щая и на притягивающее н на притягиваемое тело. 

В 1,4 Ньютон доказывает для круговых движений соответ- 
ствие между 3-м законом Кеплера и случаем притяжения, обратно 
пропорцнонального квадрату расстояния; он добавляет, что это 
соответствие было замечено также уже Вреном, Гуком и Галлеем 
и что Гюйгенс пользовался им при определении центробежной 
силы. Следующее затем (1, 6) определение ускоряющей централь- 
ной силы, обусловливающей движение точки по данной траекто- 
рии, основано, как и гюйгенсово определение центробежной 

Черт. 34. 

силы (стр. 341), на том, что отрезок, на который неизменная уско- 
ряющая сила (#} отклоняет за время # тело от его прямолиней- 
ного равномерного движения, пропорционален 2, Пусть будет 
{черт. 34) $ притягивающая и Р подвижная точка, РО — дуга, 
описываемая в бесконечно малый промежуток времеки & Ю0— 
отрезок, отсекаемый на продолжении радиуса-вектора 53 каса- 
тельной, проведенной из Р; тогда ускоряющая сила пропорцио- 

нальна › или, вследствие предложения о площадях, пропор- == 

циональна бт тде ОТ— высота бесконечно малого тре- 

угольннка 5РО. 
Чтобы доказать затем, что центральная сила, обусловливаю- 

щая движение частицы по эллипсу с фокусом в притягивающей 
точке, обратно пропорциональна квадрату расстояння, надо только 
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Е 
доказать, что отнощение г (или, как мы предпочли бы напи- 

сать, чтобы подчеркнуть, что ЮО и ОТ должны быть бесконечно 

малыми, ШП т постоянно. 

При доказательстве этого (1, 11} Ныютон пользуется еше 
следующими вспомогательными линиями: диаметром СР, прохо- 
дящим через подвижную точку, и сопряженным ему диаметром ОК; 
диаметры пересекаются в центре С; радиус-вектор $Р пересе- 
каст ОА в ЕЁ; прямая РЁ перпендикулярна к ‘дияметру РК и 
пересекается с ним в Ё: прямая @т, параллельная ОК, пересе- 
кает 5Р и СР в точках х и 9. Положим для простоты СР=а, 
СО = 6, и`обозначим полуоси эллипса через а и 6, 

Из подобия треугольников хРои Е имеем: 

ЕР 
хР= сьУР: 

Далее, Ньютон использует соотношение, являющееся основ- 
ным в апсллониевой трактовке конических сечений и соответ- 
ствующее нашему уравнению конического сечения, отнесенного 
к произвольному диаметру его и касательной, параллельной 
сопряженному диаметру, как к осям. Для эллипса это свойство 
может быть выражено так: квадрат, построенный на ординате, 
имеет постоянное отномение к прямоугольнику, построенному 
на отрезках диаметра. Это отношение равно отношению квадра- 
тов сопряженных полудиаметров. В нашем случае имеем: 

_& 

Из последних двух пропорций получаем: 

ЕР 42 90% 
хр = т ы 

а 88’ 2" 
Так как дуга РО бесконечно мала, то мы можем заменить 

ХР через ВО; @о через @Р = а, и, наконец, © через ХО (ибо, 
как показывает Ньютон, для бесконечно малых дуг „стрелка“ Ре 
пропорциональна квадрату хорды, т. е. Ре, а значит, и №9 
является бесконечно малой высшего порядка по отношению к 
ординате 05). Произведя эту замену, мы получим: 

где последнее преобразование основано на подобии треугольни- 
ков ТОх и ЕРЕ. 

Так как площадь 6, -ГР параллелограма, построенного на двух 
<опряженных полудиамеграх, имеет постоянное значение &ё, то 
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Так как мы пока еще не использовали того обстоятельства, 
что $ есть фокус, то полученный результат имеет силу для 
любого положения точки $; следовательно, притяжение любою- 
точкою $ плоскости, обусловливающее движение точки Р по 

я ЕР: 
эллипсу, пропорционально 5р;- 

Теперь остается еще только доказать, что, если $ — фокус, то. 
ЕР постоянно. Проведем через другой фокус Н прямую Я!, 
параллельную касательной в Р. Так как по известному свойству 
эллипса радиусы-векторы образуют с нормалью РР равные углы, то 

РН =1Р. 

Кроме того, из равенства 

65$ =ЕН 
"следует: 

Е/= 1. 51. 

Отсюда мы получаем: 

БР = ЕЁ + = (941 РН) = а, 

что_и требовалось доказать. 
Привеценное здесь доказательство является хорошим образ- 

цом синтетических построений Ньютона, На первый взгляд оно 
может показаться довольно сложным. Но зато каждый шаг его 
связан с изучением данного геометрического образа, и поэтому 
каждая отдельная операция выступает как часть продуманного 
целого. В дальнейшем должна была встать задача обобщения 

этого результата, Предложение, известное в теоретической меха- 
нике под именем теоремы Бинз, дает нам теперь возможность 
аналитически определить (с точностью до постоянного множи- 

теля) величину силы, направленной х данному центру и движу- 
щей тело по заданной орбите. У Ныотона мы находим предло- 
жение (1, 6), выражающее эту теорему в инфинитезимально-гео- 
метрической форме. Как следствие этого предложения Ньютон 
устанавливает соотношение межлу величинами сил, направлен- 

ных к различным центрам, но движущих тело по одной и той же 

орбите, Это дает ему возможность еще иным путем определить 
закон центростремительной силы, направленной к фокусу эллипса. 
Именно, предварительно (1, 10) Ньютон синтетически находит 
закон центростремительной силы, направленной к центру 
эллипса. - 

Рассуждение, значительно более простое, чем вышеприведен- 
ное, показывает, что сила эта пропорциональна расстоянию до 
центра. Теперь остается только применить вышеуказанное след- 

ствие (1, 6), и снова получается, что сила, направленная к фокусу, 
должна быть обратно пропорциональна квадрату радиуса-вектора. 
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Вероятно, таким именно путем Ньютон и нашел это предложе- 
ние, В пользу этого говорят два обстоятельства. Во-первых, сам 
Ныотон говорит, что этот второй способ проще первого, но что не 
мешает. дать самостоятельное доказательство этого предложения 
и аналогичных предложений для гиперболы и параболы „ввиду 
важности их для дальнейших приложений“. Во-вторых, случай 
притяжения к центру эллипса мог бы быть получен Ньютоном 
попутно с приведенным выше случаем притяжения к фокусу, 
как другой частный случай общего предложения. Именно, мы 
видели, что при любом положении точки $ притяжение пропор- 

ЕР . 
ционально` сз’ Но когда точка 5 попадает в центр эллипса С, 

БР Е 
то ЕР = 5Р = СР, так что === СР. Заметим еще, что основное 

предложение (Р 6} Ныотон использует не только для исследо- 
вания эллиптических, гиперболических и параболических орбит, 
но находит также (1, 6} закон центростремительной силы, под 
влиянием которой тело может описывать логарифмическую спи- 
раль. В этом случае сила оказывается пропорциональной кубу 
расстояния. 

Ньютон решает затем обратную задачу о нахождении орбиты 
тела, притягиваемого к центру с силой, обратно пропорциональ- 
ной квадрату расстояния, и выходящего из данной точки с дан- 
ной начальной скоростью. 

Напряжение силы также предполагается данным {оно задается 
константой площадей, которую Ньютон называет „абсолютной 
силой центра“). 

Так как этими условиями орбита вполне определяется, то 
Ньютону достаточно построить такую кривую второго порядка 
с фокусом в данной точке и проходящую через данную точку, 
для которой в этой точке элемент дуги имеет определенное 
скоростью направление, а секториальный элемент площади имеет 
определенную данной скоростью величину. Этого достаточно, 
чтобы утверждать, что искомая орбита есть коническое сечение. 
При этом можно по данным задачи определить параметры кони- 
ческого сечения и тем самым различить случаи гиперболиче- 
ского, эллиптического и параболического движения. . 

Таким образом, если перевести это рассуждение на язык ана- 
лиза, мы имеем здесь дело не с решением системы диференци- 
альных уравнений, в собственном смысле слова, а с проверкой 
правильности „угаданного“ решения, удовлетворяющего уравне- 
ниям и могущего удовлетворить произвольным начальным дан- 
ным. „Угадыванис“, разумеется, носит здесь не случайный харак- 
тер, а связано с предварительным знанием решения прямой за- 
дачи, обращением которой является данная. 

Как частный случай движения по плоской кривой, обуслов- 
ленного притяжением к неподвижному центру, Ньютон рассмат- 
ривает движение по прямой, проходящей через нентр; особенно 
он останавливается при этом на случаях, когда притяжение об- 
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ратно пропорционально квадрату расстояния или прямо пропор- 
ционально его первой степени. В этих случаях траектории будут 
представлять собой выродившиеся конические сечения (во втором 
случае, например, эллипс вырождается в отрезок конечной длины, 
в середине которого лежит притягивающая точка), Нетрудно пока- 
зать, что секториальная площадь эллипса пропорциональна сек- 
ториальной площади окружности, построенной на большой оси 
как на диаметре, если соответствующие точки эллипса и окруж- 
ности берутся на одной и той же ординате. В силу закона пло- 
щадей отсюда следует, что при движении тела по эллиптической 
орбите проекция его ва большую ось движется так же, как 
проекция точки, движущейся по упомянутой окружности под 
влиянием того же притягивающего цектра. Это предложение 
должно остаться в силе и для выродившейся орбиты. Таким об. 
разом прямолинейно движущаяся точка будет совершать такое 
же движение, как проекция точкн круговой орбиты. А так как 
в случае силы, действующей пропорционально расстоянию, центр 
притяжения будет центром окружности, то в этом случае точка 
будет двигаться как проекция равномерно движущейся по окруж- 
ности точки, так что отсюда получается (1, 38), что „времена, 
скорости и пройденные пространства пропорциональны соответ 
ственно дугам, их синусам и синус-верзусам“. В такой форме 
дает Ньютон интеграл [х =асоз И в#] уравнения 

ча ви = 0. 

Далее, Ньютон пользуется тем обстоятельством, что то же 
уравнение движения можно применить к движению тяжелой 
точки по циклоиде во взятом Гюйгенсом положении ее (стр. 331), 
если обозначить через Хх длину дуги, считаемую от нижней точки. 
Он находит, что при соответствующих предположениях это же 
уравнение имеет силу и для точки гипоциклоиды, притягиваемой 
центром соответствующего неподвижного круга с силой, про- 
порциональной расстоянию. Таким образом получается упомяну- 
тое выше распространение гюйгенсова предложения о движении 
по циклоиде (стр. 335}. 

Сверх того, Ныютон сводит к кзадратурам совершенно общую 
задачу определения траектории, которую описывает свободная 
частица, притягиваемая неподвижною точкою с силою, зависи- 
мость которой от рагстояния имеет произвольный вид. Для этого 
он пользуется, кроме предложения. о площадях, еще следующим 
предложением (1, 40). 

сли частица движется под действием центральной силы, 
если другая частица движется под действием того же притяже- 
ния по прямой, проходящей через центр притяжения и если, 
наконец, обе частицы, находясь на одном и том же расстоянии 

от центра притяжения. имеют одинаковую скорость. то и при любом 
другом одинаковом расстоянии они тоже будут иметь одинаковую 
скорость. 
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Что касается до определения скорости в случае прямо- 
линейного движения, то его Ньютон сводит к квадратуре уже 
ранее {1, 39). Квадратуру эту мы могли бы записать в виде: 

2 84. 

где черсз г обозначено расстояние, через К притяжение и через 
© скорость (знак и постоянная. интегрирования здесь не приняты 
во внимание). Это же соотношение имеет место, следозательно, 
и для криволинейного движения под действием центральной 
силы. Если обозначить полярный угол движущейся точки через $, 
то с помощью уравнений, которые мы теперь записали бы в виде: 

можно свести определение ги 8 хак функций & если Ю есть 
танная функция /, к квадратурам. 

Ньютон решает, кроме того, и другие относящиеся сюда за- 
дачи, в частности, такие, в которых притягиваемая точка дви- 

жется по неподвижной поверхности или по кривой, или взавмно 
притягиваются две точки (1, 53— 66}. 

В числе основных предложений небесной механики мы назвали 

наряду с упомянутыми здесь законами движения предложение, 
утверждающее, что если шар, плотность которого зависит толь- 
ко от расстояния до центра, притягивает частицу, расположенную 

вне шара, то сила притяжения такова же, как если бы вся масса 
шара была сосредоточена в его центре. Для того чтобы иссле- 
довать притяжение, производимое таким шаром, достаточно рас- 
смотреть отдельный бесконечно тонкий однородный сферичес- 
кий слой. 

То, что для частицы, находящейся внутри полости слоя, при- 
тяжение равно нулю, Ньютон доказывает в 1,70 хорошо извест- 
ным И в каши дни способом, основанным на том, что притяже- 
ния, производимые теми частями слоя, которые вырезаются 
двумя полостями любого бесконечно тонкого конуса, имеющего 
вершиной притягиваемую точку, взаимно уничтожаются, В 1, 71 
доказывается, далее, что для частицы, лежащей вне слоя, при- 
тяжение может быть заменено притяжением к центру шара- 
с силой, обратно пропорциональной квадрату расстояния от него. 
Рассмотрим это доказательство. 

Ньютон берет два чертежа {один из них представлен на на- 
шем черт. 35), на которых точки Р ир имеют различные рас- 
стояния от центров равных шаров. Шары эти на обоих черте- 
жах изображены с помощью диаметральных сечений, проходя- 
щих через притягиваемые точки Р и р. В каждый из этих кругов 
вписаны хорды, проходящие при продолжении через Рир; 
будем считать соответствующими друг другу техорды обоих черте- 
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жей, которые равно удалены от’ центра. Соответствующие точки 
обозначены соответствующими большими и малыми буквами. Пусть 
будут НК и Г. две таких бесконечно близких хорды одного круга; 
Ньютон доказывает тогда, что отношение притяжения, производи- 
мого на Р зоною (77), }, образованною вращением дуги 17 вокруг 25, 
к притяжению, производимому соответствующею зоною {1й) на р, 
равно обратному отношению Р5* к р5*. А так как сферичес- 
кие слои обеих сфер составляются из равного числа соответст- 
вующих друг другу зон, то и притяжения самих слоев имеют 
то же отношение. 

Для доказательства Ньютон пользуется, во-первых, равенст- 
вом бесконечно малых отрезков РР) и /4, отсекаемых бесконечно 
‘близкими хордами (НК, И. и #4, #) на перпендикулярах, опу- 

щенных на. одну из 
пар этих хорд. Во-вто- 
рых, тем, что беско- 
нечно малый треуголь- 
ник НЮ, в котором 
18 1 РН, подобен со- 

ответствующему  тре- 
угольнику 1 (велед- 
ствие подобия их тре- 

угольникам /10$ и 2$ 
равным между собой). 
Следовательно, вели- 

кл 
чины ОЕ, $Е и яг 1 

зависят от положения 
Черт. 35. точки Р. Мы обозна- 

зим их через А, А’ и #". 

Поверхность зоны (//1} равна 2=/Н./0, где 19 — расстояние 
до оси. Производимое ею притяжение направлено к центру. 
Чтобы найти компоненту силы, направленную по оси, нужно 

‚ на косинус угла умножить величину, пропорциональную ррз 

$РЕ, т. е. на т или ва ТР ак как РЕ и РЕ бесконечно 

мало отличаются друг от друга). Таким образом притяжение 
зоны имеет величину: 

1Н.19 РЕ 
с013+- Р, Р5 

Так как здесь 
19 ый _ в’ В в 
"РГ > —^" РР =Ё"' РР = РР 

ао 
БГ — РЗ 25’ 

С то притяжение равно -ръь, где с— величина, не зависящая от 

положения Р. у 
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Далее, Ныотон сводит подобным же образом взаимное при- 
тяжение двух шаров на притяжение двух точек. Сверх того, он 
сводит притяжение однородного шара при произвольном законе 
притяжения к квадратуре и выполняет эту квадратуру для слу- 
чая различных законов, 

Разобрав здесь более или менее систематически ныотоновы 
обоснования найденных им основных предложений небесной ме- 
ханики, мы должны будем при рассмотрении остального мате- 
рнала, содержащегося в „Началах“, также представляющего 
много ннтереспого с точки зрения математики, ограничиться 
отдельными примераин. Некоторые мы уже приводили в связи 
< другими вопросами (стр. 221 и 224). Рассмотрим прежде всего 
результаты, связанные с интегрированием диференциальных урав- 
нений. Ныотон выражает и решает эти уравнения в геометриче- 
ской форме, но сам он обладал и иным средством их решения — 

своими уравнениями между флюксиями, вголне соответствую- 
щими диференциальным уравнениям. В собственных своих иссле- 
дованиях он, несомненно, более или менее широко пользовался 

этим средством. 
Из начала второй книги отметим исследование о движении 

в среде, сопротивление которой пропорционально квадрату ско- 
рости и плотности среды, В |, Зи 9 дана полная разработка 
вопроса о прямолинейном подъеме’ и спуске тяжелой частицы 
в равномерно плотной среде. На современном математическом 
языке условия задачи при сделанном Ньютоном выборе единиц 
выражаются уравнением 

и 
ВТ) › 

где {— время, х расстояние движущейся точки от определен- 

ной точки прямой но - скорость и й ыы 
ее ЗИ ай" 

ряющая сила (ускорение). Уравление дает: 

ЕЕ и) 
(если х 0 соответствует точке, в которой © — 0); логарифмичес- 
кую функцию Ныотон изображает с помощью гиперболической 
площади. Пьютон выводит последнее уравнение из первого на- 
хтоящим интегрированием, показывая, что первое действительно 

получается из последнего, если х и 9 увеличить одновременно 
на величины, уменьшающиеся до 0 (т. е. если произзести ди- 
ферейцирование). Затем он выражает # через 9: 

х 

оба интеграла он представляет в виде площадей гиперболиче- 
ских или круговых секторов, согласно тогдашней форме изобра- 
жения круговых и логарифмических функций 

25 ие го» Пери матомалиня. 
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При исследовании движения тяжелой частицы по циклоиде 
Ныотон также рассматривает случай сопротивления, пропорцио- 
нального квадрату скорости. Если обозначить длину дуги через 
5 и время через 1, то движение определяется при этих условиях. 
уравнением 

нли, п 45 или, при у 

Ныюотон определяет отсюда 9, а следовательно, и сопротив- 
ление в функции $, и, таким образом, фактически интегрирует 
линейное диференциальное уравнение. Отсюда он, в свою оче- 
редь, выводит соотношение между величинами двух последователь- 
ных отклонений, представляющих собою значения 5, соответст- 
вующие < = 0. 

В одном месте (П, 10) мы находим у Ньютона более сложное 
диференциальное уравнение, определяющее путь тяжелого тела, 
движущегося в среде, плотность которой есть любая функция 
координат и сопротивление которой пропорционально произве- 
дению плотности на й-ю степень скорости. Уравкение это можно. 
записать в виде: 

г [4% [+(#] 
где /(х, у) обозначает плотность, умноженную на постоянн: 
коэфициент пропорциональности. 

Там, где мы писали производные, Ньютон употребляет не 
флюксии, а коэфициенты ряда Фо + Юо? + 50*-..,, который 
можно голучить из уравнения кривой, составляя выражение для 

приращения, принимаемого у при замене х на х-- о. Тогда 

4 _ 4% _ у _ Е = 0, да=28, да= 65. 

Когда мы писали вместо 0, К, $ производные, то это отрази- 
лось только на постоянном множнтеле, входящем в /(х, у). 

Ясно, что Ньютон пользуется коэфициентами разложения 
лишь потому, что он не ввел понятия флюксин. Таким образом 
мы можем смотреть на уравнение как на настоящее уравнение 
между флюксиями или диференциальное уравнение, Об общем. 
его интегрировании нет, однако, и речи. Ныюотон предполагает, 
что найденный путь является определенной кривой — окружно- 
стью, параболою или гиперболою, — и затем, содной стороны, опре- 
деляет сопротивление, соответствующее такой кривой, а с дру- 
той— вставляя сопротивление, найденное для этой кривой, в / (х, У). 



НЫОТОНОВЫ „НАЧАЛА“ 387 

образует диференциальные уравнения 3-го порядка, которые 
можно интегрировать именно благодаря тому, это они были по- 
лучены путем диференцирования 1. 

Отметим, что замена производных или флюксий коэфициен- 
тами упомянутого ряда привела однажды Ныюотона к неясности 
выражения, подавшей повод для нападок со сторовы привержен- 
цев Лейбница. В сочинении „О квадратуре“ Ньютон говорит 
в одном месте, что в ряду 

(ео чот Вог +... 

де- па — есть второе приращение (1истешепйыи) илм вто- 

а = М2) из 

ит. д. Впоследствии Ньютон, обратив внимание ва ошибку 
или неясность, на одном экземпляре, подаренном им, иеправил 
это выражение, добавив слово #1, так что вместо „есть прира- 
щение“ нужно было читать „пропорционально приращению“, 

Нэсомненно, все дело здесь только в неясности, связанной 
с употреблением слов „шстетепит“ и „@\ШегепНа“, определе- 
ние которых не было дано. Это видно из того, что Ньютон сей- 
час же вслед за этим говорит о соответствующих зеличинах, . 
что они пропорциональны соответствующим флюксиям; понятию 
же флюксии как раз в этом сочинении дано ясное определение. 
О действительной ошибке в этом пункте не может быть и речи: 
Ньютон не только был знаком с флюксиями высших порядков, 
но в своем „Разностном методе“ основное предложение 

которого имеется в „Началах“ (стр. 224), показал также, что хо- 
рошюо умел применять конечные разности высших порядков, По- 
видимому, только этот недостаток внимания к точному указанию 
числовых коэфициентов и помешал тому, чтобы позднейшая фор- 
мула Тейлора была установлена уже Ньютоном 

Приведенные здесь примеры предложений, содержащихся 
в „Началах“, поясняют то, что мы сказали об отсутствии в них 
базиса в виде учения о флюксиях или другого общего инфи- 

рая разность (а егепва), — третье приращение 

1 Автор. излагая здесь содержание 10-го предложения второй книги „Начал“, 
истолковываст спо слишком расшнрительно. 

Хотя, лействительно, Ньютон ставит вопрос ио нахождении плотности среды 
по данной траектории и’ вопрос об определении траектории по данной плотности, 
однако второй вопрос не получает полного решения. Исходя сначала из ланной 
формы траектории, Ныютон имеет затем лишь частное релиение обратной задачи, 
не охватызающее зсего класса кривых, могущих служить траекториями при дан- 
ной плотности, Ныютон эт0, несомненно, сознает и сам: в самом деле, найдя вы- 
ражение плотности для случая движения тяжелой точки по окружности, сн гово- 
рат, что при этой плотности тяжелое тело будет описызать окружность, если из 
соответствующей точки оно выйдет по ланкбму направлению „с надлежащей ско- 
роетью“ (пример 3-й 10-го предаожения)- 

Таким образо здесь нельзя говорить 0б инзегрировании диференциального 
уравнения в собственном смысле этого слова, так ка‹ на начальные условия 
налагаются, по существу, произвольные ограничения. 

Прим. ред 
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нитезимального метода. В доказательствах первых основных пред- 
ложений Ньютону приходится, за недостатком такого общего, раз 
навсегда обоснованного метода, применять к каждому отдель- 
ному случаю особый подход; именно поэтому мы находим 
здесь богатство и разнообразие применений инфинитезимальных 
принципов, которое должно было существенно содействовать их 
развитию. В изложении встречаются бесконечно малые линии, 
например, стороны бесконечно малых треугольников, которые, 
для определения отношений сторон, заменяются подобными ко- 
нечными треугольниками. Такие бесконечно малые величины 
Ньютон неоднократно. называет трудно переводимым словом 
„Чцаш пыпицае“ 1, 

Этим сокращенно указывается, что речь идет только о преде- 
лах соответствующих отношений или суммы таких величин. Пре- 
дельные же операции, как мы уже говорили. были точно опре- 
делены в прэдпосланных „Началам“ общих предложениях о „пер- 
вых и последних отношениях“ ®, 

Что касается до ныютонова изложения в других его исследо- 
ваниях, в передаче которых мы применяли язык диференциаль- 
ного и интегрального исчисления, то оно, напротив, могло бы 
быть упрощено, если бы он воспользовался языком п основными 
предложениями учения о флюксиях. Однако Ньютон, подобно 
Барроу, предпочитает изображать величину, являющуюся любой 
фупкцией зругой, в виде ординаты кривой, а интегрирование 
в виде кзадратуры. Диференцирование, лежащее в ряде случаев 
в основе интегрирования уравнений, Ньютону приходится (до 
того как в начале 2-Й книги зводится предложение, заимствован- 
ное из учения о флюкснях) производить всякий раз, давая пе- 
ременным величинам одновременные приращения и, после нуж- 
ного сокращения, полагая эти приращения равными нулю. 

12. Лейбниц и его первое публичное выступление, 
положившее основание диференциальному исчислению. 

«Мы зил разоораль инфинитезимальные исследования Нью- 
тона, не обращая особого внимания на то, что они по большей 
части были опубликованы позже, частично даже значительно 
позже, нежели родственные им исследования Лейбница. Методы 
Лейбница, многочисленные. применения, данные им как самим 
Лейбницем, так и его ближайшими последователями, распростра- 
нение их в широких кругах — все это не.оказало заметного влия- 
ния на труды Ньютона. Творческая работа его в этой области 

3 Его можно передать термином „как можно более малые“ илн тернином 
„малейшие“, если пользоваться той жс нсупотребитсльной в данном случае грам- 
матической формой, какую мы употребляем, говоря „мельчайший“, „величайший“ 
ит.д Этот термин выражает чрезвычайную малость, но ие содержит категори- 
ческого утверждения, что большая малость ичвозможиа. 

Прим. ред. 
= См. тексг и примечание на стр. 375 н 376. 

Прим, род, 
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в большей своей части относится к тому времени, когда о влия- 
нии со стороны Лейбница не могло быть и речи; уже тогда он 
вполне владел методами, легшими в основу его опубликованных 
впоследствии работ; отдельные результаты, которые тем или 
иным образом стали известны ранее, свидетельствуют, что и 
большинство содержащихся в этих работах результатов было 
получено Ньютоном в более раннее время. Во всяком случае, 
врял ли можно указать на применение хотя бы одного приема, 
которым он был бы обязан Лейбницу. Что касается, например, 
до сообщений, сделанных Лейбницем в его переписке с Ньюто- 
ном, относящейся к 1676—1677 гг., и, в частности, до ясного из- 
ложения принципов диференцирования во втором письме, о ко- 
тором мы будем говорить ниже, то для Ньютона правила непо- 
средственного получения диференциала или флюксии произве- 
дения, частного или корня не могли представлять ничего нового. 

Все это должно было быть ему уже достаточно знакомо из 
многочисленных результатов, которые были им получены при 
вычислении флюксий. В частности, что касается до правила для 
непосредственного нахождения флюксии или диференциала ирра- 
ционального выражения, то сам Ньютон упоминает в письме 
к Коллину от 1672 г. о преимуществе своего метода перед преж- 
ними способами нахождения касательных, заключающемся как 

раз в том, что. его метод применим и к уравнениям, содержа- 
щим иррациональности. В качестве доказательства того, что 
Ньютон действительно задолго до Лейбница достиг этих резузь- 
татов, мы можем указать на приведенное в конце „Анализа“ 
выражение для флюксни от И’аё-- 

То, что составляет главную заслугу Лейбница, — четкое уста- 
новление правил для простейших операций, из которых состав- 
ляются остальные, и регулярная связь их с определенной систе- 
мой обозначений, — все это ничего существенного к результатам 
Ньютона прибавить не могло. Он сам знал эти частности, так 
как прекрасно знал получающееся из них целое, и сам обладал 
и совершенно уверенно пользовался символикой, которая сама 
по себе была нисколько не хуже 1. Сообщения Лейбница могли 

1 С этим утверждением согласиться трудно; уже один тот факт, что символика 
‚Лейбница, т. &. за симьолика, которой мы сейчас пользуемся, вытеснила симво- 
лику Ныютона даже в АНГЛИИ, несмотря на националистические тенденции англий- 
ских ученых, усугубленные знаменитым спором о приоритете, принявшим харак- 
тер национальной распри, — уже однн этот факт свидетельствует о превосходстве 
обозначений Лейбница. Превосходство это обусловлено по существу. тем, что 
в лейбвицезом обозначении диференциалов и в правилах оперирования с ними 
отражено понятие бескопечпо малой величины как величины ничтожно мало) 
отбрасываемой в определенных расчетах как нуль и в то же время могущей вхо- 
дить в конечные отношения. То обстоятельство, что общие формулы, солержащие 
днтеренциалы первого порядка, остаются справедливыми как в том случае, когда 
в них входят днференииалы независимых переменных, так и в том случае, когда 
вместо них взяты диференциалы функций, — это обстоятельство является логиче- 
ским эквивалентом вышеуказанной инфинитезимальной интериретацки диферен- 
циалов. Что Касается неннвариантности диференциальных соотношений высших 
порядков, то она является результатом той неравноправности, которая произвольно 
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только показать ему, что тот в данное время также знал и умел 
применять методы, которыми он сам уже давно пользовался. То 
обстоятельство, что у Лейбница этот метод был облечен в та- 
кую форму, в которой легко можно было усвоить его и затем 
применять механически, придерживаясь только определенных 
правил пля простых операций и приобретя некоторые навыки 
в пользовании ими, — это представляло, конечно, преимущество 
для математиков, менее глубоко чувствовавших предмет; но для 
Ньютона, облалавшего своим собственным соответствующим ме- 
тодом, это вряд ли могло иметь какое-нибудь значение. Эта, 
если угодно, педагогическая сторона дела стала ему ясна, не- 
сомненно, только тогда, когда он увидел, что образуется школа 
Лейбница, и когда у него должны были’ возникнуть опасения, 
что лейбницевы приемы получат общее распространение, а соб- 
ствекные его достижения, не преданные им своевременно глас- 

ности, постигнет забвение. Однако и это, как мы знаем, не по- 

будило его к скорейшему опубликованию его инфинитезималь- 
ных работ; также и впоследствии, когда они появились, он не 
думал о том, чтобы придать им форму более целесообразную 
© педагогической точки зрения. Для ученых эти работы ясны и 
понятны, но для того чтобы служить быстрому распространению 
новых методов, они не были пригодны в той мере, как работы 
Лейбница. 

Один лишь раз, повидимому, Ньютон испытал влияние работ 
Лейбница в том смысле, что почувствовал желание ‘представить 
и свою систему в таком виде, чтобы общая ее применимость 

проступала столь же отчетливо: в двух местах сочинения своего 
„О квадратуре кривых“, во введении и в 1-м предложении, пред- 
ставляющих собою, по собственному его ясному указанию, значи- 
тельно позднейшие добавления к этой работе, он вводит обозна- 

чения л, х, х,... для флюксий различных порядков, а также обо- 
значения 'х, ”х,..., для величин, образуемых из х путем ква- 
дратур, т. е- для интегралов и интегралов от интегралов. Пер- 
ными из этих обозначений Ньютон пользуется в указанном со- 
чинении лишь в „поучении“, также, быть может, образующем 
позднейшее добавление; последними не пользуется вовсе. 
Остается поэтому впечатление, что обозначения эти установлены 
лишь в параллель к законченной лейбницевой символике (см., 
однако, стр. 367). ь 

Значительно труднее выяскить вопрос о влиянии Ныотона на 
Лейбница. Мы не знаем, в какой мере мысли Ньютона (которые 
в беседах, повидимому, высказывались им охотнее, чем в‘пе- 
чати) были достоянием английских математиков к тому времени, 

зводится те, что второй диференциал независимой переменной заранее пола- 
гается равным нулю, Если этого не делать, то ннвариантными будут и диферен- 
циальные соотношения высших порядков (подробнее об этом см. в моей кииге 
„Основы иелисления бесконечно малых“, стр. 330—339. ГТТИ, 19395. 

Прим. ред. 
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когда Лейбниц находился с ними в личных сношениях при посе- 

щении Англии (1673 и 1676) и когда аму мог рассказать о них 
Чирнгауз (1675). Соотечественники Ныюотона не были, конечно, 
незнакомы с его работами и их значением. Мы знаем, например, 
что исследования Грегори в области бесконечных рядов (стр. 297) 

явились результатом тех сообщений, которые Грегори получил 
о работах Ньютона в той же области. Признавая это, Грегори 
желал, чтобы Ныотон первый опубликовал свой метод. Обозна- 
чения, которые Грегори применял при нахождении касательных 
{стр. 359), также свидетельствуют © некоторой связи с Ныото- 
ном. Хотя Лейбницу в 1673 г. не удалось просмотреть „Анализ“ 
Ныотона, но сообщения о некоторых наиболее важных его 
результатах, сделанные в следующие годы Ольденбургом в пись- 
мах к Лейбницу, указывают, что в Лондоне уже умели ценить 
это сочинение. 

Еще меньше знаем мы о форме устных сообщений, которые 
мог получать Лейбниц, и о времени, к которому они могли от- 
носиться. В 1673 г, он сам едва лк был достаточно зрелым в ма- 
тематическом отношении, для того чтобы тотчас же суметь вос- 
пользоваться многим из того, что он тогда услышал; именно по- 
тому ему и самому было трудно дать себе отчет в том, что 
могло произойти впоследствии из полученных им импульсов. 

Зато позже, когда он достиг высшей ступени развития, отдель- 
чый результат, сообщенный ему когда-то, мог до такой степени 
ассимилироваться с собственным его ходом мыслей, что сразу 
давал готовый: плод. 

Если вопрос о влияниях, испытанных Лейбницем, представ- 
ляет большие трудности, то, напротив, с ходом собственного его 
развития и с формами, в которых постепенно возникали его но- 
вые мысли, мы, благодаря дошедшим до нас письмам и замет- 
кам, которые Лейбниц делал лично для себя, знакомы довольно 
хорошо. Нарисуем здесь вкратце картину, даваемую этими доку- 
ментами; при этом мы увидим также до некоторой степени, с ка- 
ких сторон по преимуществу шли влияния, 

Еще до путешествия Лейбница в Лондон (1673), в Париже, 
Гюйгенс снова направил его внимание на математику. Лейбниц 
занимался ранее сочетаниями и перестаковками, как математи- 
ческою основою логики. Гюйгенс ‘предложил ему задачу, имев- 
шую некоторую связь с комбинаторикой, — определение суммы 

1 
чксел, обратных треугольным, т. е. чисел вида тит .Задача 

эта была решена уже раньше Броункером [стр. 301, формула (3}], 
но Лейбниц пошел дальше и нашел также сумму чисел, обрат- 
ных пирамидальным, и других рядов подобного рода. Такими 
рядами он пользовался впоследствии (1682) в помещенной в „Ас 
Ею@Йогит“ статье об исчислении процектов, в которой он ре- 
шает задачи, ведущие к бесконечным геометрическим рядам 
с чередующимися знаками и знаменателями, меньшими 1, а также 
к рядам, получаемым из них путем умножения членов на нату- 
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ральные числа, треугольные числа, пирамидальные числа ‘и т. д. 
Последние ряды образуются низ геометрических помощью опера- 
ций, которые Паскаль называет составлением треугольной суммы, 
пирамидальной суммы ит. д. (стр. 266). При своих суммирова- 
ниях Лейбниц пользуется в связи с паскалевым арифметическим 
треугольвиком также разностями. высших порядков. Так, при 
суммировании конечного числа членов ряда одинаковых степе- 
ней или значений одной и той же функции натуральных чисел 
он пользуется тем обстоятельством, что разности известного по- 
рядка имеют постоянное значение. Сам Лейбниц рассматривал 
впоследствии эти начальные основы позднейшего исчисления ко- 

нечных разностей как подготовку к созданию дифереициального 
исчисления. * 

После таких занятий для Лейбница должны были представить 
очень большой интерес полученные им в Лондоне сведения 
с том, что Меркатор применял для выражения логарифмов ряд, 
имевший некоторое сходство с теми, которые он уже сам сум- 
мировал в конечной форме. Получив, таким образом, импульс 
к занятиям в этом направлении, он должен был почувствовать 
потребность в более основательном изучении имевшихся тогда 
инфинитезимальных исследований. Нужно это было ему и для 
того, чтобы иметь возможность понять работу Гюйгенса о маят- 
нике. подаренную ему автором. По возврашении в Париж Лейб- 
ниц усердно взялся за эти занятия; особенно штудировал он 
Кавальери, Григория и Паскаля. Скоро он настолько усвоил 
рассуждения этих своих учителей, что смог применять их само- 
стоятельно; он доказал это новым инфинитезимальным преобразо- 
ванием, из которого получается большинство известных до тех 
пор квадратур. Преобразование это мы получили бы теперь из. 

1 
выражения (и Чу — 4х) для площади сектора, ограниченного 

двумя радиусами-векторами и бесконечно малою дугою. Сам 
"Лейбниц впоследствии, когда он создал свое диференциальное 
исчисление, также пользовался этим диференциальным выра- 
жением. В более же ранних своих рукописях и письмах 
он выражает предложение’ в той же геометрической форме, 
какую давали подобным преобразованиям его предшествен- 
ники. 

Если (черт. 36) касательная ЕС к кривой АС (проходящей и. 
на чертеже Лейбница через начало} отсекает на оси ординат от- 
резок АЁ, и этот отрезок берется за ординату ВР точки Ё, 
имеющей ту же абсциссу, как С, то площадь, ограниченная ' гео- 
метрическим местом этой точки, осью абсцисс и двумя ординя- 
тами, вдвое болыне площади сектора, ограниченного соответ- 
ствующею дугою данной кривой АС и радиусами-векторами, 
проведенными из А в ес концы. Действительно, если рассмотреть. 
бесконечно малые части этих фигур — соответственно прямоуголь- 
ники и треугольники, —то, пользуясь подобными треугольниками, 
можно увидеть, что основание и высота бесконечно малого 
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прямоугольника обратно пропорциональны основанию и высоте 
соответствующего бесконечно малого треугольника 1. 

Определяя по методу Ферма касательные к его параболам и 
гиперболам разных порядков, Лейбниц нашел, что соответствую- 
щая им вспомогательная кривая есть, в 

<вою очередь, парабола или гипербола 
того же порядка, но с новым параметром. 
Его предложение ведет, таким образом, к 
уравнению, из которого можно найти г 
площадь кривой. 

Применяя свой метод к вычислению 
площади круга, Лейбниц свел ее к квад- д т ь 

ре я ратуре Лт» =; (см. также Ферма, 

стр. 264} и получил, таким образом, 
средство для разложения ее в ряд, подобный тому, какой 
Меркатор применял к гиперболическим площалям (стр. 305). 
Он нашел, таким образом, тот же ряд для аси, который: 
уже раньше был получен Грегори (стр. 207). Ряд этот дает, 
в частности, 

Черт, 36. 

Ньютон сделал основательное возражение по поводу практи- 
ческой применимости этого ряда (стр. 361); сам Лейбниц, од-, 
нако, связал с этим разложением представлявшее значительный 
интерес теоретическое исследование. Перед ним должен был 
встать вопрос о возможности суммирования рядов в конечной 
форме. По отношению к ряду для = математики того времени 
не могли еще дать строгого доказательства невозможности такого 

суммирования. Хотя Лейбниц не соглашался с возражениями 

1 Если принять (черт. 57) за основание треугольника АСР (бесконечно малого 
сектора) элемент дуги кривой СО, то высотой будет перлендикуляр АЯ, опущенный 

из начала ноординат на касательную РСН. 
„ Из подобия прямоугольных треуголь-- 

инков АНЁ и СПО слепует: 

АЕ _ 62 
АН ^ 6@' 

Е й или (так как АЕ = ЕВ; Сб = ЕЁ). 

. ЕВ _СР 
Н у ЯН РЕ, 
И ы откуда 

“ | й ЕВ-ЕЁ = АН.-СБ. 

Это равенство н показывает, что пло-- 
шадь прямоугольника равна удвоенной 

Черг. 31. ‚ плошахн сектора. Прим. ред- 
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Гюйгенса по поводу данного Грегори доказательства того, что 
круговые функции не есть функции алгебраические, однако, он, 
как мы уже отмечали (стр. 396), хорошо понимал, что к самому х 
это доказательство нельзя применить. Безусловный пример того, 
что выражение, получаемое путем квадратуры (интегрирования), 
может быгь, вообще, трансцендентным, но для отдельных част- 
ных значений пределоз алгебраическим, он имел в своем упомя- 
хутом вышз циклоидальном сегменте. Другой пример он с0- 
общает ь 1634 г.в „Асы ЕгаИогит“. Пример этот — кривая 
у: — бу? + 49? х'- №! =0; квадратура ее, вообще, ведет к тран- 
сцендентным функциям, но для очного из двух определяемых 
эгим уравненизм выражений ордилагы через абсциссу мы 
имезм: 

гы, | 
Дух == ГИ ГУ - 
ю Й в 

“Последний результат легко получить, рассматривая оба ин- 
теграла как площади частей круга. 

У Лейбница было и свое доказательство того, что, как мы 
сказали бы теперь, круговые и тригонометрические 'функции 
есть функции трансцендентные. Если бы между х и зпх суше- 
ствовало алгебраическое уравнение (которое Лейбниц представ- 
ляет себе изображенным с помощью кривой), то оно должно было 
бы иметь некоторую определенную степень. Из этого уравнения 

х 
можно получить (заменяя х через т.) уравнение, связызаю- 

щее = и япх. С другой стороны, то же уравнение должно связы- 
х В х 

вать величины т и ма Е Тогда, исключая Е мы должны по- 

р Ея 
„лучить алгебраическое уравнение, связывающее 5шл и $1 т” 

= 
которое будет относительно я иметь степень не выще не- 

которого определенного числа г, не зависящего от 1. Отаюда 
Я сх вытекало бы, что при данном значении зщ я еличина 5п А мо- 

жет иметь не более чем / значений, что неправильно, так как, 
например, при нечетном % каждому значению $й1 х соответствует 

т значений эт пои значит, при т > г величина Эт Са должна 

при данном зтлх иметь заведомо более чем г значений. 
Е ь 

То обстоятельство, что $т ;‚ имеет ир значений, основано, как 

известно, на периодичности тригонометрических функций. Ньыю- 
тон, ке будучи знаком с рукописью Лейбница, выводит в своих 
„Началах“ трансцендентность хруговых функций непосредственно 
из этой периодичности. Его утверждение и доказательство от- 
носятся не только к круговым функциям, но и ко всем тем, ко- 
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торые выражают площадь сектора замкнутой и конечной ветви 
алгебраической кривой. Ньютон сокращенно называет такую 
ветвь овалом, причем предполагает, что он не связан двойною 
точкою с другой ветвью. Периодичность выявхяется графически 
с помощью кривой, что было неизбежно в то время, так как 
понятие функции не было еще четко установлено. Кривою этою 
в том случае, когда доказывается трансцендентность круговых 
функций, является архимедова спираль". То обстоятельство, что 
Лейбниц в своём доказательстве берет зависимость между х и $1 л, 

находится, быть может, в связи со сделанным ему незадолго до 
этого сообщением Ныотона о разложении ${п х(стр. 3595 это указа- 
ние на возможное влияние не относится, однако, к самой поста- 
новке вопроса, которая принадлежит самому Лейбницу. 

> Из изложения Цейтена нельзя составить себе прэдсгавления о ходе ныото- 
нова доказательства. Однако я не решился заменить это изложенне в тексте дру- 
тим, более пространным, как это я делал в других аналогиччых случаях, Дело 
в том, что лемма 23’-Й книги „Начал“, о которой, очевидно, илет речь 
в тексте, изложена у самого Ньютона так неясно, что тозный смысл ныотонова 
текста может быгь установлен лишь < некоторой степенью гадательности. 
С этой оговоркой ход мыслей Ныютона может быль представлен следующим 
образом. 

Ньютон хочет определить положение плакеть на эллилтической орбите по 
заданному времени (отсчитываемому от момента, когда планета находится из боль- 
шой оси эллииса), т. е согласно закону площадей по заданной площадн, описан- 
ной за это время разиусом-вектором; зто положение полжно бызь опрелеленс 
зазаннем абсциссы точки элянлса (за ось абсцисс принимается большая ось 
эллипса). В предложении 31 1-й книги эта задача решается построением вспомо- 
тательной кривой, абецисса и ордината которой связаны тем же уравнением, что 
абсцисса точки эллипса и соответствующая секторпальная площадь. Процесс гра- 
фического определения положения Планеты по заданной секторнальной площади 
очевиден. Указанной вспомогательной кривой, как нетрудно видеть, служит уко- 
роченная цихлопда (трохонда) — кривая не алгебраическая (по Ныотону „геоме- 
трически нррациональная“). В демые 28, предшествующей предложению 31, Ныютон 
хочет показать, что, действительно, секторпальная площадь связана с абсциссой 
зависимостью не алгебраической, а трансцендентной, причем это утверждается не 
только для эллипса, но для любой (алгебраической) ‘овальной кривой. 

Однако, как мы сейчас увидим, доказательство Ньютона до конца не доведено 
пв решающем пункте не обосновано. Если я правильно истолковываю его (а, по- 
видимому, прн всех других возможных толкованиях рассуждения Ньютона были. 
бы просто ошибочными. то оно сволится к слелуюшему. 

Предположим, что знутрн овала взята точка (полюс), вокруг которой равно- 
мерно вращается луч. 110 этому лучу заставим двигаться точку со скоростью, 
пропорциональной квадрату длины радиуса-вектора овала. Эта точка будет опи- 
сывать спираль с бесконечно большим числом завитков. Длина радиуса-вектора 
спирали. как нетруднт видеть, будет пропорциональна ‘соответствующей секто- 
риальной площади овала. Позтому нужно доказать, что радиус-вектор спирали и 
соответствующая абсцисса овала не могут быть связаны алгебранческим урав- 
нением. Ньютон же доказывает только, что аягебранческим уравнением не могут 
быть связаны декарговы координаты сппрали (доказательство зпеллирузт к тому, 
что в противном случае спираль с прямой пересекаласн бы только в конечном 
числе точек). По тексту леммы ие види», понимает ли Ньютон, что он доказал ие 
то, что хотел довазать, и скорее кажется, что этого Ныютоя не понимает. Однако 
опираясь на общую теорию исключения (которая во время Ныютона еще не сузще- 
ствовала}, нетрудно показать, что, действительно. утверждение Ныотона следует 
из показанного пм положения. В самом деле, обозначив через х, у, ’ декартовы 
координаты и радиус-вектор точки овала, а через х; у; и; соответствующие вели- 
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Рассмотрение бесконечных рядов с чередующимися знаками 
привело Лейбница также к общему вопросу о сходимости таких 
рядов. Ему мы обязаны предложением, что бесконечный знако- 
переменный ряд имеет конечную сумму, если абсолютная вели- 
чина членов убывает и стремится к пределу 0. С полной отчет- 
ливостью Лейбниц выдвигает это предложение лишь в значи- 
тельно более позднем письме к Иоганну Бернулли; в менее опре- 
деленных выражениях оно находится, однако, уже в рукописи, 
относящейся к периоду лишь немногим более позднему, чем 

тот, который мы разбираем сейчас; указания, даваемые в этой 
рукописи, сравнительно кратки, но все же значительно полнее 
тех, которые Лейбниц позже сделал в „Аса ЕгаЧНогити". 

К некоторым из основных ‚мыслей, значительно ранее поло- 
женных Ньютоном в основу своей новой трактовки инфинитези- 
мальной математики, Лейбниц прншел независимо от применения 
рядов. Мысли эти мы встречаем в его бумагах, относящихся 
к 1673 г. Здесь он прежде всего находит касательную к произ- 
вольной кривой при помощи так называемого характеристи- 
ческого треугольника, образованного разностями между абсциссами 

и между ординатами двух бесконечно близких точек и лежащею 
между этими точками дугою, т. е. величинами, которые он позже 
обозначает через 4х, 4 и 45. Треугольник этот подобен треуголь- 
нику, образуемому подкасательной, ординатой и касательной и 
также иногда называемому Лейбницем характеристическим. Как 
и Паскаль, применивший, как мы говорили (стр. 268), этот характе- 
ристический треугольник к одному частному вопросу (0б этом па- 
скалевом применении его упоминает и сам Лейбниц), Лейбниц 
пользуется также иногда тем обстоятельством, что характеристиче- 
ский треугольник подобен треугольнику, образуемому ордина- 
тою, поднормалью и нормалью. При вычислении отношений этих 
величин Лейбниц принимает, что надо брать только члены пер- 

вой степени относительно бесконечно малых величин, члены же 

чины для спирали и предполагая, что между х и м существует алгебрапческое 
соотношение 

уе =о, 

мы рассмотрим его совместно с уравнением (алгебраическим) овала 

ку =о 

и с тремя очевидными соотношениями: 

х Ро хуи в № У р у = 
и 

Из этих пяти уравнений можно было бы исключить четыре величины х, у, г, г» 
и получить алгебренческое уравнение, связывлющее косрдинаты сйнрали хи уз 
что, как показано у Ньютона, невозможно. 

Прим. ред. 
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высшей степени можно отбрасывать. Он правильно указывает, 
однако, на осторожность, которую надо соблюдать, если члены 
первой степени взаимно уничтожаются. С таким пользованием 
указанными бесконечно малыми и подобными им конечными тре- 

угольниками были, впрочем, знакомы все те, кто занимался тогда 
инфинитезимальнымн исследованиями, и полученное таким об- 
разом Лейбницем более широкое применение метода Ферма не 
отличается по существу от того, которое мы находим у Барроу 
(стр. 350) и Грегори (стр. 352). Сам Лейбниц признал это, когда 
познакомился с их исследованиями. Однако устанавливая свой 
метод н сопоставляя его с исследованиями Паскаля, применяв- 
шего ту же фигуру в задаче интегрального исчисления, Лейбниц 
сделал и иные наблюдекия, чем упомянутые исследователи. Так 
как при рассматриваемом здесь определении касательных при- 
меняются разности (4у) между ординатами, соответствующие 
имеющим одинаковые значения (@л) разностям между абсцис- 
сами, то, обратно, ордината у является суммою этих разно- 
стей (49). Так как к опрелелению такой суммы сводится и за- 
дача о квадратуре, то Лейбниц высказывает мнение, что почти все 
учение об обратных задачах на касательные можно свести к квад 
ратурам. Таким образом он получил взаимно обратную связь ме- 
жду операциями, которые он впоследствии назвал диференциро- 
ванием и интегрированием, в другом виде, чем Барроу и Грегори 
(стр. 341 и сл.). При этом он, подобно Барроу, имеет в виду 
прежде всего применение квадратуры. к рещению обратной за- 
дачи на касательную. С другой стороны, он уже здесь видит, 
что путь, которым можно решать эти задачи, лежит в состав- 
лении сводок („Ссапопез“) результатов определения касательных 
(диференцирований),‚на что ужераныие указывал Декарт (стр. 339) 
и чем уже тогда мкого раз пользовался Ньютон, в своих не 
предназначавшихся к опубликованию работах. 

Для того чтобы мысли, зародившиеся у Лейбница в 1673 г., 
достигли полной ясности, он должен был проделать большую 
работу, продолжавшуюся в течение следующих лет. Во время 
этой работы он совершенко не обратил внимания на то, что 
Барроу, на которого он в одном месте делает даже ссылку, также 
сводил обратныс задачи на касательные к квадратурам; благо- 

даря этому он мог испытывать большое удовлетворение, так как 
рассматривал постепенно находимые рещения таких задач как 
нечто новое. Указанное обстоятельство имело и еше более важ- 
ное следствие: если бы Лейбниц заметил облегчения, которые 
давала форма изложения Барроу, то вряд ли он имел бы случай 
создать тот чрезвычайно важный аппарат, которого требовала его 
собственная форма изложения. Барроу, подобно Ферма (стр. 257),. 
представлял все величины геометрически, так что у него вели- 

чина, которую мы обозначаем теперь как Гуах, изображается 

всегда площадью, ограниченной осью абсцисс; кривою и двумя 
ординатами, поэтому для него безразлично, будут ли промежутки 
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(4х) между ординатами у равными или нет. Лейбниц же придер- 
живается данного Кавальери и точнее определенного Паскалем 
представления |’ у4х как (умноженной на бесконечно малый фак- 

тор 4х) суммы бесконечно большого числа у, „всех“ у, как вы- 

ражался еще тогда Лейбниц, или | у, как он вскоре стал писать. 

Определение это предполагает, что промежутки между ордина- 
тами у равны (стр. 249 и 266). При таком положении вещей то 

г] р ы 
обстоятельство, что | хах равен 5^° (при нижнем пределе рав- 

ном 0), не позволяет еще Лейбницу заключить, что и уау также 
1 

равен —у*, так как независимая переменная есть х и, следова- 

тельно, величины @4у не равны между собою. Лейбниц должен 
доказывать это еще особо. 

В процессе работы, связанной с этими исследованиями, Лейб- 
ниц развил постепенно своо инфиннтезимальную символику 
(„алгорифи“, как он говорит сам), при помощи которой иссле- 
дования превращаются в производимое по определенным уста- 
новленным им правилам исчасление, которым мы пользуемся 
и теперь. Получение все дальше идущих результатов часто затрул- 
нялось для Лейбница тем, что параллельно он занимался выра- 
боткой этого аппарата, постепенно им совершенствуемого; но он 
имел благодаря этому многочисленные случаи испробовать свой 
аппарат на весьма разнообразных задачах, как новых, так и таких, 
результаты которых он нашел у более ранних исследователей. 
Вследствие этого, когда его символика стала, наконец, достоянием 
гласности, то уже можно было ручаться не только за ее примени- 
мость, но и за ее надежность, 

Одним из первых применений, которое Лейбниц дал возникшим 
у него в 1673 г. мыслям, был найденный им в 1675 г. общий 
метод, позволявший решить, можно ли выполнить алгебраически 
квадратуру алгебраической кривой [/ (х, ®) = 0, где о — ордината|, 
и если да, то найти уравнение [Е (%, У) ] ее квадратрисы, т: е. 
кривой, ординаты которой у выражают соответствующие площади, 
связанные с первой кривой. . Прежде ‘всего Лейбниц берет для 
последней кривой уравнепие с неопредслсиными коэфициснтами, 
члены которого он располагает в порядке возрастания степеней. 
Отсюда он определяет по правилу Слюза (стр. 327) подкасатель- 

с. 
ную & и полагает затем у (будущее свое у, которому он здесь 

не дает еще особого обозначения) равным =. Уравнение между х 

и 9, получаемое путем исключения у, должно тогда совпадать 
с уравнением [/(х,9)-=0] данной кривой. Это обстоятельство 
позволяет определить коэфициенты уравнения квадратрисы 
[2 (, у) =0] или, если это оказывается невозможным, говорит 
© невозможности выполнить квадратуру данной кривой алгебра- 
ически. Применение метода, в общем, является очень громоздким; 
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Лейбниц пользуется им, однако, в упомянутой уже работе 1684 г., 
напечатанной в „Ас@ Бги@Йогит“, для доказательства того, что. 
квадратура кривой 

у — бу + др =0,, 

уравнение которой он сперва несколько преобразовывает, в общем 
случае не может быть выполнена алгебраически; представляется 
зероятным, впрочем, что он сперва нашел это, пользуясь приве- 
денным нами на стр. 394 решением относительно у, которое по- 
зволило нам зидеть, что квадратура в пределах от 0 до й дает 
алгебраическое выражение. В своих бумагах 1675 г. Лейбниц: 
отмечает, что в том случае, когда метод не дает алгебраической 
квадратрисы, он ведет к разложению в ряд. В наброске этом, 
таким образом, можно найти краткое и общее указание на тот 
же прием, который лежит в основании квадратур и разложений 

в ряды Ныютона и в развйтом виде изложен в его сочинении 
„О квадратуре кривых". Однако Лейбниц в это время вряд ли 
мог знать лаже о тех замечаниях и примерах, которые содержа- 

лись в конце ньютонова „Анализа“ (стр. 351) и которые своди- 
лись к тому, зто, как мы сказали бы теперь, результаты инте- 
грирования обнаруживаются диференцированнем. Действительно, 
льденбург в своих письменных сообщениях о содержании этой 

книги, сделанных им уже тогда Лейбницу, ничего не упоминает 
об этом. Возможно, что известия об этом привез Чирнгауз, при- 
ехавший в 1675 г. из Лондона и имевший с Лейбницем разговоры 
на рассматриваемую нами тему: но мы видели. что основная 
мысль появилась у Дейбница уже в 1673 г. 

Несмотря на ясное понимание им этого важного и весьма 

общего применения „результатов диференцирования“ к выводу 
„результатов интегрирования“ прежняя история инфинитезималь- 
вых исследований, в которых квадратуры занимали гораздо более 
видное место, чем определения касательных, побуждала его 
продолжать искать исходного пункта в применении изтегрирова- 
ния или квадратур. Подобно другим более ранним авторам и 
среди них своему главному образцу — Паскалю — Лейбниц стре- 
мится, в частности, обобщить результаты, выведенные из опре- 
делений центров тяжести. Таким образом доказал он, например, 

й - и только что упомянутый результат | у4у = +; у*. Действительно, 
изображенная злесь нами в виде интеграла сумма есть сумма 

моментов разностей @у относительно оси абсцисс. Такой момент 
есть, в свою‘ очередь, разность между моментами 

39+ 8-94 -—Зу, 
двух следуюших друг за другом срденат, СкоГрыЕЕя се эти 
разности в предположении, что первая ордината равна 0, а по- 

1. 
следняя у, получаем > у". 
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Лейбниц пользуется предложением о моментах также для вывода 
различных форм интегрирования по частям, между прочим, той, 

которую мы теперь {ср. Паскаль, стр. 267) записали бы в виде: 
ь ь ыы ь х 

Глуахь уах— [ (уче). 
о $ 5 о 

ь е 
Действительно, интеграл | ху 4х есть момент площади | ух 

$ 5 
ь х 

относительно оси у; интеграл же Г ах Гуах есть момент площади 
о 

относительно прямой х =6. Последнее следует из того, что этот 
момент может быть представлен как двойная сумма произведе. 
ний каждого элемента плошади на все вправо от него располо- 

женные элементы 4х; значит, каждый элемент 4х множится на 
сумму всех влево расположенных элементов площади, что дает” 

х т 
ах Гуах; 

8 
сумма таких слагаемых, т, е. интеграл | ах [у 4х, та- 

в 0 

ким образом, дает момент относительно прямой х = 6. Но сумма 
моментов фигуры относительно этой прямой и относительно оси у 

, 
должна равняться площади фигуры Гуах, умноженной на сумму 

5 
расстояний ее центра тяжести до указанных двух прямых; эта 
сумма, очевидно, равна 0. Отсюда вытекает вышеприведенная 
формула. Полагая в ней лу -=а, Лейбниц вычисляет путем инте- 

трирования по частям | шл 4х. 

Мы пользовались здесь знаками интеграла и диференциала 
только для того, чтобы передать лейбницевы операции на более 
знакомом языке; сам он употребляет в первый раз знак интеграла 
в последнем написанном нами уравнении. Записав сперва урав- 
нение (с 2 вместо нашего у) в виде: 

ошп : = х- ошп ` 2— опт. отп › 2 

{где мы, как и в дальнейшем, заменяем только применяемый им 
знак Г | знаком =), он говорит, что полезно зместо ошп. {„все“) 

писать 1 ‚т.е. писать уравнение в виде; 

фя=дж р-р] 1 

Пока это только более удобный для обозрения способ записи; 
но как раз это обстоятельство позволяет связать с ним опреде- 
ленные правила для простейших операций этого рода, из кото- 
рых составляются остальные. Таким образом Лейбниц сейчас же 
устанавливает известные правила: 

Г м, Груз] 
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и туг же применяет преобразование, которое можно записать в 
виде Че 9) = [и + [ 9. С помощью таких определенных пра- 

вил ему действительно удается, как он сам подчеркивает, с0- 
здать для своих операций особого рода новое исчисление. Из 
правил этого нового исчисления Лейбниц выводит затем празило 
выполнения обратной операции. Он говорит, Что, если мы вычи- 

В р а 
слим |1 -: уа, то мы получаем возможность найти / = =. Обо- 

и ему полобиые были вскаре заменены Лейбнипем 

на @(уа). “В другом месте Лейбниц говорит: „@х это то же, 

г. т. е. разность между двумя ближайшими х“. Таким об- 
у 

разом ее есть диференциал величины уд. То, что он приравнен 

конечной величине [, является следствием несовершенства сим- 
вола интеграла [ {; сам Лейбниц скоро перешел к тому обозна- 

чению интеграла, которым мы пользуемся и поныне. Как мы 
сказали выше (стр. 398}, для Лейбница существенно различие 
между независимой и зависимой переменной, так что под симво- 

лом. Гон разумеет сумму значений |, взятых через равные про- 

межутки независимой переменной (подразумевается умножение 
на постоянную величину бесконечно малой разности аргу- 
ментов). 

В том случае, когда в интеграле, который мы записали бы 

| уёх, величина х не является независимой переменной, Лейбниц 

применяет запись уг, так что роль 4х играет символ 2. Таким 

оЭразом Лейбниц в своей первоначальной символике интегриро- 
вания как бы принимает диференциал независимого переменного 
{=} за новую единицу, и потому символ | уг переходит в символ 

[у. К каким неудобствам приводит это введение вто- 

рой единицы, можно видеть из приводимого ниже при- 
мера- 

Свою символику Лейбниц применяет к решению ряда обрат- 
ных задач на касательные, 

Первой из них является задача о нахождении кривой, под- 
чормаль к которой (%) обратно пропорциональна ординате (5), 
так что 

к 
ь 

Лейбниц ссылается на результат, который, по его словам 
Зыл им найден ранее и котОрый он записывает в виде: 

26 цейтен, Гстовил математики. + 
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Отсюда, говорит Лейбниц, вытекает, что 
„ 

= 
з 

(весь следовало бы записать 12 = >). 

Но из квадратуры треугольника следует, что 
у 
за =У 

у м 
{приу отсутствует множитель з вероятно, потому, что Лейб- 

ниц считает у независимым переменным). 

Следовательно, 
2 у. 

Из данного уравнения получается 
м _ 
у =» 

или 

Отсутствие множителя (4у} в правой части равенства неё ме. 
шает Лейбницу получить затем правильный результат, выводя из 

уравнение 

где @ — множитель, который введен „для однородности“ (исход- 
ное уравнение было задано в неоднородной форме). 

Итак, искомое уравнение кривой есть 

Так как, вследствие подобия треугольников, лежащих в основе 
и Чу 

лейбницева определения касательных, ФУ, то приведенное 

решение, очевидно, равносильно следующему. Данное уравнение. 
можно написать в виде 

или, по разделении переменных, в виде: 

у?ау = Бах, 

откуда к получается результат. Лейбниц ставит себе в особую- 
заслугу, что он находит этот результат, принимая за независи- 
мое переменное не х, а у; мы уже отмечали (стр. 398), что для’ 
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него этот переход был не таким простым, каким он является 
теперь для нас или каким он был для Барроу, имевшего дело с 
более простыми задачами. Переход этот ведет с собою у Лейб- 
ница даже изменение в применении обозначений; следовало бы и Вр 
ждать, что под :] г он должен бы был понимать наш 25 4х, 

тм 
тогда как у него это обозначает здесь а/к ау. 

Сделанное нами сравнение первоначального решения Лейбница: 
с тем, что теперь так ясно для нас именно вследствие примёене- 
ния его же собственной и им же усовершенствованной символики, 
позволяет нам лучше понять, как он пришел к ней. Она вырабо- 
талась частью в результате полного решения задач такого рода, 

частью в результате напрасных попыток достичь чего-либо по- 
добного эзменою переменных в уравнениях, в которых перемен- 
ные не разделяются, частью благодаря систематическому изуче- 
нию самого символического языка. Так, мало-по-малу, Лейбниц 
пришел к введению диференциала независимой переменной под 
знаком интегрирования. Точно так же ему должно было стать 
ясным, что легче всего установить празила новых исчислений 
в первую очередь для диференцирования и уже потом из них 
вывести правила интегрирования. 

Ко времени окончания переписки между Лейбницем и Ньюто- 
ном {1670-1677 когорая велись чхрез Оиьденбурла, Лейбниц 
уже усовершенствовал свою символику и вывел правила дифе- 
ренцирования. В ответ на сделанные Лейбницем Ольденбургу 
сообщения о своем ряде для агс {< х он получил несколько крат- 
ких указаний о том, что этот ряд уже ранее найден был Грегори, 
и вообще о разложениях в ряды Грегори и Ныотона. Большие 
подробности узнал он от одного пра из Англии путе- 
шественника. Тогда он попросил Ольденбурга дать ему более 
полные сведения. Коллин, через которого осуществлялись сно- 
шения между Ныотоном и Грегори, послал ему при посредстве 
Ольденбурга ценное сообщение о последних работах недавно 
скончавшегося Грегори, а несколько позже Ньютон написал свои 
уже разобранные нами (стр. 352—361) подробные письма. Лейбнии, 
как мы, судя по всему, должны предположить, был вполне в состо- 
янии оценить богат.тво содержания этих писем; это доказывается 
и его ответами на письма Ньютона. Он оказался в состоянии 

даже высказать правильные догадки о методах, о которых гово- 
рится в анаграммах (стр. 66). Это было для него возможно, 
с одной стороны, потому, что Ньютон прямо дает указания на 
т0, для чего примевяются эти методы, с другой — потому, что, 
соединяя свое собственное с полученным от Ныотона, он 
в каждодневной своей работе усваивал методы, с помощью ко- 
торых можно достичь того же. 

Из писем Ньютона и из позднейшего ознакомления с „Ана- 
лизом“ Лейбниц получил полное представление о результатах 

и методах Ньютона, относящихся к разложению функций, опре- 
28* 
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деляемых алгебраическими уравнениями, в бесконечные ряды, 
к разложению интегралов этих функций, к обращению образован- 
ных таким образом рядов и к применениям этих методов к раз- 
ложению логарифмических и показательных, круговых и тригоно- 

метрических, а. также некоторых других функций. Указания 
Ньютона дали, сверх того, Лейбкицу повод к высказанной им 
в своем втором письме догадке, что Ньютон применяет ряды 
и к решению обратных задач на касательные, пользуясь и здесь, 
как и при других разложениях, методом неопределенных коэфи- 
цнентов. О том, что догадка эта была справедлива, мы знаем 
не только из появившегося лишь значительно позже „Метода 
флюксий“; этот ныютонов прием стал известен в том же году, 
как и лейбницев. Ньютон изложил его, сопроводив свои поло- 
жения поясняющим примером, в 1692 г. в письмах к Валлису, 
опубликованных последним в 1693 г. Сообщение это, однако, не 
произвело впечатления на тех математиков, которые были уже 
знакомы с диференциалами Лейбница. Несмотря на свидетельство 
расшифрованных теперь анаграмм, они не могли поверить, что 
Ньютон уже задолго до этого располагал средством для полу- 
чения этих результатов — методом флюксий. Одновременное со- 
обшение Лейбница о применениях того же метода разложения 
в ряды, помещенное в „Асёа Ега4Йогит“ за 1693 г., привлекло 
внимание этих математиков в гораздо большей мере. В статье 
этой Лейбниц дает новые и более простые доказательства сооб- 
щенных ему в 1676 г. Ныотоном разложений в ряды перечислен- 
ных выше простейших трансцендентных функций. 

Лейбниц находит например, разложение в ряд числа, соот- 
ветствующего данному логарифму, или, как мы говорим, пока- 
зательной функции, принимая, предположительно, что 

азии... 

Получаемое из определения логарифма диференциальное ура- 
внение ” 

их 
Фа у 

дает тогда тождество: 

а тура... а (+ 2ту + Зту? +...) 

из которого находятся козфициенты & т, м,... 
Указания, сделанные Ньютоном во втором письме относи- 

‘тельно алгебраических функций, интегрируемых в конечной форме 
(кривых, квадратура которых имеет конечную форму, стр. 361), 
должны были быть очень интересны Лейбницу, который легко 
мог тогда проконтролировать их правильность путем диферен- 
цирования. Хотя он и не располагал, как мы теперь, поздней- 
шим подробным изложением, данным Ньютоном в „Квадратуре 
кривых“ (стр. 362), он, однако, сразу же понял, что результат 
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этот получается оттого, что ряды обрываются сами собою и что 
Ньютон поэтому прав в том, что указанные им случаи являются 
единственными. Он предоставляет Ньютону как тому, кто может 

сделать это скорее всякого другого, решить, можно ли устано- 
вить общие ` признаки, позволяющие заранее судить, будет ли 
иметь место обрыв ряда. Это свидетельствует об упоминавшемся 
нами интересе его к вопросу о разграничении между алгебраи- 
ческими и трансцендентными функциями (стр. 394). Метод Ньютона 
совпадает, впрочем, с методом, найденным в общих чертах им 
самнм (стр. 399). О своем методе оп сделал Ныютону через Кол 
лина письменное сообщение вскоре по отъезде из Лондона и еще 
до получения второго письма от Ньютона, содержащего указа- 
ния относительно квадратур, о которых идет речь. 

Особенно надеялся Лейбниц произвести впечатление на Нью- 
тона сообщением, что он обладает методом для решения обрат- 
ных задач на касательные. Он, однако, обманулся в своих ожи- 
даниях, так как Ньютон, по крайней мере после первого письма 
Лейбница, склонен был, видимо, думать, что лейбиицев прием 
решения таких задач ведет не дальше, чем прием Барроу. По- 
этому он ограничился тем, что в последней из своих анаграмм 
(стр. 66) указал два метода, которыми он сам пользовался при 
этом; как мы только что указали, Лейбниц правильно разгадал 
один из них — разложение в ряд с помощью метода неопределен- 
ных коэфициентов. То же письмо Ньютона содержит, однако. 
важное сообщение, что глазная причина, по которой он не хочет 
пока опубликовывать свою теорию флюксий, заключается в том, 

что он недоволен еще своею трактовкою задач, не сводящихся 

к квадратурам. В качестве примера задач, для которых такое 
сведение возможно, он указывает (в геометрической форме) на 
такие, которые содержат только одну переменную. 

Конечно, Лейбниц, по крайней мере тогда, когда он отвечал 
на второе письмо Ньютона, мог бы свести к квадратурам значи 
тельно больщее число обратных задач на касательные, чем Бар- 

роу, так как его правила диференцирования поззоляли ему зна- 
чительно быстрее видеть, можно ли образовать заданное выра- 
жение путем диференцирования или нет. Так, после того как он, 
пользуясь своими подобными треугольниками (которыми поль- 
зовался также и Барроу}, записал одну из предложенных ему 

в геометрической форме задач с помощью уравнения 

его знание диференциала произведения позволило ему заклю- 
чить, что @ (ху) = У(х) ах,чем былс лостигнуто сведение к квад- 
ратуре. То, что мы обозначили здесь через /(х), Лейбниц изобра- 
жает в своем письме с помощью ряда. 

Наибольшую важность в этих письмах Лейбница, как по от- 
ношению к решению обратных задач на касательные, так и во. 
всех других отношениях, представляет сделанное в начале его вто- 
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рого письма (1677) сообщение об его употреблении знака диферен- 
цирозания 4 и о простейших и потому важнейших правилах опера- 
ций, связанных с этим символом. Лейбниц определяет диферен- 
циалы 4х и 4у как бесконечно малые разности между следую- 
щими друг за другом значениями хи у, не давая более точного 

пояснения этого понятия. Он дает правило образования диферен- 
циала степени и произведения и, в связи с ним, правило дифе- 
ренцирования целой рациональной функции Х и у или уравне- 
ния, получаемого приравниванием такой функции нулю. Он пока- 
зывает, что правило Слюза для определения касательных выте- 
хает отсюда как следствие, но вместе с тем замечает, что его 

собственный мётод применим и при наличии более чем двух 
переменных, а также при наличии радикалов. Последние Лейб- 
ниц трактует в согласии со сделанными Ньютоном в его первом 

письме замечаниями об употреблении дробных показателей 
в биномиальной формуле. Правило его для диференцирования 
корня содержится, таким образом, в формуле 4х 1 

} 
То обстоятельство, что при применении ее к случаю 2 = = 

„Лейбниц делает ошибку, может быть объяснено тем, что он, же- 
лая держаться в данном случае ближе к Ныютону, выполняет 
операцию не так, как привык это делать; более ранние его запи- 
<ки свидетельствуют, что он умел диференцирозать и корни 
и дроби. Лейбниц совершенно основательно находит подтверж- 
дение соответствию своего метода с незнакомым ему ныотоно- 
вым в том, что его метод, так же как и ньютонов, может быть 
обратно применен к квадратурам. 

Мы видим отсюда, что у Лейбница к этому времени основы 
его диференциального исчисления были совсем готовы. Встает 
вопрос, как раньше по отношению к Ньютону: почему он медлил 
дать этому метолу более широкое распространение? Письмо его 
было предназначено в первую очередь для Ньютона, который, 
как знал Лейбниц, владел подобным же методом; однако он 
должен был предполагать, что оно будет показано и членам 
Королевского общества, которые, возможно, были знакомы 
и с методом Ньютона. Пока он прежде всего ‘ждал ответа от 
Ньютона с сообщениями о сего методе; Ньютон, однако, ему не 
ответил. Как ни ясно было самому Лейбницу значение его мето- 
да, он все же не мог рассчитывать на полное признание со сто- 
роны других, пока он не подготовил его еще надлежащим обра- 
зом к опубликованию и не мог еще подтвердить его важность 

новыми результатами его применения. Такая подготовка требо- 
вала большой работы; Лейбниц же, переехав в 1677 г. в Ган- 
новер, был там чрезвычайно загружен делами, связанными со 
службой. Досуг, который он находил для собственных работ, он по- 
свяшал философским и другим математическим вопросам, высту- 
пившим на передний план, когда обработка диференциального 
исчисления была раз отодвинута. Надо помнить при этом также, 
что опубликование готовых работ производилось тогда не столь 
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быстро, как теперь, Нам нет даже надобности оглядываться 
назад и вспоминать, сколько времени оставалась ненапечатанной 
большая часть работ Ферма Собственное сочинение Лейбница 
об арифметической квадратуре {стр. 392). которое было уже у него 
готово к печати до переезза его в Ганновер, вообще никогда не 
появилось полностью, и нам пришлось передавать содержание 

заключавшихся в нем исследований по запискам Лейбница и по 
кратким сообщениям, частично относящимся к более позднему 
времени. 

Мы не знаем, какая из этих причин больше всего способство- 
вала отсрочке. Мы отметили их лищь для того, чтобы показать, 
что нет надобности прибегать к гипотезе, которая могла иметь 
место по отношению к итальянцам начала ХУ[ в, но которую 
часто пытаются применить без достаточных оснований также 
«к Ныютону, Лейбницу и другим математикам следующего столе- 
тия. Мы имеем в виду предположение, что авторы сохраняли 
в тайне свои методы, чтобы произвести тем большее впечатление 
своими результатами. Этим предположением хотели объяснить 
также то обстоятельство, что Лейбниц в первом опубликованном 
им сообщении, сообщая о своем символе диференциала, не упо 
минает одновременно и о своем символе интеграла, словно бы 
символ без пояснения его применения и мотивировки его целе- 
<ообразности мог иметь какое-нибудь значение; а для такого 
пояснения Лейбниц зряд ли мог бы найти место в первом опу. 
бликованном им сообщении о диференцировании (в „Ас{а Вги4н- 
{огши“ за 1684 г.) } 

В сообщении этом Лейбниц принимает за диференциал @х, 
‘соответствующий одной из переменных величин 1х}, совершен- 
но произвольную величину, диференциал же @у величины у, из- 

меняющейся вместе с х, определяется как вах, где 5, — подкаса- 

тельная к кривой, абсцисса которой есть х и ордината у. 
Таким образом Лейбниц получил возможность не пользоваться 
неопределенным {ипёеншеце) понятием бесконечно малой велн- 
чины; судя по некоторым дошедшим до нас запискам, он тогда 
еще не решался сделать это, так как вряд ли мог ждать, что 
это понятие будет принято без дальнейших пояснений. Данное 
Лейбницем определение примыкает к данному Ферма методу 
определения касательных (стр. 322) и указывает, таким образом, 
на то, что диференциалы применимы повсюду там, где приме- 
нялся метод Ферма. Фактически повятие диференциала вполне 
совпадает с ньютоновым понятием флюксии (которого Лейбних 
тогда не знал), так как флюксия одной из переменных также 
может быть выбрана по произволу (стр. 348). р 

Во введенном здесь алгорифме Лейбниц дает формулы для 
образования диференциала постоянной величины, суммы, произ- 
ведения и частного, а затем для образования диференциала 
степени и корня. Для того чтобы правила можно было приме- 
мять возможно более непосредственно, он избегает здесь упот- 
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ребления дробных и отрицательных показателей. То обстоятель- 
ство, что Лейбниц, в противоположность Гудде и Ньютону, ке 
обозначает буквами величины вместе с их знаками, заставляет 
его в выражении для диференциала частного ставить двойной 
знак, что излишее затрудняет применение этого правила, особенно 
к выражениям, содержащим несколько частных. Коротко и ясно 
установлены правила, позволяющие по знаку диференциала {4%) 
зависимой переменной определить, возрастает она или убывает, 
так же как по знаку второго диференциала (449) судить о во- 
гнутости или выпуклости кривой изображаемой уравнением 
межлу х и т. Благодаря этому становится возможным различать 
между собою определяемые условием 4% = 0 максимумы от ми- 
кимумов; отсюда же следует, что условие 449 =0 определьет 
точки перегиба (стр. 324 и 372), 

Особую важность представляет для Лейбница то обстоятель- 
ство, что его правила можно применять и не освобождая предва- 
рительно уравнения от иррациовальностей. Среди его примеров 
мы встречаем также такие, в которых это преобразование 
значительно усложнило бы вычисления; сюда относятся задача 
Ферма о преломлении лучей (стр. 322) и определение касатель- 
ной к геометрическому месту точки, сумма расстояний которой 
от 6 точек прямой имеет данную величину. 

В то время как применения диференциалов непосредственно 
следуют из их определения, для доказательства самых правил 
Лейбкиц апеллирует к тому обстоятельству, что диференциалы 
4х, Чу, @2,...можно считать пропорциональными мгновенным 
приращениям величин л, у, 2,..., или их мгновенным уменьше- 

ниям. Уменьшения он должен оговаривать особо вследствие 
упомянутой неполноты его буквенной символики?. Указанный 

1 Таким образом мы видим, что Лейбниц, как и Ньютон, на самом деле не 
обошелся без „неопределенных“ бесконечно малых величив, как несколько выше 
утверждалось Чейтеном. Как и Ньютон (ем. примечание на стр. 365), Лейбниц 
з определении основных понятий избегает необходимости явно говорить о беско- 
вечно малых величинах. Как и Ньютон, он руководится при этом желанием избе- 
жать тех нареканий, которые могло бы вызвать введение бескокечно налых. Как 
и Ньютон, он вынужден. однако, изгнав бесконечно малые через дверь, впустить 
их через окно. Разница между ним и Ньютоном состоит в том, что Иьютон при- 
бегает к помощи интуиции, апеллируя х кинематике (флюксия как скорость), Лей5- 
виц же опирается на интувцию геометрическую (касательная). Разница состоит и 
в том, что Лейбниц, исходя из общих своих философских устаковок, считал бес- 
конечно малые величины существующими в сверхчувственном нире, и эту пози- 
цию впоследствии развивал более решительно, Ньютон же начаа с решительного 
заявления, что он „НЕ боится говорить о бесконечно малых линиях“ (в „Анализе“), 
и кончил отрицанием существования бесконечно малых линий, заявив что в ма“ 
тематике недопустины даже самые малые ошибки (в „Квадратуре кривых"). 

Нетрудно видеть, что лейбкицево определение диференциала является прс- 
образом современного огределения диферекциала функции (как произведения 
производной на произвольное, вообше говоря, конечное приращение независимой 
деремеяной). Только вместо интуитивного понятия касательной в современное 
определение входит понятие препела (производная функция). Но в то время как 
современное диференциальное исчисление есть по существу исчисление преде- 
лов, лейбницево диферекциальное исчисление есть исчисление „мгновенных 
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прием вполне соответствует тому, который лежит в основе нью- 
тонова понятия флюксии; действительно, у Ньютона время пред- 
ставляет собою вспомогательную величину, которою можно рас- 
поряжаться по произволу (стр. 348). Если воспользоваться этим 
приемом, то, как отмечает и сам Лейбниц, полное доказатель- 
ство данных им формул диференцирования для тех, кто владел 
такого рода вопросами, т, е. был знаком с методами Ферма, Бар- 
роу и Грегори, не представляло особых трудностей. 

Не надо поэтому в лейбницевых формулах диференцирования 
искать ‘прежде всего новых результатов. Своим основным зна- 
чением для всей математики последующего времени обязаны они 
иным обстоятельствам — тому, что они так ясно сформулированы, 
тому, что они выставлены Лейбницем в качестве общего исходного 
пункта для всех инфинитезимальных исследований, тому, нако- 
нец, что связь их с символикой делает их основой исчисле- 

ния, с помощью которого можно производить разнообразные 
инфинитезимальные исследования таким же образом, как иссле- 
дования анализа конечной величины с помощью буквенного исчис- 
ления. р 

Сам Лейбниц отмечает это значение, говоря в конце своего 
краткого сочинения о начале „значительно более высокой гео- 
метрии“ („веотеша шицйо зцЫйп:ог“). В качестве примера он 
применяет свой метод к задаче де-Бона. Он указывает этим на 
обратные задачи на касательные, которые принимают теперь вид 

диференциальных уравнений. Напротив, он оставляет здесь без 
рассмотрения применения к квадратуре и не имеет поэтому слу- 
чая воспользоваться своим знаком интеграла и связанными с ким. 
правилами, вытекающими из его правил диференцирования. Сам 
он, как мы знаем, частично нашел первые из них раньше, чем. 

приращений“. И именно, последовательное проведение этой точки зрения обес- 
печило Лейбницу роль вождя новой математики, каким он фактически был не 
только при жизни, но через свои работы и через своих учеников еще долгое 
время после смерти. Я сказал, что в работе 1684 г. Лейбниц избегает в опреде- 
лении явно говорить о бесконечно малых и ссылается на интуитивное понятие 
касательной. Но в той же работе, покончив с официальной частью, впустив 
затем через задний ход понятие мгновенных приращений, он вновь возвращается 
затем к вопросу о том, что же такое касательная, и зщесь говорит: „найти каса- 
тельную — это значит провести прямую. соединяющую две точки кривой, расстоя- 
ние между которыми бесконечно мало, или же провести продолженную сторону 
бесконечноугольного многоугольника, который для нас равнозначащ данной 
кривой“. Таким образом сам Лейбниц не мог не видеть (вся работа написана. 
очень сжато и чувствуется, что каждое слово в ней взвешено), что в его трак- 
товке бесконечно малые величины играют существенную, основную роль. Тем 
более странно, что этого не уснатривает не только Цейтен, но и другие исто- 
рики. Так. в „Хрестоматии по истории математики“, вып, 1 (русский перевод 
А. П. Юшкевича, ГТТИ, 1932, стр. 98) Г. Вилейтнер, комментируя отрывки из 
лейбницевой работы 1684 г., пишет: „Позднее Лейбнги н его последователи стали 
обозначать через 4х, Чу ит. д. самые эти („мгновенные“) приращения. Это вы- 
звало тогда, а затем и позднее, ряд не всегда справедливых упреков по их адресу. 
На самом деле то, о чем думал Лейбниц, есть то же самое, о чем думаем мы, 
совершая переход к пределу...“ 

Прим. ред. 
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последние. Тем легче ему было связать их с правилами диферен- 
цирования задним числом, после того, как он решил принять за 
исходный пункт диференированис Среди относящихся к этому 
времени рукописей Лейбница имеется набросок сочинения, содер- 
жащего среди другого также начальные основы интегрального 
исчисления. Значение правил диференцирования для выполнения 
квадратур должно было быть, впрочем, ясно всем тем, кто был 
знаком с сочинением Лейбнипа, пометенным в том же журнале 
за 1682 г., где он пользуется нахождением касательных для того, 
чтобы найти квадратрису кривой или доказать, что квадратуру 
ее нельзя получить алгебраически. Сочинение его, появившееся 

в 1684 г., закладывает поэтому основы не только диференциаль- 
ного исчисления, но, соответственно сказанному, и интегрального. 
Так как исходный пункт был взят надлежащим образом, то те- 
перь математикам оставалось только итти в инфинитезимальных 
исследованиях далее вперед по тому пути, который был наме- 
чен как задачами, уже поставленными прежде, так и теми, 
которые возникли благодаря новым средствам исследования 
и тому значительному облегчению, которое они с собой принесли. 

13. Начало нового периода з истории математики. 

Небольшое сочинение Лейбница, появившееся в 1684 г., поло- 
жило действительное начало исчислению бесконечно малых, дав 

правила, которые были достаточно просты для начала и комби- 
нация которых давала возможность дальнейшей работы. Оно 
открывает собою поэтому новую эпоху в историй математики. 
Сам Лейбниц уже ранее очень широко ставил и разрешал гораздо 
большее число вопросов исчисления бесконечно малых, чем то, 
которое содержится в работе 1684 г. Как путем изучения лите- 
ратуры, так и путем письменного и личного общения с другими 
математиками он усвоил существовавшие тогда методы {частично 

также и ныотоков) и основательно и самостоятельно перерабо- 
тал их. Благодаря этому он сразу же смог быстро и уверенно 
двигаться вперед от нового своего исходного пункта. Весь пред- 
шествовавший расцвет инфинитезимальной математики, так много 
давший и самому Лейбницу, сделал атмосферу настолько благо- 
приятной, что он довольно скоро нашел сотрудников, энергично 
принявших участие в дальнейшей работе. Из всех современных 
ему математиков Лейбниц в наибольшей мере является лицом, 
< именем которого связано начало новой эпохи, не только потому, 
что наиболее значительные работы начала новой эпохи былин 
созданы на основе введенных Лейбницем форм и, в свою очередь, 
ходействовали развитию последних, но и потому, что лейбницевы 
формы — это те, которыми мы пользуемся и поныне. Однако из 
только что сказанного ясно, что мы не должны забывать и о дру- 
гих, которые тоже умели достигать подобных же результатов 
и пользовались при этом подобными же соображениями; их ме- 
тоды не получили, правда, такого же формального развития, как 
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лейбницевы, но они все же содействовали подготовке его более 
целесообразных форм. Об этих исследователях мы говорили уже 
в предыдущем; одного из них мы должны, однако, назвать еще 
раз особо, так как он наряду с Лейбницем наиболее непосред- 
ственно участвовал в создании математики нового времени, это— 
Ньютон. Существенная доля его вклада состоит в его общих 
методах разложения в ряды, с помощью которых функции полу- 
чают существование, независимое от геометрического их пред- 
ставления, и которые необходимы для вычисления функций, по- 
лучаемых путем интегрирования. Лейбниц был не единственным, 
кто познакомился с этими ‘методами из сообщений Ньютона; 
другие также знакомились с ними теми или иными путями. Зна- 
комство это не распространяется, однако, на те работы Ныютона, 
в которых излагалась общая теория флюксий. Эти работы при- 
вадлежат, конечно, всецело предшествующему времени, и потому 
мы дали им место в нашей книге; но известны стали они лишь 
в следующем столетии, причем частично лишь довольно поздно. 
В ХУШ в. они приобрели значение, подобное тому, какие сочи- 
нения древних имели к началу кового времени, когда с ними 
постепенно знакомились все более обстоятельно: несмотря на то, 
что опубликованы эти работы Ньютона были значительно позд- 
нее появления работ Лейбница, ознакомление с ними принесло, 
зарялу с тем. чта была уже получена метолами Лейбнипя, так- 
же много новых результатов и импульсов. Особенно плодотворно 
было их действие на родине Ньютона, где — прежде всего, конеч- 
но, из националистических соображений — еще долго пользова- 
лись созданными‘им формами даже тогда, когда в других ме- 
стах лейбницнезы получили уже общее распространение, 

Одна из работ Ныотона была, однако, опубликована уже к 
началу нового периода, и, каряду с созданием диференциального 
исчисления, ознаменовала собою грань между старым и новым; 
это были „Начала“. Выполняемые в них в косвенной форме 
интегрирования диференциальных уравнений мы уже разбирали. 
Овладение „Началами“ с точки зрения нового исчисления беско- 
нечно малых, стремление дать решенным в них задачам по меха- 

нике формы, соответствующие этому исчислению, а впоследствии 
продолжение ньютоновых исследований могли на долгое время 
обеспечить математической работе, введенной .Лейбницем в целе- 
сообразные формы, соответствующее содержание. 

Лейбницевой работой 1684 г. и „Началами“ Ньютона (1687) 
заканчивается период, которым мы занимались в настоящей книге, 
и начинается новый. Переворот, связанный с именем Лейбница, 
заставляет вспомнить о действии, произведенном „Геометрией 
Декарта. Правда, Декарт ввел лишь немкогие отдельные но- 
вые обозначения, но он чрезвычайно расширил поле применимо- 
сти символических операций (стр. 200); благодаря этому сама 
алгебра и вместе с нею ма‘ематический анализ смогли принять 
вид буквенного’ исчисления; таким же образом Лейбниц при по- 
мощи введенных им самим символов дал вид исчисления анализу 
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бесконечно малых. Мы можем поэтому повторить применительно 
к произведенному им перевороту большую часть замечаний, сде- 
ланных нами уже (на стр 2 п сл.) по поводу действия, 
произведенного „Геометрией“ Декарта. Сходство проявляется 
также и в том отношении, что и там и тут гораздо большее 
внимание уделялось дальнейшему развитию новых методов и при- 
менению их к получению новых результатов, чем логическому их 
обоснованию. Инфинитезимальные исследования также строились 
раньше на испытанной логической основе, которая была унасле- 
дована от древних и которую част+ю применяли и к новым ис- 
следованиям, прибегая в случае необходимости к доказательству 
методом исчерпывания. Эту логическую строгость древних ста- 
рается сохранить и Ньютон, устанавливая в взодной главе „На- 
чал“ правила предельного перехода. Лейбничева же форма изло- 
жения и методы рассуждений удалялись от этой традиции, и 
потому они требовали создания новых логических опорных 
пунктов. Математики, однако, полагались на беглость, с кото- 
рой постепенно приучались выполнять эти операции, и на оче- 
видную правильность множества полученных результатов и не 
заботились дальше о принятии нужных мер предосторожности, 
Говорили с бесконечно малых величинах и оперировали с ними, 
не ограничивая точно этого понятия, а вместе с тем и тех опе- 
раций, которые можно производить при помощи этих величин 
с полной уверенностью; в скором времени вошли в употребле- 
ние всяческие вычисления с величинами, изображаемыми с по- 
мощью бесконечных рядов, причем не ставился даже вопрос о схо- 
димости этих рядов, ит. п. Вели не говорить об отдельных 
изолированных попытках, то серьезно за работу обоснования ана- 
лиза, становившутюся все более необходимой, взялись лишь мате- 
матики начала ХХ в. — Гаусс, Коши и Абель, в свою очередь 
начавшие новую эпоху в истории математики. 

Укажем здесь еще одну черту сходства. Аналитическая геомет- 
рия Декарта тотчас же получила обильный материал для разра- 
ботки, так как она должиа была доказать и решить на своем 
языке многочисленные предложения и задачи из античного уче- 
ния о конических сечениях. Бели часто алгебраическая форма из- 
ложения давала лишь новое одеяние применившимся и раньше 
зависимостям, то, сверх того, эта форма и связанный с нею но- 
вый взгляд на вещи должны были вести и к новым вопросам, 
которые теперь должны были стать предметом исследования. 

Таким же образом диференциальное и появившееся вскоре за ним 
интегральное исчисления получили в скором времени богатый 
материал, так как они могли начать с возвращения ко многим 

зифинитезимальным вопросам, разрешенным великими математи- 
ками недавнего времени. Во многих случаях новая трактовка 

ограничивалась переводом на новый язык (таким переводом мы 
старались в предыдущем облегчить современным читателям 
обзор мыслей прежних математиков). Но, с другой стороны, та 
новая точка зрекия на предмет, которая позволила Лейбницу и его 
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последователям привести к единообразному и более простому 
виду исследования предшественников, эта новая точка зрения 
дала возможность не только усоверщенствовать сам метод, но 
также ставить новые вопросы и их разрешать.’ 

Начало ХУШ в застает математику в состоянии быстрого раз- 
вития, продолжающегося уже 15 лет. Эти последние 15 лет 
ХУП в. должны поэтому естественно рассматриваться в истории 
математики ХУШ в. Нам поэтому нет надобности особенно вда- 
ваться в инфинитезимальные исследования этих 15 лет. Ограни- 
чимся кратким обзором их содержания, который покажет нам, как 
хорошо удалось Лейбницу взяться как раз за то, что было нужно 

и Чт> тогда можно было использовать. Обзор этот может быть 
очень сжатым, так как исследования принимают теперь знакомый 
нам в настоящее время вид, и мы сможем без особых пояснений 
понять, каким путем получены соответственные результаты. 

Прежде всего мы, однако, упомянем о нескольких работах, по- 
явившихся в Англии и ближе всего примыкающих к 'Ньютону и 
его предшественникам. Вышедшее в 1685 г. сочинение жившего 
в Кэмбридже шотландца Джона Крэга (Тоби Ста) свидетельст- 
вует, что в Англии уже было. обращено внимание на появившу- 
юся в предыдущем году работу Лейбница и что не один Ньютон 
понимал здесь значение нового исчисления для квадратуры или 
интегрирования, на которое Лейбниц тогда еще не дал ука- 
заний. Краг применяет для нахождения крагратур лифепенциро- 
вание, пользуясь некоторыми из тех форм, в которых выражает 
свое предложение о взаимно обратной зависимости Барроу (стр. 342 
и345). Следуя Ньютону, Крэг применяет также разложения в ряды, 
не получая, однако, новых существенных результатов. У Лейбница 
особенно удивляет его непосредственное диференцирование ир- 
рациональных величин. Собственное его обратное применение ди- 
феревнцирования к интегрированию не идет далее получения 
результатов, имеющихся уже у Ферма и Валлиса (их квадратуры 
парабол с дробными показателями). Применение метода неопре- 
деленных коэфициентов, служившего основой ньютонова разло- 
жения в ряды, было изложено в 1697 г. в журнале Лондонского 
королевского общества („РЫЙозорса1 ТгапзасНопз“) жизшим в 
Англии французом Моавром (4е Мое}. Более оригинальными 
являются способы разложения в ряды, принадлежащие Галлею 

{1695), применившему их к вычислению логарифмов и антилога- 
рифмов. 

Обращаясь теперь снова к работам Лейбница и его школы, 
заметим прежде зсего, что в случае, если нами не сделано дру- 
гих указаний, они помещены в „Ас Ега@Иогит“. Различные 
ветви исчисления бесконечно малых мы рассмотрим отдельно, 
начав с диференциального исчисления и его приложений к гео- 
метрии. Сам Лейбниц начал с этого в 1684 г. В 1686 г. он зани- 
мается соприхасающимся кругом и применением его к измере- 
нию кривизны; он принимает, однако, ошибочно, что такой круг 
имеет в общем случае 4 совпадающих точки пересечения с кри- 
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вою. Ошибка эта была в 1692 г. исправлена Яковом Бернулли, 
доказавшим, что в общем случае таких точек имеется лишь 3. 
В 1691 г. Я. Бернулли решил ряд различных инфинитезимальных 
задач, связанных с некоторою кривой, заданной в полярных коор- 
динатах. Рассматривая так называемую „параболическую спираль“, 
имеющую уравнение 

(@—=м 
{где ги — полярные координаты, ан ф — постоянные), Бернулли 
определяет для нее не только касательные, площадь сектора 
и длину Дуги, но и точки перегиба. При последнем определении 
он пользуется тем обстоятельством, что отрезок, отсекаемый 
на неподвижном луче касательной в точье перегиба, имеет мини- 
мальную длину. В добавлении он передает на языке диференциаль- 
ного исчисления гюйгенсово определение радиуса кривизны 
кривой, отнесенной к прямоугольным координатам. Несколько 
позже (1694) он находит таким образом для радиуса кривизны 
выражение 45? : (@х ау). Мы видим, что Бернулли имел случай 
проверить упомянутое выше утверждение Лейбница и усмотреть 
его ошибочность. Он опровергнул это утверждение, с одной 
стороны, графически, рассматривая, как может осуществляться 

слияние точки пересечения кривой и касающегося к ней круга 
с точкой соприкосновения, с лругой стороны, — путем вычисле- 
ния для того случая, когда кривая — парабола. Требующееся 
при этом определение равных корней уравнения Яков Бернулли вы- 
полнял, как это уже раньше делал в других исследованиях его брат, 
путем указанного Гудде (стр. 318) умножения коэфициентов на 
члены арифметического ряда, — приема, который теперь может 
быть легко обоснован с помощью диференциального исчисления. 
Лейбниц, ценивший в Якове Бернулли единомышленника, не :а- 
хотел, однако, признать свою ошибку и ограничился Довольно 

поверхностным возражением; это заставило рнулли снова вер- 

нуться к вопросу. В этой дискуссии Бернулли сделал очень об- 
стоятельные разъяснения относительно различия между сопри- 
косновением четного и нечетного порядка; эта дискуссия привела 
также к определению парзллельных кривых. Подобно своему 
брату Иоганну, Яков Бернулли исследовал также каустики (стр. 
384). Свои разнообразные геометрические и оптические исследо- 
вания он применил, между прочим, к логарифмической спирали; 
он обнаружил здесь то весьма интересное обстоятельство, что 

ее эволюты и каустики также являются логарифмическими 

спиралями. 
Эволюты и каустики являются примерами кривых, представ- 

ляющих собою огибающие семейства прямых. Точки касания 
этих прямых с огибающей, как это указывал уже Декарт (стр. 399), 
являются точками пересечения двух следующих друг за другом 

касательных. Это обстоятельство дало Лейбницу повод к совер- 
шенно новому и очень важному применению диференциального 
исчисления — именно к общей задаче нахождения огибающих не 
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только прямых, но икривых линий, уравнения которых содержат 
переменный параметр. Он решает эту задачу так, как. это де- 
лается еще и теперь, путем диференцирования уравнёния пучка 
по переменному параметру. Прием этот Лейбниц развил с полною 
ясностью в 1692 г., ав 1694 г. пояснил примерами. 

Лейбницу мы обязаны также обобщением некоторых основных 
формул самого диференциальногб исчисления, в частности извест- 
ною формулою, аналогичною биномиальной: 

ката кт ур... 

Здесь он в первый раз отмечает число диференцирований не 
повторением @&, как он делал это раньше, & употреблением по- 
казателя при @ (@у равно, следовательно, у). Первоначально эта 
формула была сообщена Лейбницем лишь в письме к Иоганну 
Бернулли (1695). В том же 1695 г. он дает в печатной статье 

формулу: 

доп”) = т" п тада + пт” ат 

и предупреждает, таким образом, в этом отношении обстоятель- 
ные исследования относительно показательных функций, при- 
наллежащие Иоганну Бернулли. 

Благодаря указанным работам диференциальное исчисление 
учили такос и сго гсомстрическис примст 

еще до конца столетия смог появиться труд, представляющий 
общее изложение предмета. Это был „Анализ бесконечно малых“ 
Лопиталя (1696). Мз новых результатов, содержащихся здесь,. 
отметим применение диференцирования к определению пределов 

о 
выражений, принимающих вид 5 ,‚ а также подробное рассмо- 

, 2. 
трение таких точек кривой, в которых = обращается в нуль 

или в бесконечность, а также соответствующих точек эволюты. 
Когда Лейбниц опубликовал свою работу о диференцировании, 

ему, как мы знаем, было вполне ясно то значение, которое имеет 
обстоятельное изучение результатов диференцирования для вы- 
полнения обратной операции, получившей вскоре от братьев 
Берпулли имя интегрировання. Под этим словом понимали как 
интегрирование заданного диференциала, совпадавшее с преж- 
ними квадратурами, так и более общее интегрирование диферен- 
циальных уравнений, с помощью которого решаются более общие 
обратные задачи на касательные. Для интегрирования задакных 

диференциалов уже сам Лейбниц употреблял знак |, введен- 

ный им еще раньше, чем его знак лиференцирования (стр. 400). 

Первый его печатный труд, в котором он применяет символ | 
носит название „Сеотефа гесопаНа“, т. е. „Скрытая геометрия“ 
{1686). Лейбниц отмечает здесь, как важно не забывать писать 
под знаком интеграла множитель &х (диференциал независимой_ 
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переменной). Этого, правда, можно было бы и не делать, так как 
по лейбницевым принципам диференцирования (1685) 4х можно 
положить равным |, когда х есть независимая переменная и, 
следовательно, изменяясь, прирастает на одну и ту же величину; 
однако Лейбниц помнил, конечно, о трудностях, которые воз- 
никали у него в таком случае (стр. 401), в частности, тогда, когда 
ему приходилось вводить новую независимую переменную. В ука- 
занной работе Лейбниц отмечает также, что интегрирование и 
обратные задачи на касательные являются источником получения 
трансцендентных величин (термина „Функция“ он еще нё упо- 
требляет). Он укоряет здесь. как нередко и в других местах — 
Декарта за то, что тот хотел исключить их из геометрии; сам 
он обозначает их особыми буквами и подвергает диференциро- 
ванию. Рассматривает он также изображение их с помощью 
уравнений алгебраического вида с бесконечно большим коли- 
чеством членов; мы уже упоминали (стр. 404) о той удачной 
форме, в которой он выводит разложения простейших транс- 
цендентных функций из диференциальных уравнений. В связи 
с этим отметим, что Лейбниц интересовался определением кривых, 
подчиненных некоторым механическим условиям (о чем речь 
будег итти ниже), между прочим и потому, что они ведут к ме- 
ханическому построению кривых, которые можно применить для 
изображения трансцендектных функций (например, цепную линию 
для изображения логарифмических функций). Правда, в числе 
других уже Барроу применял кривые к изображению безразлично 
как алгебраических функций, так и таких, которые являются 
трансцендентными; Лейбниц, однако, как уже было упомянуто 
(стр. 394), хотел, сверх того, приобрести уверенность в иеалгебра- 
ической природе трансцендентных кривых. 

При таких обстоятельствах легко лонять, что с развитием 
интегрального исчисления стала ощущаться потребность в более 
прямом изображении простейших трансцендентных функций, чем 
старое геометрическое, основанное на зависимости площади от 
абсциссы и, обратно, абсциссы от площади, и в более прямом, 
чем ныотоново, дающее для различных функций разложения 
в ряды. Иоганн Бернулли, особенно содействовавший успехам 
выраставшего интегрального исчисления, начинает подвергать 

показательные и другие родственные им функции прямому ис- 
следованию, связанному сихалгебраическим выражением. Он делает 
это в своем сочинении 1697 г., содержащем, между прочим, весь- 
ма заинтересовавшую Лейбница квадратуру, выраженную по- 
мошью бесконечного ряда и могущую быть представленной 
с помошью позднейшего знака определенного интеграла в виде: 

х р 

Предметом особого внимания служило также интегрирование 
диференциальных уравнений, С диференциальными уравнениями 
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как первого, так и второго порядка математики имели дело 

в геометрических и механических задачах, о которых мы будем 
говорить ниже. Во многих случаях они умели преодолевать труд- 
ности, связанные с интегрированием, как мы видим это, капри- 
мер, в`„Началах“ Ньютона. Теперь, однако, дело уже не огра- 
ничивалось решением отдельных случаев, представляемых отдель- 
ными задачами, и преодолением встречавшихся здесь трудностей. 
Существовавшие теперь правила диференцирования давали воз- 
можность выяснить вопрос, какие имеются общие средства для 
интегрирования и какие классы уравнений можно интегрировать 
с помощью их. Примером может служить так называемое урав- 
нение Бернулли. В 1695 г. Яков Бернулли поставил задачу 
© решении уравнения 

ду + Руах = бу'ах, 

тде Ри О зависят только от х. Лейбниц указал в 1696 г., что 
это уравнение легко приводится к так называемому линейному 
диференциальному уравнению, в котором п —=0, н способ интег- 
рирования которого он уже раньше сообщил своим друзьям; 
такое уравнение интегрировал также Ньютон в „Началах“ (стр. 386). 
Иоганн Бернулли указал в 1697 г., как это преобразование можно 

Н 
в нить с помощью подстановки у=т-”, он дал также спо- 

с0б непосредсгвенного интегрирования уравнения путем подста- 
новки у=и-=, где т и 2— новые переменные, причем 2 он 
выбирает желательным ему образом, 

Сверх того, Иоганн Бернулли уже в 1694 г. отметил значение 
разлеления переменных (как Барроу, стр. 346), а также пытался 
дать общую трактовку диференциальных уравнений 1-го порядка 
и 1-й степени, Он указал, что изображаемые таким уравнением 
плоские кривые образуют совокупность такого рода, что через 
каждую точку плоскости проходит по одной кривой этой сово- 
купности; он определил, сверх того, геометрическое место точек 
перегиба этих кривых. 

Тогдашнее стремление его подвергнуть эту тему всесторон- 
нему рассмотрению с полною ясностью сказывается не только 
в сочинениях его, изданных к концу столетия, но и в переписке 
его с Лейбницем и в нескольких лекциях по интегральному 
исчислению, написанных в Париже, чтобы ввести в курс этого 
предмета Лопиталя, и напечатанных лишь значительно позже. 
Мы можем ограничиться здесь несколькими замечаниями. Из 
вопросов, затрагиваемых в письмах, укажем на преобразование 
уравнений, однородных относительно хи у, с помощью подста- 
човки у=ох=& в уравнения с разделяющимися переменными. 
Бернулли указывает также на интегрируемость уравнений 
вида: 

37 цейтел. Нелария эвтоматяки, 
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В лекциях мы находим пример того, что при новой поста- 
новке вопроса часто приходится бороться с трудностями, кото- 
рые при старой были уже преодолены. Инте:ралы, изображав- 
шкеся раньше с помощью квадратур, были прежде всего опреде- 
ленные интегралы с верхним и нижним пределами. Благодаря 
этому Барроу мог (стр. 346) преодолеть трудность, состоявшую в 
том, что одна из обратных задач на касательные вела к квадра- 

*4х > 
туре Г; для этого ему достаточно было положить нижний 

предел равным не 0, как обычно, а произвольной положитель- 
ной постоянной. Для Бернулли же интегрирование было прежде 
всего лишь обрашением диференцирования; о связанном с этим 
введении произвольного постоянного слагаемого школа Лейбница 
не имела еще в ту пору надлежащего представления. В сочи- 
нении своем о показательных функциях Бернулли знает, что 
“ах й 
1" — шА (что верно, если за нижний предел взять х=!). 

зи 
В лекциях же он, напротив, из равенства 1х 4х= ; выводит, 

Их 
что К х 

дел взять х = 0); чтобы избежать этого бесконечного выражения, 
он применяет разные искусственные приемы для преобразования 
диференциальных уравнений в такие, которые не ведут к инте- 
гралам этого вида. 

Заметим еще, что Иоганн Бернулли, при содействии Лейбница, 
занимался также сведением величин, получающихся путем интег- 
рирования, не только к квадратурам, нс и к ректификациям. 
Так, логарифмические величины он изображал с помощью не 
гиперболических площадей, а длин дуг парабол. 

Таким образом к началу ХУШ в. в области интегрального 
исчисления было подготовлено не так еще много, чтобы могла 
итти речь о подведении предварительных итогов, что по отно- 

шению к диференциальному исчислению было сделано книгой. 
Лопиталя. 

Оказалось также, что интегральное исчисление  полу- 
чило дальнейшее непосредственное развитие: в самом начале 
нового века появилась работа Лейбница о разложении лробей, . 
важном вспомогательном средстве, применение которого выше 
мы могли видеть лишь на одном единственном примере (стр. 351) 
Первая попытка связного изложения круга вопросов, принад- 
лежащих области интегрального исчисления, принадлежит не 
школе Лейбница — она содержится, как мы уже‘ упоминали, 
в сочинении Ньютона „О квадратуре кривых" (1704), Ньютон 
оставляет здесь без рассмотрения то, что было опубликовано 
школой Лейбница, но дает многое, что было оставлено без рас- 
смотрения этой школой. 

Мы уже указывали на бесконечный ряд, к которому Иоганн 
Бернулли свел’ одну из квадратур. Мы обязаны ему, однако, 

т 

со (что, в свою очередь, тоже верно, если за нижний пре- 
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‘также общим разложением в ряд, имеющим место для любого’ 
интеграла, именно разложением: 

2 ав ь ина И. Гра, 
-2- 3 428 '°’? 

которое легко доказывается диференцированием и находится 
в тесной связи с позднейшим рядом Тейлора. Еще раньше Яков 
Бернулли подвергнул большое количество бесконечных рядов 
рассмотрению, независимому от диференциального исчисления; 
результаты этой его работы опубликовывались в 1689—1704 гг., 
после того как они давали его ученикам темы для академических 
диспутов. Ряды эти того же рода, как те, которыми в первое 

время закимался Лейбниц (стр. 391), частично они даже совпадают 
с ними. Мы сделаем только несколько замечаний о логической 
стороне этих исследований. Бернулли дает действительное до- 
казательство того, что при беспрёдельном возрастании и выра- 
жение @" либо беспредельно возрастает либо стремится к пределу 0, 
смотря по тому, будет ли а-= 1. Это следует из того, что 
геометрический ряд со знаменателем &> 1 растет быстрее, чем 
арифметический, имеющий те же 2 первых члена. Таким же обра- 

зом доказывается, что выражение а 
5 

личении п стремится к пределу т. К результату 

при неограниченном уве- 

точно доказанному уже Броункером (стр. 304), Яков Бернуляи при- 
ходит, рассматривая этот ряд как разность между рядами: 

Он сам, однако, выражает некоторое сомнение в правомер- 
ности такой операции с двумя расходящимися рядами н показы- 
вает, что в других случаях подобный прием может вести к аб- 
сурдным результатам. То, что здесь это не может иметь места, 
он мотивирует тем, что неиспользованный член одного из рядов, 
разность которых равна 1, имеет пределом 0. Таким образом 
фактически он рассматривает результат как предел, к кото- 
рому стремится разность двух конечных рядов, когда число чле- 
нов, будучи все время одинаково для обоих рядов, растет до 
бесконечности. Самый ход его мыслей правилен, но способ их вы- 
ражения создает прецедент как для имеющегося в некоторых 
случаях у него самого неправомерного сопоставления расхоля- 
щихся рядов, так и для небрежного отношения к вопросу о схо- 
диности, которое характерно для ХУ] в. К исследованиям Якова 
Бернулли о рядах примыкает его исчисление вероятностей, по- 

21* 
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явившееся лишь значительно позже его смерти; в исчислении 
этом фигурируют числа, названные по его имени числами Бер- 
нулли, Е 

Ещва ли не большег внимание, чем выработка методов диферен- 
циального и интегрального исчислений, привлекали в конце 
ХУП в. геометрические и механические задачи, решавшиеся с по- 
мощью этих новых исчислений. Символика и формы этих исчис- 
лений были здесь, правда, необязательны. Гюйгенс, не чувство- 
вавший потребности в новых формах и некоторое время даже 
отвергавший их, мог с успехом соревноваться в решении таких 
задач с своими младшими собратьями. В „Началах“ Ньютона мы 
имеем еще большее количество таких задач, решенных им, — по 
крайней мере в данном им изложении, — без применения исчисле- 
ния флюксий или диференциального исчисления. При всем том, 
задачи, решенные Лейбницем и братьями Бернулли, особенно 
способствовали выявлению громадных преимуществ нового и 
числения бесконечно малых и связанной с ним определенной 
символики. Декарт дал (стр. 201} общие правила для решения 
алгебраических задач, согласно которым все как неизвестные, 
так и известные величины обозначаются буквами, а затем состав- 
ляются и решаются уравнения, выражающие данные или требуе- 
мые соотношения между величинами, теперь эти правила полу- 
чили распространение и на область инфинитезимальных залач. 
Уравнения между координатами х и у, их диференциалами @х и ау 
и элементом дуги 45 можно было составлять теперь с помощью ха- 
рактеристического треугольника; углубляя основные соображе- 
ния, можно было, далее, получать диференциальные уравнения 
высших порядков. Одновременно, как мы видели,. шло дальней- 
шее развитие способов интегрирования таких уравнений. Реше- 
ние задач подобного рода становилось, таким образом, доступ- 
но все более широким кругам. Самих авторов новых методов 
решение поставленных ими задач приводило к новым задачам, 

требовавшим дальнейшего развития математического аппарата. 
Все это, как мы уже говорили, соцействовало росту интеграль- 
ного исчисления; в то же время вставали, однако, вопросы, тре- 
бовавшие инфинитезимальных исследований еще более глубоко- 
го рода. Благодаря таким вопросам положено было основание 
вариационному исчислению. 

Сказанное тотчас же станет ясным, как только мы укажем 
хотя бы некоторые из решенных таким образом задач. Лейбниц 
и Гюйгенс занимались в 1693 г. кривой, которая теперь назы- 
вается трактрисой (Гюйгенс называл ее тракторией) и которая 
обладает тем свойством, что отрезок ее касательной от точки 

касания до определенной прямой имеет данную длину, Лейб- 
ниц при этом вряд ли помнил, что Ныютон в своем 2-м пись- 
ме к чему (1676) указывал именно на эту кривую, как на при- 
мер обратной задачи на касательные, которая легко решается и 
сводится к квадратуре гиперболы, т.е, к логарифмическим фуяк- 
циям. Гюйгенс обобщил эту задачу, заменив данную прямую 
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произзольною данною кривою. В 1698 г. Иоганн Бернулли, до не- 
которой степени в соответствии с его уже упоминавшимся нами 
изображением диференциального уравнения 1-го порядка с по- 
мощью системы кривых, занимался так называемыми траектори- 

ями, т. е. кривыми, пересекающими данную систему кривых под 
данным углом. 

Из кривых, определенных механическими свойствами, упомя- 
нем прежде всего так называемую изохронную кривую; под этим 
именем понималась не циклоида, по которой тяжелая частица 
совершает „гавтохронные" (Гюйгенс) или „изохронные“ (Ньютон; 
колебания, но кривая, по которой тяжелая частица движется 
так, что проекции проходимых ею в равные промежутки времени 
путей на вертикальную прямую равны между собою. Задачу 

. 0б определении этой кривой Лейбниц поставил в 1687 г.в „Мои- 
уеПез 4е 1а ВёрибПаие Чез Еейтез“ („Новости литературной рес- 
публики“); Гюйгенс уже в следующем выпуске этого журнала 
сделал сообщение, что искомая кривая — полукубическая пара- 
бола. Доказательство этого Лейбниц дал затем в 1689 г.в „Аа 
ЕшаНогит“, Он не пользуется здесь диференциальным и интег- 
ральным исчислением, хотя в своей черновой работе, судя по. 
дощедшей до нас рукописи, он применял их к этой задаче. Опуб- 
ликованное доказательство, содержащее применение этих средств, 
принадлежит Якову Бернулли (1690), Последним была предложе- 
на задача, имевшая еще большее значение, — определение фигуры 
равновесия тяжелой однородной гибкой нити (цепная линия); 

задаза эта была решена Лейбницем, Гюйгенсом и Иоганном 
Бернулли. 

Лейбниц обратил впоследствии внимание нато, что эта задача 
сводится копределению кривой, центр тяжести которой лежит воз- 
можно ниже. Неизвестная кривая определяется здесь, следователь- 
но, тем, что соответствующий ей интеграл имеет минимальное или 
максимальное значение. Здесь нет, таким образом, известной 
функции, максимум или минимум которой мог бы быть опреде- 
лен диференцированием; поэтому для составления диференциаль- 
ного уравнения соответствующей кривой должны быть приме- 
нены особые соображения. Задача подобного же рода была, од- 
нако, уже раньше решена Нь'отоном в „Началах“. Это была задача 
об определении меридианной кривой поверхности вращения, дви- 
жение которой в направлении оси встречало бы наименьшее со- 

противление среды. Ньютон нашел для нее (в геометрической 
н 

форме) диференциальное уравнение УЕ. Задача эта 

относится к тем обратным задачам на касательные, которые 
Ныютон, судя по сообщению, сделанному им Лейбницу, мог ре 
шить, не прибегая к разложению в ряд, т.е. путем сведения 
к квадратуре. 

Новая задача того же рода была. предложена в 1696 г. Ио- 
ганном Бернулли. Она касалась брахистохронной кривой, т. е. 
кривой, по которой тяжелая частица падает из одной точки в 
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другую в нанвозможно кратчайшее время. Кроме его самого, 
его брат Яков, Лейбниц, Ньютон и Лопиталь нашли вскоре, что 
эта кривая есть циклоида. Получить решение им всем удалось 
благодаря некоторым особым обстоятельствам, связанным с этою 
задачею. Яков Бернулли напал, однако, на более общий путь реше- 
ния задач такого рода и смог поэтому в 1697 г. предложить нозую 
задачу более общего характера — так называемую изонериметри- 
ческую проблему. Проблема эта состоит в требовании среди всех 
кривых, дуги которых между двумя дашиями точками имеют 
равную длину, найти кривую, удовлетворяющую следующему ус- 
лозию: площадь, ограниченная кривою, каждая ордината которой 
составляет определенное кратное соответствующей (той же абсцис- 
се) орлинаты или длины дуги искомой кривой, ордннатами вко- 
нечных точках и лежащим между ними отрезком оси абсцисс, 
должна иметь максимальное или минимальное значение. 

Старавия Моганяа Бернулли решить эту общую задачу не 
увенчались успехом; правильное и общее решение было дано 
лишь самим Яковом Бернулли в его статьях по этому вопросу, 
появившихся в 1700—1701 гг. Мы не будем говорить здесь не 
только об этих работах, но и о предшествовавшем решении 
задачи о брахнстохронной кризой и других задач подобного ро- 
да, которые Иоганн Бернулли противопоставил общим задачам 
своего брата. Все это принадлежит уже к подготовке зарнаци- 
онного исчисления, получившего свое дальнейшее развитие лишь 
в ХУШ в. Отмегим ещё только по поводу той формы, в кото- 
рой была поставлена изопериметрическая задача, что здесь в 
самом конце столетия применяется еще все то же геометричес- 
кое изображение совершенно произвольной данной функции по- 
средством кривой (стр. 344). 

Сделанный нами обзор инфинитезнмальных исследований по- 
следнего 15-летия ХУП в. свндетельствует об энергичной и- 
успешной работе в области применения и дальнейшего развития 
новых методов и указывает, что в новый век математнка всту- 
пила обогащенной и новыми задачами и новыми средствами 
для их рещення. 
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Непер 34, 37. 40, 71, 113, 182, 134—140, 

144, 145, 123, '230, 260, 381, 388, 340, 
367 
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Непрерывность 223 —230 
Непрерывные дроби 152—153, 294 
Николай Кузанский 129 
Нунец 338 
Ныютон 16, 88, 5%, 54, 57, 50—62. 63— 

72 18-8, 86, 209, 29122, 226 —221, 
337, 268, 281, 291, 291, 305, 320, 335, 
331, 7—9, 393, 395—397, 309, 408— 
418. 417, 418, 420-422 
—  анаграммы Н. 66, 365, 1083—1405 

параллелограм Н. 354 
— предложение о степени 185, 221 

Обратные задачи на касательные 355— 
381, 397, 401—405, 409, 416, 120—421; 
см. также Дифереициальные уравнения, 

Объем 235, 242—245, 251—955, 268, 
282—283, 320. 

Огибающие 221—292, 309, 313, 334—836, 
414—415 

Озанам 146 

Озу 287, 280 
Ольдеибург 53, 67, 73, 74, 16, 854, 359, 

391, 399, 408 
Омар Алхайями 108 
Орезм 139, 188, 102, $10, 321 
Ото 28, 117, 127 
Отрицательные числа 91—92, 94, 101, 

104—105, 109, 111—118, 150, 202, 208, 
227, 275, 328, 861, 408 

П 124—105, 128, 120, 215—218, 294—296, 
208—299, 360—361, 393—394 

Падение 281—289 
— в сопротивляющейся среде 385— 
386 

Папин 57 
Пап 15, 20, 128, 179, 136, 193, 204, 206, 

280, 281, 235, 243, 241, 288, 308, 321 
Параболы высших порядков см. Квадра 

тура 
Паскаль Влэз 1:, 417, 48. 49—51, 53, 

55, 58, 75, 106, 150, 196—112, 114, 
184—186, 188—180 219, 221. 222, 255, 
282—268, 265—270, 212, 216, 280, 282. 
286, 288—230, 329, 344, 850-351, 358, 
363, 302, 396-400 

арифметический треугольник 106, 
167, 171, 392 

вырезки (0п01е!5} Н. 262—263 
предложение И. 18+ 

Паскаль 9. 42, 48—49, 186, 324 
Лазиоло 169 
Педль 165 
Пенбертон 72 
Персонн сы, Роберваль 
Перспектива 174, 176—118, 188; см. так- 

тральная проекция 

интерполяционная формула Н. 

Пиркгеймер 26 
Питиск 78, 39, 127—128, 141 
Планух 147 
Платон 21 
Плошади как суммы неделимых величин 
249-254; сы. также Интегрирование 

Поверхности ? порядка 188, 106—197, 
231, 233 

Пожизненная рента 178 
Показатели 181—133, 201—202 

дробные 138, 274, 281, 352—353, 

улевой пок. 133 
отришительные 274, 931, 852— 

353, 860—361, 408 
показатель гл 419 

Показательная функция -357, 358, 404, 
415, 416; см. также Ряды 

Полярные координаты см. Координаты 
Полярный треугольник 114—116, 113 
Понселе 184, 189 
Постоянная интегрирования 346, 364, 310, 

418 
Предел 375—376, 412 
Прелельное значение 415, 419 
Приближения 292 -307; сы. также Про- 

изведение, непрерывные дроби и Ряды 
Приведенная длина маятника 239—241, 

300 — 201 
Принцип возможных перемещений 237 
Принцип живых сия 56, 82, 241, 331, 382 
Притяжение, всеобщее 372—373, 377— 

380, 383—885 
— °` пропорциональное расстоянию 
380 
— шаров 373, 388—885 

Проективная геометрия 118—180, 219, 
251—223 

Проекция, пряпоугольная 174 
центральная 172—189, 232, 228 

форме + 322, 327, 
й 

339—347, 340—350, 298, 407 
Простаферетический метод 129 — 131, 144 
Пространственные кривые 207, 255 
прямоугольные треугольники, с ракно- 

Производные в 

пальвыми сторонами 154-155, 167, 
162—164 

Птолошей 16, 29, 116, 129, 174, 180 
Апаешта 129, 174 

Пуанео 124 
Пюжо 182, 164 

Разности, конечные 224, 387, 392 
Расностные ряды сн. Ряды 
Райт 39 
Рамус 18, 35, 48 
Региомонтан 18, 26, 89, 114—117, 125, 

121, 145, 154 
Рекорл 88, 105 
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Ректификация 284—283, 
371, 418 

Ремер 31, 335 
Рен 50, 29, 64, 69, 287, 380, 318 
Ретик 27, 28, 115, 117, 127, 128, 141, 144 
Ризе 25 
Роберваль 42, 45, 48, 60, 51, 110, З41, 

250, 257, 265, 218, 556, 289, 298, 311— 
313, 316, 324, 329-331, 341 

Ролль 52, 152, 320 
Роумен 95, 121—124 
Рудольф (коссист) 25, 100, 125 
Рудольф П, немецкий император 29, 84 
Рады, арифметические 132, 818—319, 414, 

419 

330—385, 859, 

арифметические зысших поряд- 
ков 106, 186—168, 257—258, 302 

геометрические 109, 132, 419 
для круговых функций 239, 358— 

359, 393, 404 
для логарифмической функиии 

297, 300—806, 858, 392, 404, 418 
для везлементарных функций 359 — 

360, 403—404 
для показательной фуньцни 358, 

360—361, 204 
для тригонометрических фуньций 

359, 404 
как способ изображения функций 

356 
— как средство для интегрирования 
см. Диференциальные ураснсныя н Ин- 
тегркрование * 

обращение рядов 355 
Архимеда 293, 297—298, 301, 303 

Иог, Бернулли 416, 418—419 
Як. Бернулли 419 
Броункера 300—306 
Галлея 413 
Грегори 297, 391 
Лейбница 360—361, 

404—405 
у Меркатора 304—305, 392 
у Ныютона 352—362, 367—370, 391, 

408—405, 411, 413 

качая 391—394, 

Саквери 217 
Севиль 39 
Сен-Мартэн 156—157 
Сеит-Круа 40, 156—157, 159, 161 
Сетиш 149 
Сила, понязие 373—374 

сложение н разложение сил 236 
Символика, алгебранческая 98—106, 154, 

112, 190, 199—205, 207, 213, 214, 216— 
219, 224—226, 280—281 

ивфинитезкмальная 280, 851— 
352, 366, 367, 389—890, 338, 400—401, 
403, 408—409, 415, 420 

логическая 225 
тригонометрическая 100, 216, 217 

Симеон 60 
Скорость 281—239, 348 

— слежение скоростей 312—815, 
380, 342—818, 374 

Скоутен 37, 48, 48, 54, 56—56, 208, 219, 
ЗГ7, 318, 325 

Слюз 50, 23-54, 56, 61, 196, 825, 327— 
328, 393. 406 

Снелялй 38, 118, 128, 189, 338 
Соприкасаощийся круг 311) 414; ;см- 

закже Кривизна 
Сочезания к перестановка 158, 391 
Спиноза 73, 77 
Спираль, архимедова 197, 288—098“, 818 

спнралк высших порядкоз 284, 
286 

талилееза 284—285 
зотарифыическая 280, 328, 340 

346, 381, 414 
вараболическая 414 

Стевнн 37—38, 98—101. Ц, 121, 
126, 182, 138, 199, 286—287 

Суммы степеней, натуральных чисел 187, 
7—258, 273 

Сходнмость 128. 293—296, 
86—57, 361, 508, 412, 419 

125, 

301—306, 

Табличный способ 
106, 117—118 

Тавтохровнзм 331-332, 835, 362, 421 

изображения 105— 

„Тарталья 19—19, 20, 89—93, 15, 58, 90, 
103, 106—108, 110, 112, 128, 
168, 238, 276, 38 

Теда‘ поверхности вращения 231—282, 
234—296, 242—246, 260—254, 288 — 29% 

Теория веронтностей 168—192, 119—420 
Теорня чисел 145— 168 

‚ методы доказательства у Ферма 
155—167 
— предложения Ферма 155—167 

Торичелли 28, 48, 49, 51, 51, 62, 257, 
254—266, 283, 286, 309, 311—313, 32 
330, 338, 341—843 

Точка перегиба 316, 324—825, 371, 408, 
414, 7 

Траекторни 491 
Трактория 420 
Трансцендентносль 295—296, 

4168. 
Тригонометрические таблицы 115, 

119, 127—129 
Тригонометрия 113—119, 129—131, 144— 

145, 154—155, 216—217 
Применение к алгебре 118—124 

Трисекция угла 87, 119—121 

146, 167, 

394—395, 

111 

‘Убальдо 21, 116—178, 192 
Удар 241 
Указатели 224—225 
Улуг Бег 88 
Умноженне площади на площадь 255, 268. 
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Уравнения, алгебраические, теория 98— 
95, 108—113, 207—208, 225—297, 820 

8 степены 87—06, 103, 107—112, 
173, 208—210, 226, 308 

непризодимый случай 91 — 
08, 95—06, 119-11 

4 степени 96—98, 107, 109,208 — 
210, 225 

5 н высших степеней 210—211, 
205—226 

выражение козфициентов через 
корни 95, 110—112 

‘деление круга 106, 
109—125, 124, 123 

исключение изизвестных 191, 225, 

н угла 96, 

Г степени неопределенные 
147—152 

неопределенные, высших степе- 
ней 154, 161—165 

образование из множителей 110— 

м5, 

18 
правило знаков Декарта 207— 

208, 227 
равные корни 94, 225, 357—308, 

317—820, 414 
решение с помощью геометри- 

ческих построенней 119—121, 15— 
196, 208—211 

с правой частью, равной нулю 118 
суммы степеней корней 112, 227 
трехчленные 102, 108—110 
числовое решение 126-127, 357 

Уре Раймар 130, 131 

Файль 52, 232—233, 326 
фаульгабер 25—26, 166 
Ферма 40, 41—42, 45—49, 51, 53, 55, 58, 

60, 15, 155 т, 174, 136—187, 10— 
200, 203— ‚ 201, 210—211, 217, 219 — 
221, 237, 252, "254 — 267, 2171. 213, 280, 
292289, 308, 3:7, 320—380, 334, 339, 
341, 344, 349, 350, 353, 363, 372, 398, 
397, 407—409, 418 

хоноид Ф. 285 
теорема Ф, 160 

‹ферари 20, 97—98, 10Т, 385 
Ферро 18, 19, 20, 89—91, 98, 1087 108, 

арка ТтаязасНойз 50 
Финке 23, 31, 35, 115—116, 144 
Фиоре 18, 19, 90 
Флакк 40 
Флюксии и флюенты 348 —340, 351,364 — 

372, 874 —317, 386—388, 409, 411 
Флюхени высших порядков 366 — 367, 387, 

390 
Флюксня (символ) 351; 365, 367, 390 
Формула Сиисона 224 
Формула Стирлинга 224 

Формула Тейлора $81, 419 
Френикль #1, 158, 157 
Фридрих П, датский король 29 
Функция, геометрическое изображение 

262—268, 344, 388, 416, 422 
изображение с помощью длины 

дуги 418 
изображение с помощью ряда 357, 

359—360, +16 
нитегрирование как источиик по- 

пучения новых функций 416 

Христиан 1\, детский король 20 
Христина, шведская королева 44 

Цейлен 38, 128 
Центробежная сила 241, 378 
Центр тяжести 230—231, 261, 269-270, 

232—238, 200—291, 325 —3.6, 329—830, 
399—400 

Цепная ливия 387, 416, 421 
Циклоила 239, 265, 287, 288, 312, 318, 

315—316, 323—324, 328—332, 335, 359. 
372, 394, 422 

падение по ш 331—832, 587,382, 
336 

эпи-н гилоциклонда 387, 872, 882 
Циссонда 279—280, 313. 

Чирнгауз 72—78, 75—18, 225—227, 384, 
З91, 899 

Числа представление в виде 
квадратов и т. п. 161—185 

разложение на множители 158— 
180, 186 

совершенные и дружественные 
45, 158—159 

фигурные 
138, 391—892 

суммы, 

105—106, 161; 166— 

Шаль 187, 198 
Швентер 26, 148, 
Штаудт 183, 
Шиейнер 187 
Штифель 17—18, 25, 26, 32, 7, 96, 98, 

158 

104—109, 115, 119; 120, 182—188, '154, 
186—167, 276 

Нпурм 227 
НИоке 35, 93, 104, 132, 133, 146, 147 

Эволюты 832—885, З71, 378, 414, 415 
Эйлер, Л. 85, 16 5, 225, 278—216, 

218—219. 281 
Эйлер, П. 85 
Эллиптические функции 360 
Эпициклонда см, Цниклонда 

Яков из Шпейера 154 
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